Correction de ’exercice 1. Soit n € N*. Notons N le nombre de chiffres dans I’écriture décimale de n. Alors
1071 < n < 10V, En effet, 10V est le plus petit nombre & s’écrive avec N + 1 chiffres (un 1 et N z6éros)
et 10V~ est le plus petit nombre & s’écrive avec N chiffres (un 1 et N — 1 zéros). Or P'application log;, est
strictement croissante, ainsi, N — 1 < log;g(n) < N. Par caractérisation de la partie entiére, E(log;q) = N — 1.
Ainsi le nombre de chiffres nécessaires pour écrire n dans 1’écriture décimale est N = E(log;y(n)) + 1.

Correction de l’exercice 2. 1. Prenons x = y = 1, on obtient alors f(1 x 1) = f(1) x f(1). Ainsi, f(1) =
f(1)2. 11y a donc deux cas :
e Si f(1) = 0, alors, pour tout € R, f(z) = f(x x 1) = f(z)f(1) = f(z)0 = 0, ainsi f est la fonction
nulle ce qui est exclu.
e Si f(1) # 0, alors en multipliant par f(1)~!, on obtient f(1) = 1.
Ainsi, on a montré que f(1) = 1. Posons, I'hypothese de récurrence, Z(n) : «f(n) = n».
e En remplacant x et y par 0, on obtient f(0) = f(0) + f(0), apres simplification, il vient, f(0) = 0.
Donc, Z(0) est vraie.
e Soit n € N. Supposons & (n) vraie, alors f(n) =n, et f(n+1) = f(n)+ f(1) = n+ 1. Donc, Z(n+1)
est vraie.
e Par récurrence, pour tout n € N, f(n) = n.
Sin € Z_, alors prenons x = net y = —n € N. On obtient f(n+(—n)) = f(n)+f(—n). Soit f(0) = f(n)—n.
Comme f(0) = 0, on obtient que f(n) = n. On a donc montré que pour tout n € Z, f(n) = n.

Soit £ ¢ Q avec p e Z et g € N*. Alors,
q

p—f(p)—f(qx§>—qf<§>

(la derniére égalité se montre par récurrence sur ¢). En divisant par ¢ # 0, on obtient f(p/q) = p/q. Ainsi,
pour tout z € Q, f(x) = =.

2. Soit x € Ry, alors f(z) = f(v/x x VT) = f(vZ) x f(v/x) = (f(/2))? = 0.
Soit (x,2") € R%. Supposons x < 2/, alors 2’ — x > 0. Par ce qui préceéde, f(z’ —x) = 0. Donc, f(z') +
f(=z) = 0. Comme f(z)+ f(—z) = f(z + (—z)) = f(0) = 0, on en déduit que f(—z) = —f(z). Dés lors,
f(@') — f(z) = 0. Finalement, f(z') > f(x). Par conséquent, f est une fonction croissante.

3. Soit x € R, alors d’apres le cours, il existe (ay)n et (by), deux suites de rationnels telles que pour tout n € N,
an < x < by, avec a, — o ret by, — Comme f est croissante, il vient que f(a,) < f(z) < f(by).
Mais par ce qui précede, comme a, et b, sont des rationnels, on obtient a,, < f(z) < b,. En outre, par
passage a la limite qui conserve les inégalités larges, on obtient z < f(x) < x. Donc f(z) = x. Deés lors,
pour tout z € R, f(z) = x.

On a donc montré que si f: R — R, vérifie pour tout (z,z') € R?, f(z2') = f(z)f(2') et f(z + ') =
f(z) + f(2'), alors f: x — x. Réciproquement, f: z — x vérifie bien ces deux formules.

Correction de ’exercice 3. e Soit (x,2') € R?, supposons = < 2’. notons
A, ={peZ|p<z} e Ap={peZ|p<a}

de sorte que E(x) = max(Ay) et E(z') = max(Ay ). Soit p € A, alors p < & < &/, en particulier p € A,
ainsi p < max(A,) = E(2'). On en déduit que E(z') est un majorant de A,. Or E(x) = max(A;) est la
borne supérieure de A,, donc le plus petit des majorants de A, ainsi, E(z) < E(2').

Ceci prouve que E(x) < E(z'). Ainsi, z — E(x) est une fonction croissante sur R.

e Notons g: x — z — E(x). Soit = € R, alors g(z + 1) = 2 + 1 — E(x + 1). Cependant, d’apres le cours,
Ex+1)=FE(x)+1,donc gz +1)=x+1—E(x) —1=2— E(x) = g(x). Dés lors, g est une fonction
1-périodique.

e Pour la tracer, il suffit d’étudier g sur [0;1]. Pour x € [0;1[, g(z) =z — E(x) = x et g(1) = 0.

Correction de ’exercice 4.
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FI1GURE 1 — La fonction g de Iexercice 77.

Correction de ’exercice 5.

Correction de I’exercice 6. 1. Soit = € A, alors z € B, en particulier, comme sup(B) est un majorant
de B, z < sup(B). Ceci montre que sup(B) est un majorant de A. Or sup(A) est le plus petit des majorants
de A donc sup(A) < sup(B).

2. Soit z € A u B, distinguons les cas :
(a) Sixe A, alors z < sup(A) < max{sup(A),sup(B)}.
(b) Siz e B, alors z < sup(B) < max{sup(A),sup(B)}

Ainsi, pour tout © € A U B, < max{sup(A),sup(B)}. Ceci démontre que max{sup(A),sup(B)} est un
majorant de A U B, ainsi A U B est un ensemble non vide et majoré, il admet donc une borne supérieure.
De plus, sup(A u B) < max{sup(A),sup(B)} (sup(4 u B) est plus petit que n’importe quel majorant de
Au B).

En outre, comme A ¢ A U B, en appliquant la question 1, on obtient sup(A) < sup(A u B). De méme,
B c Au B, il en découle sup B < sup(A u B). Ainsi, max{sup(A),sup( )} < sup(A u B). Par double
inégalité, nous avons montré que max{sup(A4),sup(B)} = sup(4A u B)

Correction de ’exercice 7.

Correction de ’exercice 8. 1.
2.
nm
3. Soit z € C, alors il existe (n,m) € N* tel que e = z. Comme (n—m)% > 0,on an?—2nm+m? >0
n
9 9 L nm 1 .
donc n® +2nm+m* = 4nm, ainsi, ﬁ < 1 Par conséquent, 1 est donc un majorant de C. De plus,
n
1 1
pourn=m =1,z = 1 e C, ainsi, 1 est le maximum de C'. Comme C' admet un maximum, C' admet
1
une borne supérieure et sup(C) = max(C) = T
Remarquons que pour tout x € C, z = 0. Ainsi, 0 est un minorant de C. Soit y un minorant de C, alors
nm n
our tout (n,m) € (N*)?, u < 5 En prenant m = 1, on obtient que p < ———5 —— 0. Comme
p (n,m) € (N p < oy Bop : W 1S T o

le passage a la limite conserve les inégalités, p < 0. Ainsi, 0 est la borne inférieure de C' : inf(C) = 0.
Supposons que C' admette un minimum, alors on aurait que min(C) = inf(C') = 0, ainsi 0 € C' ce qui est
impossible car les éléments de C' sont strictement positifs. Par conséquent, C' n’admet pas de minimum.

4. Pour tout x € N, E(y/x) < 4/, ainsi \/x — E(y/x) = 0. Donc, 0 est un minorant de D. De plus, pour
r =4, /4 — E(v/4) = 0, donc 0 € D. Ainsi, 0 est le minimum de D et donc la borne inférieure de D :
min(D) = inf(D) = 0.

De plus, pour € N, \/z < E(y/z) + 1, donc v/ — E(y/r) < 1. Ainsi, 1 est un majorant de D et
1 ¢ D. Soit M un majorant de D. Alors, pour tout n € N, v/n2 +2n — E(v/n? +2n) < M. Comme

n? < n?+2n < n?+2n+1, on en déduit, par croissance stricte de la racine carrée que n < vVn? + 2n < n+1,

2
donc E(vn? + 2n) = n. Ainsi, vVn? +2n —n < M. De plus, vn?+2n—n =n (4 [1+—— 1). Or, la
n

fonction racine carrée est dérivable en 1 :

V1+h-—1 1
h h—0 2
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On en déduit que

n 1
2 n—o 92

Donc, vVn? +2n —n — 1. Comme les inégalités larges sont conservées par passage a la limite, on en

déduit que 1 < M. A1n81 1 est le plus petit des majorants de D, on en déduit que 1 est la borne supérieure
de D. Si D admettait un maximum, on aurait max(D) = sup(D) = 1 donc 1 € D ce qui est impossible.
Ainsi, D n’admet pas de maximum.

Correction de I’exercice 9. L’ensemble £ = {x € [0;1] | f(x) = x} est défini par compréhension.

1. Ec[0;1],ainsi 1 est un majorant de E. De plus, comme f([0;1]) = [0;1], f(0) € [0;1]. En particulier,
f(0) = 0. Ceci montre que 0 € E. Comme E est un ensemble non vide et majoré, on en déduit qu’il admet
une borne supérieure.

2. Procédons par double inégalité :
e Montrons que f(s) <'s:
— Sis=1,alors f(s) = f(1) <1=s.
— Si s < 1, alors considérons = € | s;1], comme x > s, x ¢ E, ainsi, f(x) < 2. Comme f est croissante,
on obtient f(s) < f(x) < =, en faisant tendre = vers s, on obtient ' f(s) < s.
Dans les deux cas, on a montré que f(s) < s.
e Montrons que s < f(s).
— Sis=0,alors f(s) = f(0) >0=s
— Si s > 0, alors soit z € [0;s[, comme x < s, x n’est pas un majorant de E. Ainsi, il existe e € F
tel que z < e < s. Comme f est croissante, x < e < f(e) < f(s). En faisant tendre x vers s~, on
obtient s < f(s).
Dans les deux cas, on a montré que s < f(s).
Par double inégalité, on a montré que f(s) = s.

Correction de ’exercice 10.
Correction de 1’exercice 11.

Correction de I’exercice 12. 1. Puisque, (u,), est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout
n € N* upy1 = up, + r, de méme u,, = up_1 + r, 80it up_1 = up — r. En effectuant la somme, on obtient
Up+1 + Up—1 = 2u,. En divisant par 2, on obtient le résultat voulu.

2. Puisque, (uy), est une suite géométrique de raison g, alors pour tout n € N*, w,, = ¢"ug, ainsi tp41tp—1 =
" ugg™ tug = ¢*Mug?, en outre u,? = ¢*"ug?. Ainsi, pour tout n € N*, u,? = w4 1Up_1.

uoq
Up+1 + Up—1

3. e Soit (uy), une suite telle que pour tout n € N*, u,, = , alors 2u, = up41 + Up—1, €n parti-

culier, up4+1 — Up = Up — up—1. Ceci prouve que la suite (u,41 — Uy )nen €st une suite constante. Notons
r cette constante. Alors, pour tout n € N, u,41 = u, + 7. Dés lors, la suite (uy, )y est arithmétique.
e Soit (uy,), une suite telle que pour tout n € N*, 4,2 = w,41u,_1. Distinguons les cas suivant la valeur
de ug :
— Siug # 0 et up # 0, posons Z(n) : «u, # 0», alors (1) est vraie. Soit n € N*, supposons & (n)
vraie. Alors, comme Up41Un—1 = U’ # 0, on en déduit en particulier que u,4+1 # 0, donc que

P(n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N*, Z(n) est vraie. De plus, Z(0) est vraie.

u
Donc pour tout n € N, &(n) vraie. Ainsi, pour tout n € N* ntl _ " Ceci prouve que la suite

Un, Un—1

U
( n+1> est constante. Si on note ¢ la constante, on obtient que pour tout n € N, up 1 = quy.
Un neN

Des lors, (uy)n est une suite géométrique.

1. On se rappelle que seules les inégalités larges passent a la limite.
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— Siug = 0ouu; = 0. Remarquons que comme u,, = 0 implique u,+1 = 0, par récurrence, on prouve
que pour tout n € N*, u, = 0 =0 X u,_1, ainsi la suite (u,), est une suite géométrique de raison
0.

Correction de ’exercice 13. Notons ¢ la limite de (uy)n. Prenons e = 1/3 > 0, alors il existe ng € N tel que
pour tout n € N, n > ng implique u,, € [{ —e;{ + ¢]. Seulement, [{ —¢;{ + ] est un intervalle de longueur
2e = 2/3 < 1. Il ne peut pas contenir deux entiers distincts (cf. exercice 14 du TD1). Dés lors, pour n = ng, uy,
et up, sont deux entiers dans ce méme intervalle, ainsi, u, = uy,. La suite (u,), stationne donc a partir de ny.
En particulier, ¢ = u,, € Z.

Correction de ’exercice 14.
Correction de ’exercice 15.
Correction de ’exercice 16.
Correction de ’exercice 17.
Correction de ’exercice 18.
Correction de ’exercice 19.

Correction de 1’exercice 20.

2
Correction de I’exercice 21. 1. Posons #(n) : «0 < z,, < 1». Remarquons que x; = 3 € 10;1[, donc
P(1) est vraie. Soit n € N*| supposons & (n) vraie. Alors, 0 < z,, < 1, donc 0 < 1+ z,, < 1 + 2z,

: 1+ua s .
par quotient, 0 < 1—1—7271 < 1, comme 0 < x, < 1, par produit, il vient 0 < z,11 < 1. Par conséquent,
‘TTL
P(n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N*, 0 < x,, < 1.
2. Soit ne N :
(1l + xy) T + 0% — 20 (1 + 22,) — 2,2
Tn+l —Tn = — 5 — Tp = = <0
1+ 2z, 1+ 2z, 1+ 2z,

Des lors, la suite (zp,), est décroissante.

3. La suite (zy,), étant décroissante et minorée, on en déduit, d’apres le théoréeme de convergence monotone,

que (x,), converge vers? £ € [0;1]. Remarquons de plus que (), est une suite récurrente, en effet,

z(1+x)

Tny1 = f(zn) avec f: 2 — , comme [ est continue sur [0;1], nécessairement, f(¢) = ¢, ainsi,

142z
Correction de ’exercice 22. 1. cos(a+b) = cos(a)cos(b) - s%n(a) s%n(b) . Par somme, on obtient, 2 cos(a) cos(
cos(a —b) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b)

cos(a + b) + cos(a — b). Si a = b, on obtient 2cos?(a) = cos(2a) + 1, soit cos(2a) = cos?(a) — 1.

2. Supposons que cos(n) — £. Soit n € N, en prenant a = n et b = 1, on obtient
n—
2 cos(n) cos(1) = cos(n + 1) + cos(n — 1)

Or, comme cos(n) — ¢, par extraction, cos(n + 1) — ¢ et cos(n — 1) — ¢. Par somme cos(n +
1) 4+ cos(n — 1) — 2¢ De plus, 2cos(n)cos(1) — 20 cos(1). Par unicité de la limite, on obtient
20 =20 cos(1). Or, 1 € |0; /2], ainsi cos(1) > 0, on en déduit que £ = 0.

De plus, pour tout n € N, 2 cos?(n) = cos(2n) + 1, par extraction cos(2n) — > 0 puis cos(2n)+1 — L
En outre, 2 cos?(n) — 2 x 02 = 0. Par unicité de la limite, on obtient 0 = 1. Ceci est une contradiction,

ainsi (cos(n))npen est une suite divergente.

2. Car 0 < z,, < 1 et que les inégalités larges passent a la limite.
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Correction de 1’exercice 23.
Correction de ’exercice 24.
Correction de 1’exercice 25.

Correction de I’exercice 26. 1. Soit n € N, posons f: x — 2° + naz — 1. Remarquons que f est dérivable
sur R (car polynomiale). Pour tout x € R, f/(x) = 322 +n > 0. Sin = 0, alors f'(z) = 322 = 0 ssi z = 0,
ainsi f’ s’annule une seule fois. Si n € N* alors pour tout z € R, f'(z) > 0. Dans les deux cas, f est
strictement croissante. De plus, f est continue sur R (car dérivable), ainsi f réalise une bijection de R

vers f(R) = ] xEI—noo f(x) ;mEIPOO fx) [ = ]-00;+00[ = R. Ainsi, 0 admet un unique antécédent dans R. Il

existe donc une unique solution.

1 1
2. Soit n € N*. Comme f est continue et strictement croissante sur [0 ;= ] , f réalise une bijection de [O ;= ]
n n

(o2 -[ros)-[2]

1
Comme 0 € [—1 ; n*3], on peut en déduire que 0 admet un unique antécédent dans [0; } par f. Et
n

vers

cet antécédent est x,, donc 0 < x,, < —. Pour tout n € N*, 0 < z, < 1/n — 0. D’apres le théoreme
n n—
d’encadrement, x, —— 0.
n—0o0
. P CCn 3 . 3 . . xn
3. Soit n € N*, T = NTn = 1 — (zp)°. Or x, — 0, donc par produit, x, — 0. Ainsi, T = 1.
n— n—

n n
Ceci prouve que x, ~ —.
n

4. Soit n € N*, comme z,, ~ —, par puissance, on a z,> ~ — donc
n n
1
1 1—nz, (2,)° 3 1
Z g, = — o
n n n n
s i L 1 1 1 1 L I 1
5. D’apres les propriétés sur les équivalents, on en déduit que — —x, = — + o0 | — |, ainsi, x, = — — — +
n n4 n4 n nt
o 1
nt)’
. s . . " 1 . .
Correction de ’exercice 27. 1. Soit n € N*, alors Hy,+1 — Hy, = ] > 0, ainsi, (Hj,), est croissante.
S ‘ol 2n 1 2n 1 1 1
2. Soit n € N* alors Ho,, — H, = - = — = —Xn==
o k:Zn:-&—l k™ pZny12n 2n 2

3. Comme la suite (Hy), est croissante d’apres le théoréeme de convergence monotone, soit elle converge
soit H,, — Supposons que (H,), converge. Alors, H, — ¢ e R. Comme (Hyy,), est une suite
n— n—

extraite de (H,)n, on a que Hy, — ¢, par différence, Ho,, — Hy, — £ — £. Mais comme les inégalités

1
larges passent a la limite, on obtient 3 < 0. Ce qui est absurde, donc H, T + 0,
n—
4. Posons f: x+— x —In(1 + x) définie sur | —1;+00[. Alors, f est dérivable sur | —1;+00[ et
1 T

Vo > —1 () =1— =
v F(@) 1+ 1+

Ainsi, f" est positive sur [0;+00[ et négative sur | —1;0], en faisant un tableau de variation, on obtient
que le minimum de f est atteint en 0. Ainsi pour tout z > —1, f(z) = f(0) = 0. D’ou, pour tout = > —1,
In(1+z) <z

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, TD7 5


devilliers.loic@gmail.com

5. Soit n € N* on a

Unt1 —Up = Hpp1—In(n+2)— (Hy, —In(n+1))

1 n+ 2
= —1In
n+1 n+1
= 1 In(1+ 1
- g1 ™ n+1

= —In(1+ avec £ = —— > —1
n+1 n(l+2) Y 1

1 1 B
n+l1 n+1

Up+1 — Upn =

Ou on a utilisé la question précédente, on a donc montré que (uy), est croissante, de méme

Upt1—Un = Hppr —In(n+1) — (Hy, —In(n))

1 41 n
= n
n+1 n+1

LI
= n
n—+1 n+1

L im(i+a) L
= —— +1In x avec r = ——— > —
n+1 n-+1
- 1 1 0
U —u, < — =
il " n+1 n+1

On a donc montré que (vy,) est décroissante. De plus,

n n n—+ao

vn—unz(Hn—ln(n))—(Hn—ln(n+1))=1n(n+1)—ln(n)=ln<n+1> - n(l—f-l) 0

Ainsi (up)n et (vp)n sont des suites adjacentes.

6. Donc d’apres le cours, elles convergent vers la méme limite ® v. De plus, pour tout n € N*, u,, < v < vy, en
particulier u; <y <wv;. Oru; =1—1In(2) >0 et v =1, dés lors 0 < v < 1. De plus, comme u,, —

n—
donc up —y —— 0, donc up, —7y = o(1), donc H,, —In(n) — v = o(1), d’'ou H, = In(n) + v+ o(1).
n—

7. Comme In(n) est beaucoup plus grand que 7 et 0(1), on peut penser qu'un équivalent de H,, est In(n),

pour le vérifier, on fait le quotient de H,, par In(n) (pour n > 2), ainsi

Donc on a bien H, ~ In(n).

Correction de ’exercice 28. Soit A € R,. Montrons qu’il existe ng € N tel que pour tout entier n = ng,
u, = A. Considérons k € [0; E(A) ], alors soit il existe n € N tel que u,, = k et dans ce cas ce n est unique soit
il n’en existe pas, ainsi k admet au plus un antécédent. Ainsi, si on pose

E={neN|u,e[0;EA) ]}

L’ensemble F est alors un ensemble fini (éventuellement) vide avec au plus E(A) + 1 éléments. Notons M le
plus grand de ces éléments (si E est vide, prendre M = 42).

Soit un entier n = M + 1, n ¢ E, et comme u, € N, u, > F(A) et donc u, > E(A) +1 > A. Ainsi,
ng = M + 1 convient. En conclusion, on a montré que pour tout A € R,, il existe ng € N tel que pour tout
entier n > n0, u, = A. Ceci montre que u, > 40,

3. Aujourd’hui, on ignore encore si 7 est un nombre rationnel ou pas, si vous trouvez la réponse, vous serez riche et célebre,
enfin... surtout célebre.
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Correction de I’exercice 29. 1. Comme u est bornée, il existe M € R tel que pour tout n € N*| |u,| < M.
Ainsi, par inégalité triangulaire, pour tout n € N*, on a

n

iuk PIRL

n n
M
Shal XM

o] = k=1 _ k=1 < k=1 <kt —M
n n n n n
Ainsi, la suite v est bornée. La réciproque est fausse. Posons, pour tout n € N, ug, = n—1 et ugp11 = —n.
Alors,
1 2n 1 2n 1 n n—1 1 "=
Van = o Z Uk =5 Z up + Z Uk | =5 (Z uzp + Z U2p+1> o Z Ugpta + Uzpy1) =0
k=1 = k=1, p=1 p=0 p=0
k palr k impair
Tandis que
2n+1 2n
1 1 1 -n
v = up | = ug | +u = 0—n)=
nt 2n+1<,§1 ’“) 2n+1<<];1 ’“) 2"“) 10T =5

Ainsi, pour tout n € N*| |v,| < 1, dés lors (vy,), est bornée, contrairement & ().
2. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/olpXTIZLI_8
Supposons que u, — f € R. Montrons que vy, — £. Soit € > 0, alors :
n— n—

5
dng e N* V¥neN* n=ny = |unf€|<§

Soit n € N* tel que n = ng, alors :

1 ¢ 1|
nl;luk—ﬁ nkgluk—nﬁ

v, — £ =

1 n

e
k=1

ig lug — ¢

. . €
Seulement attention, tous les |ug — £| ne sont pas tous plus petit que 2 seulement pour k = ng. Clest

pour cela que ’on va séparer la somme :

no—1 nol nol ( )
o — €] < IZruk—mZ\uk—a] E\uk—ﬂuf}jf f2|uk—£\+

k=ng k=ngo

— Z |uk—£’+*

IN

1 ng—1
Or, — > |ug — ¢ —— 0, donc il existe ny € N* tel que
n =

no 1
VneN* n>=n — Z\Uk—ﬂ

1\3\0)

. . e € .
Dés lors, pour tout entier n > max(ng,n1), on a 0 < |v, — ] < 5 + 3= €. Ceci prouve que v, — L.
n—
La réciproque est fausse, posons u, = (—1)", alors (u,), est une suite géométrique de raison —1. Ainsi,

1 /1—(=1)" .
Up = — (1_(_1)>, alors v, — 0 tandis que (uy), ne converge pas.
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3. Supposons u est croissante, alors pour tout entier n € N* :
1 n+1

n n 1
Un+1=Un = 1 ]gluk g = 1) <nun+1 + Z nug — (n + 1)uk+1> = m (nunH Z uk>

k=1

n
Or pour tout k € [ 1;n ]|, ux < upt1, done, > up < nuy,y1, ceci prouve que vy,41—v, = 0. Par conséquent,
k=1
(vp)n est une suite croissante.

Correction de I’exercice 30. 1. Comme (uy), est une suite bornée, il existe M € R tel que pour tout
n € N, |u,| < M. Soit n € N, alors l’ensemble {uy | k& = n} est majorée par M et non vide (car uy,
appartient a cet ensemble). Ainsi, {uy | k& = n} est un ensemble non vide et majorée, ainsi la borne
supérieure de cet ensemble est bien un nombre réel, v, est bien défini.

2. Soit n € N. v, est un majorant de {ug | k = n}. En particulier, pour tout k = n+ 1, k = n et uy < v,. Dés
lors, v, est un majorant de {uy |k = n + 1}. Or v,y est le plus petit des majorants de {uy | kK = n + 1},
ainsi v, 41 < vy,. La suite (vy,), est décroissante.

De plus, pour tout n € N, =M < u,, < v, (car v, est un majorant de {uy | k = n + 1}). Ainsi, la suite
(Un)n est minorée par —M.
3. Supposons que pour tout € > 0 et N € N, il existe n = N tel que |u,, — ¢| < e. Procédons par étapes :
e Prenons € = 1, alors il existe n € N tel que |u, — £ < e. On pose ¢(0) = n, alors |ug,qg) — ¢ < 1.
e Prenons ¢ = 1/2 et N = (0) + 1. Alors, il existe n = N tel que |u, — ¢| < 1/2. Posons (1) = n. Des
lors, (1) > (0) et [uyq) — £ < 1/2.
e Prenons € = 1/4 et N = (1) + 1. Alors, il existe n = N tel que |u, — ¢| < €. Posons ¢(2) = n. Dés
lors, ©(2) > (1) > ¢(0) et |ugym) — €] < 1/4.
Pour généraliser, raisonnons par récurrence avec I'hypotheése de récurrence suivante & (n) :

(p(0), o(1),...,p(n)) e N"® e(0) <p(l)<...<p(n) et VYke[0;n] |ugm —4| < 1/2F

Par ce qui précede, Z(0), Z(1) et & (2) sont vraies. Soit n € N. Supposons que (n) soit vraie. Posons
N = p(n) +1 et e = 1/27"1 Alors, il existe p > N tel que |u, — ¢| < e. Posons ¢(n + 1) = p. On
a ainsi, ¢(0) < ¢(1) < ... < @(n) < ¢(n + 1) et pour tout k € [0;n + 1], |uym) — ¢ < 1/2%. Par
conséquent, Z(n+ 1) est vraie. Ainsi, par récurrence, on construit ¢(n) pour tout n € N. Ainsi, o: N - N

est strictement croissante et pour tout n € N, |uy,(,) — £ < 1/2". Dés lors, U —= ¢ Ainsi, il existe
n—

©
une suite extraite de (uy,), qui converge vers /.

4. D’apres la question 2, (vy,), est décroissante et minorée donc d’apres le théoréeme de la limite monotone,
(vpn)n converge vers un certain ¢. Montrons que I'hypotheése de la question 3 s’applique a la suite (uy ).
Soit £ > 0 et N € N. Comme v, —— £, il existe ny € N tel que pour tout entier n > ny, lon, — 4] < /2.
Posons ng = max(ny, N). Alors |v,, — ¢| < &/2. De plus, v,, = sup{ug | k = na} Comme v,, — /2 < vy,
Un, — €/2 n’est pas un majorant de {ug | k = na}. Par conséquent, il existe k = na tel que uy > vy, — /2.
De plus, ug < vp, < v, +¢/2. Il en découle que |uy — vy, | < /2. Par inégalité triangulaire

lugp — €] < |ug — Vng| + |Vny — € < e
Ainsi, on a trouvé un k = N tel que |ug — £| < e. L’hypothese de la question 2 est bien vérifiée, on peut

donc en conclure qu’il existe une suite extraite de (uy,), qui converge vers £.

5. Soit (z,)n une suite complexe bornée. Il existe M € R tel que pour tout n € N, |z,| < M. En particulier,
pour tout n € N, |Re(z,)| < M. Ainsi, la suite (Re(zy))n est une suite réelle bornée, ainsi, d’apres ce
qui précede, il existe ¢: N — N strictement croissante telle que Re(z,(,)) o ac R. De plus, pour

tout n € N, [Im(z,n)| < M. Ainsi, la suite (Im(zy(,)))nen est une suite réelle bornée, ainsi, d’apres ce
qui précede, il existe ¢: N — N strictement croissante telle que Tm(2,(y(n))) — b, par extraction
d’une suite convergente, on a encore Re(2,(y(n))) —OO> a. Par convergence d’une suite complexe, on a
Zo(p(n) 7o @F ib. Notons ® = p o1, par composée de deux fonctions strictement croissante, ®: N — N

est strlctement croissante et 2p(n) T a+ ib.

n—o0
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