Wallis in wonderland

3
Pour tout entier n = 0, on pose W,, = J cos™(t) dt.
0
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. Posons =z = 5 —t, alors dx = — dt. Ainsi,

3 0 T 3
W, =] cos"(t)dt = f cos” (:L' — —) (—dx) = f sin(z)" dx
0 z 2

0

. Soit n € N. Pour tout t € [O ; g], 0 < cos(t) < 1, en multipliant par cos™(t) = 0, cos™™1(t) < cos™(t).

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que W, 11 < W,,. Ainsi, la suite (W), ),en est décroissante.

T
. Comme ce qui précede, pour tout ¢ € [O; 5 ], cos(t) = 0, ainsi, cos”(t) = 0, par positivité de 'intégrale,

Wy, = 0. Ainsi, la suite (I7,,),, est une suite décroissante et minorée (par 0) donc d’apres le théoreme
de la convergence monotone, (W), converge.
. Posons u: t — cos™t1(t) et v: t > sin(t). Remarquons que (u,v) € €1([0;7/2],R)% De plus, u': t

(n 4+ 1) cos™(t)sin(t) et v': t — cos(t). Ainsi par intégration par parties :
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z /2
Whpia = J2 cos" (1) x cos(t) dt = | cos™ "1 (t) sin(t) — J —(n+ 1) cos"(t)sin(t) x sin(¢) dt
0 Y—\—— = —_——— —— 0o S ~ O —
u(t) v'(t) u(t) v(t) 1o u/(t) v'(t)
/2 /2
= 0+ (n+ l)f cos™(t) sin?(t) dt = (n + 1)J cos™(t)(1 — cos?(t)) dt
0 0

/2 /2
cos™(t) dt — (n + 1)f cos" T2 (t) dt

/2
= (n+ 1)J cos™(t) — cos™ 2 () dt = (n + 1)J ;

= (n+ 1)(31/” — W) 0

1
Donc (n 4+ 2)Wy42 = (n+ 1)W,, ainsi W49 = n i 5 Wa
n
7. Posons I'hypothese de récurrence : Z(p) : «Wa, > 0 et W, > 0». Comme Wy > 0 et Wy > 0, 22(0)
2p +1
est vraie. Soit p € N, supposons & (p) vraie. Alors Waps1) = Wapta = %ng > (0 (par produit de
p

2p+ 2
2p+3
nombre strictement positifs). On en déduit que Z(p + 1) est vraie. Ainsi, par récurrence, pour tout
p €N, Wy, > 0 et Wopy1 > 0. Comme un entier naturel est soit pair soit impair, on en déduit que
pour tout n € N, W,, # 0.

nombres strictement positifs), et Wapr1)+1 = Wopys = Wapt1 > 0 (également par produit de

8. Soit n € N, alors d’apres la question 6,
(n +2)Wi2Wii1 = [(n+ 2)Whia] Wit = [(n + D)Wy ] Wi
Ceci montre que la suite ((n + 1)Wy,41W,, )nen est constante. Pour n = 0, on obtient que la constante
vaut 1W1 Wy = /2. Ainsi, pour tout n € N, (n + 1)W,, ;1 W,, = /2.
9. Soit n € N, comme (W,,),, est décroissante, W, 11 < W,,, en divisant par W,, qui est strictement positif,

w,
on obtient —r1

< 1. De plus, encore une fois par décroissance de (W), :
n

(n+1)  Wayo - Wit

= <

(n+2) W, W,
On en déduit les inégalités demandés.
n+1 n ) n+1 L. W,
10. Comme ~ — =1, on en déduit que — 1, par théoréeme d’encadrement, ntl
+ 2 n n+ 2 n—w W, n—oow
Ainsi, Wn_;,_l ~ Wn
11. On sait que (n + 1)W1 W,, ~ 7/2, en divisant par n + 1, on obtient : W, W, 41 ~ _T T

+o 2(n+1)  2n

~ . ™ ;. , N

De surcroit, W,+1 ~ Wy, on obtient w2 o Or, les équivalences sont conservées par passage a
n

I’'exposant :

[
Comme D 0 et que deux suites équivalentes ont méme limite, on en déduit que W, — 0.
n n— n—

12. Soit p € N*, alors en utilisant la question 6, avec n = 2p — 2, on obtient

n+1 2p—1
Wo, =W, =—W,=——Ws,_
2p n+2 n+ 2 n 2p 2p—2
+1 2p — 3
En utilisant la question 6 avec n = 2p — 4, on obtient Wa, o = W, 1o = i = P Wop—4.
n+2 2p —2
Ainsi,
2p—1 2p—3
Wo, = Wo,—
2p % ><2p_2>< 2p—4
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En continuant ainsi, de proche en proche, on obtient :

ng:QP_l x2p_3x2p_5x...><§x1xwo
2p 2p—2 2p—14 4 2
De méme
2p 2p 2p — 2 2p 2p — 2 4 2
%1% Wop—1 = _3 = X =X = x W
L= o e T gy N T T gy Mgy Ny g M
13. Ainsi, d’apres les calculs faits a la question précédente,
p—1 p—1 p
[T(2k+1) 1—[ (2k+1) [ (2k)
k=0 = =1 (2p)! (2p)! T
Woy = Wy = Wy = Wy = X =
p (2pp!)2 22p(p!)2 2
[1(2k) (11 %))
k=1 k=1
De méme,
(1 (2 (f1en)
_ k=1 _ _222(pl)?
W2 +1 = 7W1 = 1
P P P P (2p +1)!
[T(2k+1) [T@k+1)[](2k)
k=1 k=1 k=1
(2p)! (2p)! =«

7T ﬂ- . .
W X 5». POHI‘ p= 07 22p(p')2 5 = 5 = W[) = W2><0 et A1n817
2(0) est vraie. Soit p € N. Supposons & (p) vérifiée, alors, en utilisant la question 6, on obtient
Zp+1 p+1 (2! T (2p+2)2p+1)(2p)! 7
—— Wy, = X = - . T
2p+2 2p+2° 22(p))22  2(p+ 1)2(p + 1)2%(p!)2 2

(2p + 2)! ™
220+ 1) ((p 4+ 1)1)2 2

14. Pour p e N, on pose Z(p) :«Wop =

Wopr1) = Wapta =

Ainsi, & (p) est vraie pour tout p € N. De plus, d’apres la question 6, (2p + 1)Wop1Wo), = g En
2% (p!)?

divisant par Wy, et grace a I'expression de Wy, on obtient Wo,1 = @+ )
1% .

2p

p 2

15. Ainsi, p! ~ C\/p (ZZ> , et (2p)! ~ Cy/2p (p) , on trouve par quotient d’équivalents que
e e

2p\
W (2p)! =« Cv2p (e) T T
2p = 52 29~ 29 ~Alan
22p(p!)2 2 92p (C\/ﬁ <g>p> 2 Cy2p 4p
e

A4 V2 V2
Ainsi, par division, P _ T Comme T est une constante qui tend vers 1, on a
C/2p\/T C po+o C

T 1, soit C' = 4/27. Par conséquent, la formule de Stirling est

n! ~V2mn (ﬁ>n

e

que

Remarque 1. On constate donc que dans un équivalent de n! se trouvent deux constantes 7 et e qui
semblaient pourtant tres éloignés du produit de n entiers consécutifs.

16. Par produit et quotients d’équivalents :

<2n> (2n)! (?)271 e

n
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Une suite en escargot a savoir traiter vite

1. Soit y € f(R,), il existe z € R, tel que y = f(z) = 1—1—% Remarquons alors que y > 0 ainsi y € R,.
Des lors, f(Ry) < Ry, R, est un intervalle stable par f.

2. Supposons que uy, — ¢, alors comme, pour tout n € N, u, = 0, par passage a la limite, £ > 0 donc
¢ € R,. Remarquons que f est continue sur R, donc en ¢ d’apres le théoreme du point fixe, f(¢) = £.

= ( donc 1 = £(1 + £). soit 2 + £ —1 = 0. Le discriminant de cette équation est 5 > 0,

V5—1
2

ainsi, ——

1+/

—1++/5
2

. Comme —1 —+/5 < 0, on en déduit que £ =

V5 —1
necessa&renlent’un —_—> .
n—00 2

ainsi ¢ = . Dés lors, si (uy), converge,

3. Voir figure 1

ulre

use
uz e

N/

Ug Ugu3z Ul 1

FIGURE 1 — Tracé des premiers points de la suite, vous voyez I’escargot ?

4. Soit n € N, posons I'hypothese de récurrence & (n) : «ugy, € [0;4] et ugpy1 € [£;1]».
e Pour n = 0, on a 0 < ug < £ par hypothése, en appliquant la fonction f qui est décroissante,
f0) < f(ug) < f(0), donc £ < uy < 1. Ainsi, Z(0) est vraie.
e Soit n € N. Supposons & (n). Alors ¢ < ug,+1 < 1 comme f est décroissante, f(1) < f(uznt1) <
f() donc = < wgpyo < L. Ainsi, 0 < ugpi2 < £. Encore une fois, f est décroissante, f(¢) <

f(uant2) < f(0) soit £ < ugpy3 < 1. Des lors, Z(n + 1) est vraie.
e Par récurrence, pour tout n € N, ug, € [0; 0] et ug,+1 € [£;1].
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5. Soit z € Ry,

1 1 1+2 l+z—224+2) —-2?-z+1
= = — = ——— — I = __
1+ f(x) 14 1 l+x+1 2+ 2+

1+
Ainsi, pour z = ¢, f(f(z)) —x <Oet pour z € [0;¢], f(f(x)) —x > 0.

6. Posons g = f o f, alors g est croissante sur R, (par composée de fonctions décroissantes sur R, ).
Remarquons que pour tout n € N,

(@) —

Un41 = Ug(ny2) = Uzn+2 = [(unt1) = f(f(uz2n)) = g(vn)

Comme g est croissante et que (v, ), est une suite définie par récurrence grace a la fonction g, on en
déduit que (vy), est monotone. De plus, comme vy = ug € [0;£] en utilisant la question précédente,
v1 —vg = g(vg) — v = 0, on en déduit que (vy,), est une suite croissante.

De méme, remarquons que pour tout n € N,

Wnt1 = Ug(ni1)+1 = Uzn+3 = f(Uznt2) = f(f(uzn+1)) = g(vn)

Comme g est croissante et que (wy,), est une suite définie par récurrence grace a la fonction g, on en
déduit que (wy, ), est monotone. De plus, comme wg = u; € [£;1] en utilisant la question précédente,
w1 —wo = g(wy) —wp < 0, on en déduit que (wy,), est une suite décroissante.

7. La suite (vy), est croissante et majorée par ¢. D’apreés le théoréme de la limite monotone, (v,)p
converge vers une limite ¢. Comme, pour tout n € N, 0 < v,, < £, on obtient 0 < ¢/ < /. Comme, g est
continue en ¢, le théoréme du point fixe assure que g(¢') = ¢'. Or, g(¢') =€ ssi g(¢') =0/ =0ssi ¥/ =/

(en utilisant la question 5). Ainsi, v, — L.
n—

La suite (wy,), est décroissante et minorée par ¢. D’aprés le théoréme de la limite monotone, (wy,),
converge vers une limite ¢”. Comme, pour tout n € N, £ < w,, on obtient £ < ¢”. Comme, g est
continue, g(¢") = £". Or, g(¢") = £" ssi g(¢") — " = 0 ssi £” = £ (en utilisant la question 5). Ainsi,

wyp, — L.
n—o0

Ainsi, (u2p)n et (u2n+1)n convergent vers la méme limite ¢, d’apres le théoreme du cours,

V5 —1
unnﬂooﬁz 5
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