
Correction de l’exercice 1.

Correction de l’exercice 2.

Correction de l’exercice 3. 1. Soit pθ, θ1q P R2. Alors,

RθRθ1 “

ˆ

cospθq ´ sinpθq

sinpθq cospθq

˙

ˆ

ˆ

cospθ1q ´ sinpθ1q

sinpθ1q cospθ1q

˙

“

ˆ

cospθq cospθ1q ´ sinpθq sinpθ1q ´ cospθq sinpθ1q ´ sinpθq cospθ1q

sinpθq cospθ1q ` cospθq sinpθ1q ´ sinpθq sinpθ1q ` cospθq cospθ1q

˙

“

ˆ

cospθ ` θ1q ´ sinpθ ` θ1q

sinpθ ` θ1q cospθ ` θ1q

˙

“ Rθ`θ1

2. D’après ce qui précède, Rθ
2 “ RθRθ “ Rθ`θ “ R2θ, Rθ

3 “ Rθ
2Rθ “ R2θRθ “ R2θ`θ “ R3θ. On pose alors

l’hypothèse de récurrence Ppnq : «Rθ
n “ Rnθ».

‚ Pour n “ 0, Rnθ “ R0 “ I2 “ Rθ
0. Ainsi, Pp0q est vérifiée.

‚ Soit n P N. Supposons Ppnq vraie, alors

Rθ
n`1 “ Rθ ˆ Rθ

n “ RθRnθ “ Rθ`nθ “ Rpn`1qθ

Donc Ppn ` 1q est vraie.
‚ En conclusion, par récurrence, pour tout n P N, Rθ

n “ Rnθ.
3. On constate que Rθ ˆ R´θ “ Rθ´θ “ R0 “ I2 et que R´θ ˆ R`θ “ R´θ`θ “ R0 “ I2. Ainsi, Rθ est

inversible et Rθ
´1 “ R´θ.

4. Soit px, x1q P R2. Alors,

HxHx1 “

ˆ

chpxq shpxq

shpxq chpxq

˙

ˆ

ˆ

chpx1q shpx1q

shpx1q chpx1q

˙

“

ˆ

chpxqchpx1q ` shpxqshpx1q chpxqshpx1q ` shpxqchpx1q

shpxqchpx1q ` chpxqshpx1q shpxqshpx1q ` chpxqchpx1q

˙

Or,

chpxqchpx1q ` shpxqshpx1q “
pe x ` e ´xqpe x1

` e ´x1

q ` pe x ´ e ´xqpe x1

´ e ´x1

q

4

“
2e x`x1

` 2e ´x´x1

4 “ chpx ` x1q

chpxqshpx1q ` shpxqchpx1q “
pe x ` e ´xqpe x1

´ e ´x1

q ` pe x ´ e ´xqpe x1

` e ´x1

q

4

“
2e x`x1

´ 2e ´x´x1

4 “ shpx ` x1q

Ainsi, HxHx1 “

ˆ

chpx ` x1q shpx ` x1q

shpx ` x1q chpx ` x1q

˙

“ Hx`x1 .

On pose l’hypothèse de récurrence Ppnq : «Hx
n “ Hnx».

‚ Pour n “ 0, Hnx “ H0 “ I2 “ Hx
0. Ainsi, Pp0q est vérifiée.

‚ Soit n P N. Supposons Ppnq vraie, alors

Hx
n`1 “ Hx ˆ Hx

n “ HxHnx “ Hx`nx “ Hpn`1qx

Donc Ppn ` 1q est vraie.
‚ Par récurrence, pour tout n P N, Hx

n “ Hnx.
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De plus, HxH´x “ Hx`p´xq “ H0 “ I2 et H´xHx “ H´x`x “ H0 “ I2, ainsi Hx est inversible et
Hx

´1 “ H´x.

Correction de l’exercice 4. 1. AJ P Mp,npRq, ainsi, par produit, B P MnpRq. Soit i P rr 1 ; n ss,

Bi,i “

p
ÿ

k“1
Ai,kAi,k “

p
ÿ

k“1
Ai,k

2 ě 0

2. BJ “ pAAJqJ “ pAJqJAJ “ AAJ “ B, ainsi B est symétrique.
3. Supposons B antisymétrique. Alors BJ “ B (B symétrique d’après la question 2), BJ “ ´B (B est

antisymétrique par hypothèse), ainsi B “ ´B donc 2B “ 0n, en multipliant par 1{2, on obtient B “ 0n.

Donc 1, pour tout i P rr 1 ; n ss, Bi,i “
p
ř

k“1
Ai,k

2 “ 0, mais si une somme de réels positifs est nul, alors

tous les termes sont nuls. Ainsi, pour tout k P rr 1 ; p ss, Ai,k
2 “ 0. Par conséquent, pour tout, pi, jq P

rr 1 ; n ss ˆ rr 1 ; p ss, Ai,j “ 0. Dès lors, la matrice A est nulle.

4. Prenons A “

ˆ

1 i
1 i

˙

, alors B “ AAJ “ 02 est bien antisymétrique. Néanmoins, A n’est pas la matrice

nulle.

Correction de l’exercice 5.

Correction de l’exercice 6. 1. On pose Pppq : «ApB “ BAp». Pour p “ 0, ApB “ In ˆ B “ B ˆ In “

B ˆ A0. Ainsi, Pp0q est vraie. Soit p P N, supposons, Pppq vraie. Alors,

Ap`1B “ pA ˆ ApqB “ A ˆ pApBq “ A ˆ pBApq “ pABqAp “ BA ˆ Ap “ BAp`1

Ceci montre, que Ppp ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout p P N, ApB “ BpA.
2. On pose Pppq : «pABqp “ ApBp». Pour p “ 0, pABqp “ In “ In ˆ In “ A0B0. Ainsi, Pp0q est vraie. Soit

p P N, supposons, Pppq vraie. Alors,

pABqp`1 “ pABqppABq “ ApBppABq “ AppBpAqB “ AppABpqB “ Ap`1Bp`1

(où on a utilisé le résultat de la question précédente, pour affirmer que BpA “ ABp) Ceci montre, que
Ppp ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout p P N, pABqp “ ApBp.

Correction de l’exercice 7. Comme A est nilpotente, il existe p P N tel que Ap “ 0n de même, il existe q P N
tel que Bp “ 0n,

1. D’après l’exercice précédent, pABqp “ ApBp “ 0n ˆ Bp “ 0n. Par conséquence, AB est une matrice
nilpotente 2

2. Comme A et B commutent, on peut utiliser la formule du binôme de Newton :

pA`Bqp`q´1 “

p`q´1
ÿ

k“0

ˆ

p ` q ´ 1
k

˙

AkBp`q´1´k “

p´1
ÿ

k“0

ˆ

p ` q ´ 1
k

˙

AkBp`q´1´k`

p`q´1
ÿ

k“p

ˆ

p ` q ´ 1
k

˙

AkBp`q´1´k

Remarquons que, dans la seconde somme, comme k ě p, ainsi, Ak “ 0n, ainsi la seconde somme est nulle.
Quant à la première somme, remarquons que, comme p`q´1´k ě p`q´1´pp´1q “ q, Bp`q´1´k “ 0n,
ainsi la première somme est nulle. Dès lors, On obtient que pA ` Bqp`q´1 “ 0n. Ceci prouve que A ` B
est nilpotente.

Correction de l’exercice 8.

Correction de l’exercice 9.
1. Attention, si AAJ

“ 0n, on ne peut pas en déduire directement que A “ 0n ou AJ
“ 0n.

2. Ici, il n’était pas nécessaire que B soit nilpotente.
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Correction de l’exercice 10. 1. Posons l’hypothèse de récurrence Pppq : «il existe α et β tel que Ap “

αA`βIn». Comme A0 “ In “ 0A`1In, Pp0q est vraie. Soit p P N, supposons Pppq vraie : Ap “ αA`βIn

avec pα, βq P R2. Alors,

Ap`1 “ ApApq “ ApαA ` βInq “ αA2 ` βA “ αpaA ` bInq ` βA “ pαa ` βqA ` bαIn

Ainsi, Ppp ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout p P N, Ap est bien une combinaison linéaire de A
et In.

2. Supposons b ‰ 0, alors A2 ´ aA “ bIn. Donc

A

ˆ

1
b

A ´
a

b
In

˙

“ In et
ˆ

1
b

A ´
a

b
In

˙

A “ In

Ceci montre que A est inversible et que A´1 “
1
b

A ´
a

b
In. Ainsi, A´1 est bien une combinaison linéaire

de A et de In.

Correction de l’exercice 11. 1. XJ P M1,npKq et AX P Mn,1pKq, par produit XJAX P M1,1pKq.
2. Comme XJAX est une matrice de taille p1, 1q, c’est une matrice symétrique, ainsi :

XJAX “ pXJAXqJ “ XJAJpXJqJ “ XJp´AqX “ ´pXJAXq

Ainsi, 2XJAX “ 0 donc XJAX “ 0.

Correction de l’exercice 12.

Correction de l’exercice 13. Supposons que A soit inversible, alors, comme AB “ 0n, on multiplie par A´1

à gauche et on obtient A´1pABq “ A´10n. Par associativité du produit matriciel, on obtient pA´1AqB “ 0n,
finalement InB “ 0n, dès lors, B “ 0n ce qui est absurde. On a donc démontré que A n’est pas inversible.

Correction de l’exercice 14. 1. Comme A et In commutent :

In ´ Ap “ In
p ´ Ap “ pIn ´ Aq

p´1
ÿ

k“0
AkIn

p´1´k “ pIn ´ Aq

p´1
ÿ

k“0
Ak

2. Si N est nilpotente d’ordre p, alors en utilisant ce qui précède :

pIn ´ Nq

p´1
ÿ

k“0
Nk “ In ´ Np “ In ´ 0n “ In

Ceci montre que In ´ N est inversible et que pIn ´ Nq´1 “
p´1
ř

k“0
Nk.

3. On pose N “

¨

˝

0 ´2 ´3
0 0 ´4
0 0 0

˛

‚, alors N2 “

¨

˝

0 0 8
0 0 0
0 0 0

˛

‚ et N3 “ 03. Ainsi, N est nilpotente d’indice 3,

d’après la question précédente, In ´ N “ P est inversible et P ´1 “ I3 ` N ` N2 “

¨

˝

1 ´2 5
0 1 ´4
0 0 1

˛

‚

Correction de l’exercice 15.

Correction de l’exercice 16. La matrice X est nécessairement dans M2pCq. On pose X “

ˆ

a b
c d

˙

. Calculons

X2 ´ 2X :
X2 ´ 2X “

ˆ

a2 ` bc ad ` bd
ac ` cd bc ` d2

˙

´ 2
ˆ

a b
c d

˙

“

ˆ

a2 ´ 2a ` bc pa ` d ´ 2qb
pa ` d ´ 2qc bc ` d2 ´ 2d

˙
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Or deux matrices sont égales si et seulement si elles ont les mêmes coefficients, ainsi :

X2 ´ 2X “

ˆ

´1 0
6 3

˙

ðñ

$

’

’

&

’

’

%

a2 ´ 2a ` bc “ ´1
pa ` d ´ 2qb “ 0
pa ` d ´ 2qc “ 6
bc ` d2 ´ 2d “ 3

Remarquons a ` d ´ 2 “ 0 est impossible à cause de L3, ainsi :

X2 ´ 2X “

ˆ

´1 0
6 3

˙

ðñ

$

’

’

&

’

’

%

a2 ´ 2a ` 1 “ 0
b “ 0
pa ` d ´ 2qc “ 6
d2 ´ 2d ´ 3 “ 0

ðñ

$

’

’

&

’

’

%

pa ´ 1q2 “ 0
b “ 0
pa ` d ´ 2qc “ 6
d “ ´1 ou 3

ðñ

$

’

’

&

’

’

%

a “ 1
b “ 0
pd ´ 1qc “ 6
d “ ´1 ou 3

On a donc deux solutions : X “

ˆ

1 0
´3 ´1

˙

et X “

ˆ

1 0
3 3

˙

Correction de l’exercice 17. 1. Supposons X2 “ A, alors AX “ X2X “ X3 tandis que XA “ XX2 “

X3, ainsi AX “ XA.

2. Écrivons X “

¨

˝

a b c
d e f
g h i

˛

‚, alors :

AX “ XA ðñ

¨

˝

a ` g b ` h c ` i
4d ` 2g 4e ` 2h 4f ` 2i

16g 16h 16i

˛

‚“

¨

˝

a 4b a ` 2b ` 16c
d 4e d ` 2e ` 16f
g 4h g ` 2h ` 16i

˛

‚

ðñ

$

&

%

g “ h “ d “ b “ 0
a ` 16c “ c ` i
2e ` 16f “ 4f ` 2i

En particulier, si AX “ XA, alors g “ h “ d “ b “ 0, il y a donc au moins quatre coefficients de X qui
sont nuls et donc au plus cinq qui sont non nuls.

3. On va donc directement chercher X sous la forme X “

¨

˝

a 0 c
0 e f
0 0 i

˛

‚. Ainsi, X2 “

¨

˝

a2 0 cpa ` iq
0 e2 fpe ` iq
0 0 i2

˛

‚.

Ainsi,

X2 “ A ðñ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

a2 “ 1
e2 “ 4
i2 “ 16
cpa ` iq “ 1
fpe ` iq “ 2

Par conséquent, à chaque fois a, e et i ont deux valeurs possibles, de plus, une fois les valeurs de a, e et i

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, TD8 4

devilliers.loic@gmail.com


fixés, on trouve des valeurs uniques pour c et f . Ainsi, les solutions sont :
¨

˚

˚

˚

˝

1 0 1
5

0 2 1
3

0 0 4

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

´1 0 1
3

0 2 1
3

0 0 4

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 1
5

0 ´2 1
0 0 4

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 ´
1
3

0 2 ´1
0 0 ´4

˛

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 ´
1
3

0 ´2 ´
1
3

0 0 ´4

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

´1 0 ´
1
5

0 2 ´1

0 0 ´4

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˝

´1 0 1
3

0 ´2 1
0 0 4

˛

‹

‚

¨

˚

˚

˝

´1 0 ´
1
5

0 ´2 ´
1
3

0 0 ´4

˛

‹

‹

‚

Correction de l’exercice 18. 1. Le produit AXn est possible que si le nombre de colonnes de A est égale
au nombre de ligne de Xn. Ainsi, il est nécessaire que A est deux colonnes. Dans ce cas, la matrice AXn

aura autant de lignes que A et autant de colonnes que Xn. Or, on cherche à ce que AXn ait 2 lignes, si on
veut que AXn “ Xn`1. Dès lors, il est nécessaire que A ait deux lignes et deux colonnes. Bref cherchons

A “

ˆ

a b
c d

˙

P M2pRq. Alors, on obtient :

AXn “

ˆ

a b
c d

˙ ˆ

un

vn

˙

“

ˆ

aun ` bvn

cun ` dvn

˙

Xn`1 “

ˆ

un`1
vn`1

˙

“

¨

˚

˝

2
3un `

1
3vn

1
3un `

2
3vn

˛

‹

‚

Ainsi, on cherche a, b, c et d tel que aun ` bvn “
2
3un `

1
3vn et cun ` dvn “

1
3un `

2
3vn. On constate

alors que a “
2
3 , b “

1
3 , c “

1
3 et d “

2
3 conviennent. Ainsi, si A “

¨

˚

˝

2
3

1
3

1
3

2
3

˛

‹

‚

, alors pour tout n P N,

AXn “ Xn`1.
2. Posons comme hypothèse de récurrence Ppnq : «Xn “ AnX0». Pour n “ 0, AnX0 “ I3X0 “ X0. Ainsi,

Pp0q est vraie. Soit n P N. Supposons Ppnq vraie. Alors,

Xn`1 “ AXn “ ApAnX0q “ pA ˆ Anq ˆ X0 “ An`1X0

Ce qui prouve que Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout n P N, Xn “ AnX0.
3. ‚ J0 “ I2

‚ J “

ˆ

1 1
1 1

˙

‚ J2 “

ˆ

2 2
2 2

˙

“ 2N .

‚ J3 “ J2 ˆ J “ p2Jq ˆ J “ 2J2 “ 4J .
‚ J4 “ J3 ˆ J “ p4Jq ˆ J “ 8J .

On conjecture, pour n P N˚, que Ppnq : «Jn “ 2n´1N». Alors, Pp1q est vraie. Soit n P N˚. Supposons
Ppnq vraie, alors

Jn`1 “ Jn ˆ J “ p2n´1Jq ˆ J “ 2n´1J2 “ 2n´12J “ 2pn`1q´1J

Dès lors, Ppn ` 1q est vraie. Ceci démontre que pour tout n P N˚, Jn “ 2n´1J . En outre, J0 “ I2.
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4. Remarquons que A “
1
3I2`

1
3J . Comme 1

3I2 est une matrice scalaire elle commute avec toutes les matrices,

en particulier, avec 1
3J . On peut alors appliquer la formule du binôme de Newton :

An “

ˆ

1
3I2 `

1
3J

˙n

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙ ˆ

1
3I2

˙n´k

ˆ

ˆ

1
3J

˙k

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

1
3n´k

ˆ
1
3k

Jk

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

1
3n

Jk “
1
3n

I2 `
1

ˆ3n

n
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙

2k´1J “
1
3n

I2 `
1

2 ˆ 3n

˜

n
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙

2k1n´k

¸

J

“
1
3n

I2 `
1

2 ˆ 3n
pp2 ` 1qn ´ 1qq J “

1
3n

I2 `

ˆ

1
2 ´

1
2 ˆ 3n

˙

J “

¨

˚

˝

1
2 `

1
2 ˆ 3n

1
2 ´

1
2 ˆ 3n

1
2 ´

1
2 ˆ 3n

1
2 `

1
2 ˆ 3n

˛

‹

‚

5. Soit n P N. D’après les questions précédentes on obtient :

ˆ

un

vn

˙

“ Xn “ AnX0 “

¨

˚

˝

1
2 `

1
2 ˆ 3n

1
2 ´

1
2 ˆ 3n

1
2 ´

1
2 ˆ 3n

1
2 `

1
2 ˆ 3n

˛

‹

‚

˜

1

2

¸

“

¨

˚

˝

3
2 ´

1
2 ˆ 3n

3
2 `

1
2 ˆ 3n

˛

‹

‚

On a ainsi montré que pour tout n P N, un “
3
2 ´

1
2 ˆ 3n

et vn “
3
2 `

1
2 ˆ 3n

.

Correction de l’exercice 19.

Correction de l’exercice 20. 1. Soit M une matrice qui commute avec D. Pour tout pi, jq P rr 1 ; n ss2,
pDMqi,j “ pMDqi,j , soit

n
ÿ

k“1
Di,kMk,j “

n
ÿ

k“1
Mi,kDk,j

Comme D est diagonale, Di,k “ 0 si k ‰ i, ainsi, Di,iMi,j “ Mi,jDj,j , par conséquent, Mi,jpdi ´ djq “ 0.
Ainsi, si on prend i ‰ j, di´dj ‰ 0 (par hypothèse sur les coefficients diagonaux de D), donc Mi,j “ 0 pour
i ‰ j. Ceci montre que M est une matrice diagonale. Réciproquement, si M est une matrice diagonale,
alors M et D commutent. Ainsi, l’ensemble des matrices de MnpKq qui commutent avec D est l’ensemble
des matrices diagonales.

2. Si tous les di sont égaux, alors D “ λIn avec λ P K, ainsi pour tout M P MnpKq,

DM “ pλInqM “ λM “ MpλInq “ MD

Dans ce cas là, l’ensemble des matrices qui commutent avec D est égale à MnpKq.

Correction de l’exercice 21. 1. Supposons que pour tout B P MnpKq, on ait AB “ BA. Considérons
B “ Ec,d où pc, dq P rr 1 ; n ss2. On a alors AEc,d “ Ec,dA. Fixons pi, jq P rr 1 ; n ss2 et calculons le coefficient
à la i-ième ligne et la j-ième colonne de ce produit matriciel, on a donc

n
ÿ

k“1
Ai,k pδk,cδd,jq “

n
ÿ

k“1
pδi,cδd,kq Ak,j

Comme δk,c “ 0 si k ‰ c et que δd,k “ 0 dès que k ‰ d, on en déduit

Ai,cδc,cδd,j “ δi,cδd,dAd,j

Prenons alors i “ c et j “ d, on obtient Ac,c “ Ad,d et ce pour tout pc, dq P rr 1 ; n ss. Prenons maintenant
j “ d et i ‰ c, on obtient, Ai,c “ 0. Ainsi, A est une matrice dont tous les éléments diagonaux sont égaux
et tous les termes hors de la diagonale sont nuls. En notant λ “ A1,1, on a ainsi prouvé que A “ λIn.
Réciproquement, supposons A “ λIn, alors pour tout B P MnpKq,

AB “ λInB “ λB et BA “ BpλInq “ λB
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2. Supposons que A commutent seulement avec les matrices inversibles, alors pour pc, dq P rr 1 ; n ss2, consi-
dérons B “ In ` Ec,d (qui est une matrice inversible car triangulaire avec des coefficients diagonaux non
nuls), et on obtient AB “ BA, soit :

ApIn ` Ec,dq “ A ` AEc,d “ pIn ` Ec,dqA “ A ` Ec,dA

En retirant A des deux côtés de l’équation, on retrouve que AEc,d “ Ec,dA et ceux pour tout pc, dq P

rr 1 ; n ss2, ainsi en utilisant ce qui est fait précédemment, on montre qu’il existe λ P K tel que A “ λIn.
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