Révision 5 (systémes linéaires, matrices, espaces vectoriels)

1. La base canonique de .4, ,(K) est B = (E; j)i<i<n- 00 Eqp = (0;,404)1<i<n € AMnp(K) pour a € [1;n] et

1<j<p 1<j<p
be[1:p].
1 1
2. Posons A= -2 —3]etB= 1 0 2 .
-1 -1 -2
1 0
o A x A est impossible (le nombre de colonnes de A n’est pas égale au nombre de lignes de A).
e A x B est possible (le nombre de colonnes de A est égale au nombre de lignes de B).
e B x A est possible (le nombre de colonnes de B est égale au nombre de lignes de A).
e B x B est impossible (le nombre de colonnes de B n’est pas égale au nombre de lignes de B).
e AT x B est impossible (le nombre de colonnes de AT n’est pas égale au nombre de ligne de B)
e AT x A est possible (le nombre de colonnes de AT est égale au nombre de ligne de A).
0 -1 0
AB={1 3 2 BA=<_31 ;) ATA=<S 170>
1 0 2
3. Si B € Mpyp(K) Epyg € Mpq(K) (matrices élémentaires) alors E; ; X Ey ¢ € M (K) et E; j X By o = 0 1 Ei ¢
1 1
o . . 1 1 /12 3 2 8
4. det(A) = —1 x 12— (=3) x (—4) = —24 # 0. Ainsi, A est inversible et A~ = si\4 —1)= 1 1
6 24
x a
5. e Posons X = [y |e #31(R)etY = | b |, alors :
z c
x4+ 2y + 32 a z+ 2y + 32 = a
Y = BX — —x+2y+3z|=10 — —r+2y+3z = b
y+z c y+z = c
T+2y+3z2 = a r+2y+3z2 = a
— dy+62z = a+b — y+z = c
Lalatln y+z = ¢ Laebs 4y +6z = a+b
r+2y+32 = a x +z = a—2c
> y+z = C — y+z = ¢
LalLo—dle 2% = a+b—de TR 2z = a+b—4c
1 1
. = 8.0 S 20
2 2 b 21 %
a
g = —-—z = X=|-c - 3 1|Y
Y g gt 2 2
;o= 2 +=-—2 1 1 -2
2 2 2
1 -1 0
Ainsi, B est inversibleet B! == -1 -1 6
1 1 —4
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O =

o

O =

Ainsi, B est inversible et B~ =

6 5 5
6. A2 =[5 6 5| =5A—4I3 € vect(A,I3). Dés lors A2 — 5A = —4I3. ainsi, A(A — 5I3)
5 5 6

[\]

—_

—_

N —

DO =

|~

3 1 0
3 0 1
1) (O 0
L2<—L2+L1
3 1 0
6 11
1) (0 0
L2<—>L3
3 1 0
1 0 0
6) (1 1
Ly<«L1—2Ly
L3<«—Lz—4Ly
1 1 0
1 0 0
2) (1 1
L1<—L17%L3
L2<—L27%L3
1
0 2
0 1
2 2
1
L3<—%L3
1
0 2
; :
1 1
2
1
3 -2

1
A x <Zlg — 4A> = I5. De méme (A — 5I3)A = —41I5 et donc (Z[
o s o1 a3
inversible et que A= =-I3—-A=-[-1 3 -1
4 4 4 1 -1 3

7. Remarquons que T' = 313 + 2E », de plus, (ELQ)2 =

peut ainsi appliquer la formule du binéme de Newton :

™ =
n n—1 3"
= 3 IQ + 2n3 ELQ = (0
T Yy z i
8. F = x z z t|eMs4(R)]
t z y t
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2n3n—1
3’ﬂ

(81 + 2By 5)" = )] (Z) (2B 2)F x (3L,)"F =
k=0

)

rH+y+2z4+t =

0
3z +5y—t = 0
0

24+ 3y+z—1t =
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0
0
1
0
0
1
0
1
0
—2
1
—4
1
%0
5 3
1 -4
1
=0
i
153
= -2
2

1
3 — 4A) x A = I3. Ceci prouve que A est

02, en outre, (3I3) x (2E12) = 6E1 9 = (2E12) x (312), on

(2) <t o+ (7) x @820 = 0 0

Soit (z,y,z,t) € R?*, résolvons le systéme li-

—4]3 et donc
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néaire :

z+y+2z+t = 0 r+y+2z+t = 0
3z + 5y —t = 0 L5 20—6z—4t = 0
20 +3y+z—t = 0 Li:Lﬁszi y—3z—3t = 0
r+y+2z+t = 0
— y—3z2—3t = 0
Lals 2—6z—4t = 0
T+ Sz +4t = 0
L5 y—3z—3t = 0
Lgl:L31:2L21 2t = 0
r = -0z
— y = 3z
t 0
Ainsi,
=5z 3z =z O
F = -5z z z 0]]zeR
0 =5z 3z O
-5 3 10
Posons alors M = | =5 1 1 0, on a ainsi montré que F = {zM |z € R} = vect(M), ainsi F est un
0 -5 3 0

sous-espace vectoriel de .#5 4(R) et (M) est une famille génératrice de F. De plus, (M) est une famille d’un seul
vecteur et ce vecteur est non nul, donc (M) est une famille libre. Dés lors, (M) est une base de F.

9. Soit M € #,(R). Démontrons, par analyse synthése, qu’il existe un unique couple (T, A) € J,, x @,(R) tel
que M =T + A.
e Analyse : supposons qu’il existe (T, 4) € 7, x ,(R) tel que M = T + A. Soit (i,5) € [1;n]?, M;,; =
T; ; + A, ;. Distinguons les cas :
Sii=j,alors' A;; =0, ainsi, T} ; = M; ;.
— Si¢>j,alors T; ; = 0 donc A; ; = M, ;.
— Sii< j, alors Ai,j = _Aj,i = _Mj,i- De plllS7 Mi,j = Ti,j — Mj,i donc E,j = Mi,j + Mj,i~
On a ainsi, montré que 8’il existait (T, A) € F, x #,(R) tel que M =T + A, alors leurs coefficients étaient
complétement déterminés par ceux de M d’une unique fagon.
e Syntheése : pour (i,5) € [1;n]?, posons
— T =M, Ajy =0,
— Sii >j, TiJ =0et Ai,j = Ml"j
— Sii<j, Ti; = M;;+ M;,; et AiJ = —Aj,i =M;;
Alors, T' = (Ti,j)lgz{n € T, A= (Az‘,j)lsiSn € #,(R). Pour tout (i,j) € [[1;’/1]]2 ona:
1<j<sn 1<j<sn
— Sii=j,Tii+Aii=M;; +0=DM,;.
— Sii> j, ,_Ti’j + Ai,j =0+ Mi,j = Mi,j'
— Sii < 7, Ti,j + Ai’j = Mi’j + Mjﬁ' — Mj,i = Mi,j.
Ainsi, M =T + A, avec T € 7, et A € o, (R).
Ainsi, la synthése a montré existence de T € J, et de A € &, (R) telles que M = T + A, analyse a montré
l'unicité d’une telle décomposition. Ainsi, .#,(R) = .7, ® %, (R).

1. En effet, A; ; = —A;; donc 24;; = 0 et donc A; ; = 0.
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