
Espaces vectoriels de dimension finie
Chapitre 13

Objectifs :
‚ Donner une définition consistante de la dimension d’un espace vectoriel.
‚ Établir des théorèmes simplifiant le travail pour montrer qu’une famille est une base ou pour montrer que deux

sous-espaces vectoriels sont supplémentaires etc.
Prérequis :

‚ Ensembles et applications
‚ Systèmes linéaires
‚ Matrices
‚ Polynômes
‚ Espaces vectoriels
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Dans tout ce chapitre, K “ R ou C, E est un K-espace vectoriel. Pour F “ pe1, e2, . . . , enq une famille de vecteurs de E,
on note |F | son cardinal : |F | “ n.

1 Construction de la théorie de la dimension finie
Remarque 1. La dimension n’est pas égale au nombre d’éléments de E, car E est un ensemble infini (sauf si E “ t0Eu).

On dit que E est un espace vectoriel de dimension finie si E possède une partie génératrice (finie).
Sinon, on dit que E est un espace vectoriel de dimension infinie.

Définition d’un espace vectoriel de dimension finie

Kn, C vu comme un C-EV ou un R-EV, KnrXs, Mn,ppKq sont de dimension finie, contrairement à KrXs.
Exemple d’espaces vectoriels de dimension finie ou non

Dans toute la suite, on considéra E un K-espace vectoriel de dimension finie tel que E ‰ t0Eu.

Lemme 1. Soient L une famille libre de E et x P E. Alors, L Y pxq est libre si et seulement si x R vectpL q.

Lemme 2. Soient G une famille génératrice de E et G 1 est une famille finie telle que G Ă vectpG 1q, alors G 1 est aussi
génératrice de E.

Soit E un K-EV de dimension finie. Soit L une famille libre de E, il existe B base de E telle que L Ă B.
Théorème no 1 de la base incomplète

Soit E un K-EV de dimension finie. Soit G une famille génératrice de E, il existe B base de E telle que B Ă G .
Théorème no 2 de la base extraite

Démonstration du théorème no 2 : On va démontrer le théorème de la base extraite et celui de la base incomplète en même
temps. Soit G une famille génératrice de E. Notons :

C “ t|F | tel que L Ă F Ă L Y G et F libreu

Comme |L | P C, C ‰ H, C est majorée par |L Y G |. Elle admet donc un plus grand élément p P N. Soit B “ pe1, e2, . . . , epq

une famille libre de E de cardinal p telle que L Ă B Ă L Y G . Montrons que B est une base. Elle est libre. Montrons qu’elle est
génératrice : Soit g P G , supposons que g R vectpBq. La famille B1

“ pe1, . . . , ep, gq est alors libre d’après le lemme 1. De plus, on
a L Ă B1

Ă L Y G . Ainsi p ` 1 P C, ce qui est absurde, donc g P vectpBq. Ainsi, G Ă vectpBq, par le lemme 2, B est génératrice
de E. Donc c’est une base de E.

Comme B est une base de E et que L Ă B cela démontre le théorème de la base incomplète.
Prenons maintenant L “ H (famille libre), alors, il existe une base B de E tel que L Ă B Ă L YG “ G et donc cela démontre

le théorème de la base extraite. ■

L’espace vectoriel E possède au moins une base (il n’y a pas unicité des bases).
Corollaire : existence de bases en dimension finie
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Lemme 3. Si G est une famille génératrice de E et L une famille libre, alors |L | ď |G |.
Démonstration du lemme 3 : Notons n “ |G | et p “ |L |. Posons, pour k P rr 0 ; p ss :

Ppkq : «DLk Ă L DGk Ă G telles que Lk Y Gk soit génératrice et |Lk| “ k et |Gk| “ n ´ k »

‚ Initialisation : posons L0 “ H et G0 “ G , alors Pp0q est vraie.
‚ Hérédité : soit k P rr 0 ; p ´ 1 ss. Supposons Ppkq vraie. Soient Lk “ pv1, v2, . . . , vkq et Gk “ pg1, g2, . . . , gn´kq vérifiant Ppkq.

Le but est d’ajouter un élément à Lk et d’en retirer un Gk. Comme |Lk| “ k ă p “ |L |, il existe un élément vk`1 P L zLk,
alors vk`1 P E “ vectpLk Y Gkq :

Dpµiq1ďiďk P Kk
Dpλiq1ďiďn´k P Kn´k vk`1 “

k
ÿ

i“1

µivi `

n´k
ÿ

i“1

λigi

Or, il existe un λi ‰ 0 (par l’absurde : L est libre), prouvant que n ´ k ě 1. Quitte à changer la numérotation, on suppose
que λn´k ‰ 0, alors

gn´k “
1

λn´k

˜

vk`1 ´

k
ÿ

i“1

µivi ´

n´k´1
ÿ

i“1

λigi

¸

P vectppv1, v2, . . . , vk`1q Y pg1, g2, . . . , gn´k´1qq

Posons Lk`1 “ pv1, v2, . . . , vk`1q et Gk`1 “ pg1, g2, . . . , gn´k´1q, alors Lk Y Gk Ă vectpLk`1 Y Gk`1q, en appliquant le
lemme 2, Lk`1 Y Gk`1 engendre E. Ainsi Ppk ` 1q est vraie.

‚ Conclusion : par principe de récurrence, Ppkq est vraie pour k P rr 0 ; p ss.
Alors, on a Pppq vraie, et donc |Gp| “ n ´ p ě 0. ■

Si E est un K-EV de dimension finie, toutes les bases de E ont le même cardinal.
Théorème no 3 : toutes les bases ont le même cardinal

Démonstration du théorème no 3 : Soient B et B1 deux bases de E. Alors B est libre et B1 est une famille génératrice, donc
d’après le lemme 3, |B| ď |B1

|. De plus, B1 est libre et B est une famille génératrice, en utilisant encore une fois le lemme 3, il
s’ensuit que |B1

| ď |B|. Par double inégalité, |B| “ |B1
|. ■

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et B une base quelconque de E. On définit la dimension de E,
par dimKpEq “ dimpEq “ |B|.

Définition de la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie

Remarque 2. La dimension d’un espace vectoriel E s’interprète comme le nombre de degrés de liberté de E.
Si E “ t0Eu, on pose dimpEq “ 0, si E n’est pas de dimension finie, on dit que la dimension de E est infinie.

dimKpKnq “ dimCpCq “ dimRpCq “ dimKpMn,ppKqq “ dimKpKnrXsq “

La dimension de l’ensemble des solutions d’une EQDL homogène d’ordre 1 est
La dimension de l’espace des solutions d’une EQDL homogène d’ordre 2 à coefficients constants est
La dimension de l’espace des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire homogène d’ordre 2 à coefficients
constants est

Exemples de dimensions importantes à connaître

La dimension de MnpRq est n2 (et non n), de même attention à la dimension de RnrXs.
Attention à la dimension de deux espaces vectoriels

Exemple 1. Soit F “

"

px, y, z, tq P R4 |

"

x ` 2y ` z “ 0
2x ´ t “ 0

*

. Déterminer une base de F et en déduire dimpF q.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, soit F une famille de E à n éléments. Alors,

F est une base de E ssi F est une famille génératrice de E ssi F est une famille libre.

De plus, pour toutes familles L , B, G respectivement libre, base, et génératrice : |L | ď |B| ď |G |

Proposition no 1 : caractérisation des bases avec le cardinal et comparaison entre les cardinaux
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Démonstration de la proposition no 1 :
‚ Si F est une base alors elle est libre et génératrice.
‚ Si F est une famille génératrice, d’après le théorème de la base extraite, il existe B base de E incluse dans F . Donc B Ă F

et |B| “ |F | donc F “ B est une base de E.
‚ Si F est une famille libre, alors d’après le théorème de la base incomplète, il existe une base B telle que F Ă B et

|F | “ n “ |B|. Donc F “ B est une base de E. ■
De plus, soient L une famille libre, B une base et G une famille génératrice. Alors B est une famille génératrice, donc |L | ď |B|

d’après le lemme 3. De plus, B est une famille libre, donc |B| ď |G | d’après le lemme 3. Ainsi, |L | ď |B| ď |G |.

Exemple 2. Soit pp1, 1, 1q, p2, 1, 3q, p3, 2, 4q, p´1, 0, 3qq extraire de cette famille une base de R3.

Exemple 3. Soit
ˆ

I2,

ˆ

2 0
0 1

˙˙

, compléter cette famille libre en une base de M2pRq.

Exemple 4. Montrer que B “ pp1, 1, 0q, p2, 1, 0q, p5, 1, 1qq est une base de R3.

Exemple 5. Si E est de dimension n, alors toute famille de n ` 1 vecteurs (ou plus) est liée.

Si B “ pP0, P1, . . . , Pnq P KrXsn`1 telle que pour tout i P rr 0 ; n ss, d˝Pi “ i, alors B est une base de KnrXs.
Proposition no 2 : bases de KnrXs

Démonstration de la proposition no 2 : Soit B une telle famille, alors B ne contient pas le vecteur nul et les degrés sont deux
à deux distincts ainsi B est libre. De plus, |B| “ n ` 1 “ dimpKnrXsq. Par conséquent, B est une base de KnrXs. ■

Soit P “
n
ř

k“0
ckXk P KnrXs et a P K, alors P “

n
ř

k“0

P pkqpaq

k! pX ´ aqk

En particulier, pour a “ 0, pour tout k P rr 0 ; n ss, ck “ P pkqp0q{k!.

Théorème no 4 : formule de Taylor pour les polynômes

Démonstration du théorème no 4 : On remarque B “ p1, pX ´ aq, . . . , pX ´ aq
n

q est une famille de polynômes non nuls de
degré deux à deux distincts, donc elle est libre, de plus |B| “ n ` 1 “ dimpRnrXsq. Ainsi, c’est une base de RnrXs.

Soit P P RnrXs, il existe un unique pλ0, λ1, . . . , λnq P Rn`1 tel que P “
n
ř

k“0
λkpX ´ aq

k. Il reste à calculer les λk. Pour cela,

on se fixe j P rr 0 ; n ss et on dérive j fois l’expression précédente. Donc P pjq
“

n
ř

k“0
λkppX ´ aq

k
q

pjq En séparant la somme suivant

que k ă j, k “ j et k ą j, on obtient :

P pjq
“

j´1
ÿ

k“0

λkppX ´ aq
k

q
pjq

` λjppX ´ aq
j
q

pjq
`

n
ÿ

k“j`1

λkppX ´ aq
k

q
pjq

“ 0 ` λj ˆ j! `

n
ÿ

k“j`1

λk
j!

pk ´ jq! pX ´ aq
k´j

En remplaçant X par a, on obtient P pjq
paq “ λj ˆ j! `

n
ř

k“j`1
λk

j!
pk ´ jq! pa ´ aq

k´j
“ j!λj . On a donc λj “

P pjq
paq

j! . Ainsi,

P “

n
ÿ

k“0

P pkq
paq

k! pX ´ aq
k

Si a “ 0, on obtient P “
n
ř

k“0
ckXk

“
n
ř

k“0

P pkq
p0q

k! Xk. Par unicité des coefficients d’un polynôme, pour tout k P rr 0 ; n ss, ck “
P pkq

p0q

k! .

■

2 Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie

2.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel et supplémentaires

Soient E un EV de dimension finie et F un SEV de E, alors :

1. F est de dimension finie 2. dimpF q ď dimpEq 3. E “ F ðñ dimpEq “ dimpF q

Proposition no 3 : dimension d’un sous-espace vectoriel
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Démonstration de la proposition no 3 :
‚ Si F “ t0Eu, il n’y a rien à faire. Sinon, on note C “ t|F |, F famille libre de F u, C est non vide, et si F est une famille

libre de F , alors F est une famille libre de E, donc |F | ď dimpEq prouvant que C est majorée. Soit F une famille libre
de F tel que |F | “ max C. Montrons que F est génératrice de F . Soit f P F , supposons f R vectpF q, alors en vertu du
lemme 1, F Y tfu est une famille libre. Contredisant le maximum de C, donc f P vectpF q. Donc F Ă vectpF q. De plus,
vectpF q Ă F . Donc vectpF q “ F , ainsi F est une base de F .

‚ Comme F est de dimension finie, il existe B “ pf1, f2, . . . , fpq une base de F , comme c’est une famille libre de F et donc
de E. Ainsi dimpF q “ |B| ď dimpEq en vertu de la proposition 1.

‚ Si E “ F , alors dimpEq “ dimpF q. Réciproquement, supposons dimpEq “ dimpF q. Soit B “ pf1, f2, . . . , fpq une base de F ,
c’est une famille libre de F et donc de E. De plus, |B| “ dimpF q “ dimpEq. Donc d’après la proposition 1, B est une base
de E. Donc E “ vectpBq “ F . Donc E “ F . ■

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit F un sous-espace vectoriel de E :
‚ Si dimpF q “ 1, alors on appelle F une droite (vectorielle) de E.
‚ Si dimpF q “ 2, alors on appelle F un plan (vectoriel) de E.
‚ Si dimpF q “ n ´ 1, alors on appelle F un hyperplan de E.

Exemples de sous-espaces particuliers

Exemple 6. Si E “ R3 et F “ tpx, y, zq P R3, x ` y ´ 2z “ 0u, donner dimpF q.

Exemple 7. Montrer que C 8pr a ; b s ,Rq est de dimension infinie, puis en déduire qu’il en est de même pour C 0pr a ; b s ,Rq

et pour F pr a ; b s ,Rq pour a ă b.

Soit F un SEV de E (un K-EV de dimension finie), alors il existe un supplémentaire de F dans E.
Proposition no 4 : en dimension finie, les supplémentaires existent

Démonstration de la proposition no 4 : Comme F est un SEV de E et que E est un K-EV de dimension finie, on sait que F
est aussi de dimension finie. Ainsi, on considère L “ pe1, e2, . . . , epq une base de F . Ainsi, L est une famille libre de E, que l’on
complète en une base de E notée B “ pe1, e2, . . . , epq Y pep`1, . . . , enq. Posons G “ vectpep`1, . . . , enq. Montrons que G est un
supplémentaire de F . Soit x P E, alors, il existe pλ1, λ2, . . . , λnq P Kn tel que

x “

n
ÿ

k“1

λkek “

p
ÿ

k“1

λkek

looomooon

PF

`

n
ÿ

k“p`1

λkek

looooomooooon

PG

P F ` G

Ainsi, E “ F ` G. Soit x P F X G. Comme x P F et x P G il existe pλ1, λ2, . . . , λpq P Kp et pλp`1, . . . , λnq P Kn´p tels que

x “

p
ÿ

k“1

λkek “

n
ÿ

k“p`1

λkek

Ainsi,
p

ÿ

k“1

λkek `

n
ÿ

k“p`1

p´λkekq “ 0E

Comme B est libre, on en conclut que pour tout k P rr 1 ; p ss, λk “ 0 et pour tout k P rr p ` 1 ; n ss, ´λk “ 0. Ainsi, x “ 0E . Dès lors,
la somme de F et de G est directe. En conclusion, on a montré que G est un supplémentaire de F . ■

Existence d’un supplémentaire pas unicité, on dit donc «un supplémentaire» et non «le supplémentaire».
Ne pas confondre complémentaire et supplémentaire, si F est un SEV, alors EzF n’est jamais un SEV.

Péril imminent : risque de confusion sur les supplémentaires

Soient F et G deux SEV de dimension finie de E en somme directe, alors F ‘ G est de dimension finie et
dimpF ‘ Gq “ dimpF q ` dimpGq

Proposition no 5 : dimension de la somme directe
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Démonstration de la proposition no 5 : Soient B “ pf1, f2, . . . , fnq une base de F , B1
“ pg1, g2, . . . , gpq une base de G. Alors,

par propriété des bases adaptées, B Y B1
“ pf1, f2, . . . , fn, g1, g2, . . . gpq est une base de F ‘ G. Ainsi, F ‘ G est bien un espace

vectoriel de dimension finie et dimpF ‘ Gq “ |B1
| “ n ` p “ dimpEq ` dimpF q. ■

Exemple 8. Si F “ vectpp1, 2qq et G “ vectpp1, 3qq que vaut F ` G ?

Soient F et G deux SEVs de dimension finie de E, alors dimpF ` Gq “ dimpF q ` dimpGq ´ dimpF X Gq

Théorème no 5 : formule de Grassmann

Démonstration du théorème no 5 : Posons H “ F ` G. Remarquons que F X G est SEV de F , ainsi F X G admet un
supplémentaire dans F noté K : F “ pF X Gq ‘ K. Montrons que H “ K ‘ G :

‚ Montrons que K et G sont en somme directe. Soit x P K X G. Alors x P K donc x P F . De plus x P G donc x P F X G.
Or, K X pF X Gq “ t0Eu, ainsi x “ 0E . Donc K X G Ă t0Eu. D’où K X G “ t0Eu. Ainsi, H et G sont en somme directe

‚ Montrons que H Ă K ` G. Soit x P H, il existe f P F et g P G tel que x “ f ` g, de plus f P F “ pF X Gq ‘ K. Donc
il existe h P F X G et k P K tel que f “ h ` k. Ainsi x “ h ` k ` g. Or k P K et h ` g P G (car h P G et g P G).
Donc x “ k ` ph ` gq P K ` G. Par conséquent, H Ă H ` G.

‚ Montrons K ` G Ă H. Soit x P K ` G. Alors x “ k ` g avec k P K et g P G. Or K Ă F . Donc k P F et g P G.
Donc x P F ` G “ H. Dès lors, K ` G Ă H.

Donc K et G sont supplémentaires dans H. Donc d’après la proposition 5. On a

dimpF ` Gq “ dimpHq “ dimpKq ` dimpGq (1)

De plus K et F X G sont supplémentaires dans F . En utilisant encore la proposition 5, on a

dimpF q “ dimpKq ` dimpF X Gq (2)

En faisant la différence entre (1) et (2), on obtient le résultat. ■

Exemple 9. Dans M2pRq, si F “ vectpI2 ` E2,2, E1,1q et G “ vectpI2, E1,2q que vaut dimpF ` Gq ?

Ne pas écrire dimpF
Ť

Gq “ . . ., car F Y G n’est pas, en général, un espace vectoriel.

Péril imminent : la somme pas l’union

Soient F et G deux SEV de E, un EV de dimension finie, alors :
1. Si F ‘ G et dimpEq “ dimpF q ` dimpGq alors E “ F ‘ G (le plus souvent utilisé dans la pratique)
2. Si E “ F ` G et dimpEq “ dimpF q ` dimpGq alors E “ F ‘ G

Théorème no 6 : caractérisation des supplémentaires avec la dimension

Démonstration du théorème no 6 :
1. Supposons F ‘ G et dimpEq “ dimpF q ` dimpGq alors dimpF ‘ Gq “ dimpF q ` dimpGq “ dimpEq, ainsi F ‘ G est un SEV

de E de même dimension, donc F ‘ G “ E et F et G sont supplémentaires dans E.
2. Supposons dimpEq “ dimpF q ` dimpGq et E “ F ` G, alors d’après la formule de Grassmann,

dimpF X Gq “ dimpF ` Gq ´ dimpF q ´ dimpGq “ dimpEq ´ dimpEq “ 0

Par conséquent, F X G “ t0Eu. Dès lors, F ‘ G et E “ F ` G donc F et G sont supplémentaires. ■

Exemple 10. Proposer des supplémentaires de F “ vectpp1, 1qq dans E “ R2. Idem pour E “ R3 et F “ vectpp1, 0, 0qq.

2.2 Rang d’une famille de vecteurs

Soit F une famille finie de vecteurs de E, on appelle rang de F : rgpF q “ dimpvectpF qq

Définition du rang d’une famille finie de vecteurs
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La dimension c’est pour les EV. Le rang et les cardinaux sont pour les familles finies de vecteurs.
Attention à ne pas confondre dimension, rang et cardinaux

Exemple 11. Soit E “ R3, notons e1 “ p1, 1, 1q, e2 “ p2, 1, 1q et e3 “ p4, 3, 3q. Former des phrases justes utilisant les
mots dimension, rang et cardinaux et pe1, e2, e3q.

Soient E un EV de dimension finie n et F “ pe1, e2, . . . , epq une famille de vecteurs de E. Alors :

1. rgpF q ď minpp, nq.

2. F engendre E SSI rgpF q “ n.

3. F est libre SSI rgpF q “ p.

4. Soit i P rr 1 ; p ss, si ei P vectpF zpeiqq alors
rgpF q “ rgpF zpeiqq.

5. rgpF q est le nombre maximum de vecteurs de F
linéairement indépendants.

Proposition no 6 : propriétés du rang

Démonstration de la proposition no 6 : Posons F “ vectpF q “ vect pe1, e2, . . . , epq de sorte que dimpF q “ rgpF q.
1. Comme F est une famille génératrice de F , on a dimpF q ď |F |, soit rg pe1, e2, . . . , epq ď p. Comme F “ vectpF q est un SEV

de E, on a dimpF q ď dimpEq soit rg pď1, ď2, . . . , ďpq n. Ainsi, rg pď1, ď2, . . . , ďpq minpp, nq.
2. Si F est une famille génératrice de E, alors vectpF q “ E donc dimpvectpF qq “ dimpEq “ n donc rgpF q “ n. Si rgpF q “ n,

alors dimpF q “ n “ dimpEq avec F SEV de E donc F “ E, ainsi, vectpF q “ E donc F est une famille génératrice de E.
3. Si F est libre, alors F est une base de F “ vectpF q, dès lors |F | “ dimpF q soit p “ rgpF q. Si rgpF q “ p, alors F est une

famille génératrice de vectpF q avec |F | “ p “ rgpF q “ dimpvectpF qq ainsi, F est une base de vectpF q par conséquent, F
est libre.

4. Posons F 1
“ F zpeiq “ pe1, e2, . . . , ei´1, ei`1, . . . , enq. Si ei P vectpF 1

q, alors comme F Ă vectpF 1
q, en appliquant le lemme 2,

la famille F 1 engendre F , ainsi, rgpF q “ dimpF q “ dimpvectpF 1
qq “ rgpF 1

q.
5. Soit L une famille libre incluse dans F , alors |L | ď dimpvectpF qq “ rgpF q. Comme F est une famille génératrice, d’après

le théorème de la base extraite, il existe B Ă F une base de F , alors rgpF q “ dimpvectpF qq “ |B|. ■

Exemple 12. Calculer le rang de pP1, P2, P3, P4, P5q, avec P1 “ X2, P2 “ X2 ` 1, P3 “ 5X2 ` 1, P4 “ P1, P5 “ 2P1

3 Espace vectoriel produit

Soit E et F deux K-espaces vectoriels. Considérons l’ensemble G “ E ˆ F muni des deux opérations :

` :
#

G ˆ G ÝÑ G

ppe, fq, pe1, f 1qq ÞÝÑ pe ` e1, f ` f 1q
et ¨ :

#

K ˆ G ÝÑ G

pλ, pe, fqq ÞÝÑ pλe, λfq

On vérifie que G “ E ˆ F est un espace vectoriel appelé espace vectoriel produit de E et F .

Définition du produit d’espaces vectoriels

Exemple 13. Prenons G “ M2pRq ˆ RrXs. Soient x “ pM, P q P G où M P M2pRq et P P RrXs, y “ pN, Qq P G,
alors x ` y “ pM ` N, P ` Qq.

Si E et F sont deux K-EV de dimension finie, alors E ˆ F est aussi un EV de dimension finie et

dimpE ˆ F q “ dimpEq ` dimpF q

Proposition no 7 : dimension du produit d’espaces vectoriels
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Démonstration de la proposition no 7 :
‚ Si E “ t0Eu et F “ t0F u. Alors, E ˆ F “ tp0E , 0F qu est de dimension 0 donc dimpE ˆ F q “ 0 “ 0 ` 0 “ dimpEq ` dimpF q.
‚ Si E “ t0Eu et si F ‰ t0Eu, alors en considérant BF “ pp1, p2, . . . , pnq f une base de F , on montre que pp0E , fiqq1ďiďp est

une base de E ˆ F , ainsi, dimpE ˆ F q “ p “ 0 ` p “ dimpEq ` ˆF .
‚ Si E ‰ t0Eu et F “ t0Eu, alors de même, le résultat annoncé est vraie.
‚ Plaçons nous donc dans le cas où dimpEq ě 1 et dimpF q ě 1. Comme E est de dimension finie, il existe BE “ pe1, e2, . . . , enq

une base de E. De même, il existe BF “ pe1, e2, . . . , epq une base de F . Soit x P E ˆ F , alors il existe e P E et f P F tel

que x “ pe, fq. De plus, il existe pλ1, λ2, . . . , λnq P Kn tel que e “
n
ř

i“1
λiei. De même, il existe pµ1, µ2, . . . , µpq P Kp tel que

f “
p
ř

i“1
µifi. On a alors :

x “ pe, fq “ pe, 0F q ` p0E , fq “

˜

n
ÿ

i“1

λiei, 0F

¸

`

˜

0E ,

p
ÿ

i“1

µifi

¸

“

n
ÿ

i“1

λipei, 0F q `

p
ÿ

i“1

µip0E , fiq

x P vect
´

pei, 0F q1ďiďn

ď

p0E , fiq1ďiďp

¯

On a donc montré que B “ ppei, 0F q1ďiďn

Ť

p0E , fiq1ďiďpq est une famille génératrice de E ˆ F . Montrons qu’elle est libre.
Considérons pλ1, λ2, . . . , λnq P Kn et pµ1, µ2, . . . , µpq P Kp. Supposons :

n
ÿ

i“1

λipei, 0F q `

n
ÿ

i“1

µip0E , fiq “ 0EˆF

Réécrivons cette somme, on a :

p0E , 0F q “

n
ÿ

i“1

λipei, 0F q `

n
ÿ

i“1

µip0E , fiq “

˜

n
ÿ

i“1

λiei, 0F

¸

`

˜

0E ,

p
ÿ

1“1

µifi

¸

“

˜

n
ÿ

i“1

λiei,

p
ÿ

1“1

µifi

¸

Par identification de couples, on a :
n

ÿ

i“1

λiei “ 0E et
p

ÿ

1“1

µifi “ 0F

Or, comme BE est une base de E donc est libre : pour tout i P rr 1 ; n ss, λi “ 0. De même, pour tout i P rr 1 ; n ss, µi “ 0. Ainsi,
B est une famille libre de EˆF . Donc B est une base de EˆF . Par conséquent, dimpEˆF q “ |B| “ n`p “ dimpEq`dimpF q.

■

4 Méthodes

M1 On trouve une famille génératrice.
M2 On montre qu’il est inclus dans un autre espace vectoriel de dim finie.

Comment montrer qu’un espace vectoriel est de dimension finie ?

Souvent, on montre que F X G “ t0Eu et que dimpEq “ dimpF q ` dimpGq.
Comment montrer que F et G sont supplémentaire en dimension finie ?

Montrer dimpF q “ dimpGq et F Ă G.
Comment montrer que F et G deux sous-espaces vectoriels sont égaux ?

M1 Compter le nombre d’éléments dans une de ses bases.
M2 Formule de Grassmann (si ça parle de F X G ou F ` G)

Comment calculer la dimension d’un espace vectoriel ?
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Souvent en dimension finie, on montre que B est libre, puis on vérifie que |B| “ dimpEq.
Comment montrer que B est une base de E en dimension finie ?

M1 Si on a une famille libre, rajouter petit-à-petit des vecteurs de façon à rester libre. Dès que la famille a
dimpEq d’éléments, on a une base.

M2 Si on a une famille génératrice, retirer petit-à-petit des vecteurs de façon à rester génératrice. Dès que la
famille a dimpEq d’éléments, on a une base.

Comment construire une base de E ?

Prendre une base de F une base de G, alors l’union des deux est génératrice, puis extraire de cette famille
génératrice une base.

Comment trouver une base de F ` G ?

Pour calculer rg pe1, e2, . . . , enq retirer un vecteur de la famille s’il est combinaison linéaire des autres. Puis continuer
tant qu’on trouve des vecteurs que l’on peut exprimer comme combinaison linéaire des autres. S’arrêter, dès qu’on
obtient une famille libre, le rang est alors égal au nombre de vecteurs qui restent.

Comment calculer le rang d’une famille de vecteurs ?
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