Q) Chapitre 13
Espaces vectoriels de dimension finie

Objectifs :
e Donner une définition consistante de la dimension d’un espace vectoriel.
e Etablir des théorémes simplifiant le travail pour montrer qu’une famille est une base ou pour montrer que deux
sous-espaces vectoriels sont supplémentaires etc.
Prérequis :
e Ensembles et applications
e Systemes linéaires
o Matrices
e Polynomes
e Espaces vectoriels
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Dans tout ce chapitre, K = R ou C, E est un K-espace vectoriel. Pour . = (e, eq,...,e,) une famille de vecteurs de E,
on note |.#| son cardinal : |.Z| = n.

1 Construction de la théorie de la dimension finie

Remarque 1. La dimension n’est pas égale au nombre d’éléments de E, car E est un ensemble infini (sauf si £ = {0g}).

‘ ’ o . . . . .
Deﬁnltlon d’un espace vectoriel de dimension finie

On dit que E est un espace vectoriel de dimension finie si F posséde une partie génératrice (finie).
Sinon, on dit que E est un espace vectoriel de dimension infinie.

@ Exemple d’espaces vectoriels de dimension finie ou non
| K", C vu comme un C-EV ou un R-EV, K, [X], .#, ,(K) sont de dimension finie, contrairement & K[X].

Dans toute la suite, on considéra E un K-espace vectoriel de dimension finie tel que E # {Og}.
Lemme 1. Soient .Z une famille libre de E et x € E. Alors, £ U (z) est libre si et seulement si = ¢ vect(.Z).

Lemme 2. Soient ¥ une famille génératrice de E et ¢’ est une famille finie telle que ¥ < vect(¥’), alors ¢’ est aussi
génératrice de E.

iJ Théoréme n°1 de la base incompléte
| Soit £ un K-EV de dimension finie. Soit . une famille libre de E, il existe £ base de E telle que . < 4.

iJ Théoréme n° 2 de la base extraite
| Soit £ un K-EV de dimension finie. Soit ¢ une famille génératrice de E, il existe % base de E telle que & c 4.

Démonstration du théoréme n°2 : On va démontrer le théoreme de la base extraite et celui de la base incomplete en méme
temps. Soit ¢4 une famille génératrice de E. Notons :

C={F|telque X'« F c LY et F libre}

Comme | Z| € C, C # &, C est majorée par | £ u ¥|. Elle admet donc un plus grand élément p € N. Soit Z = (e1,e2,...,€p)
une famille libre de E de cardinal p telle que ¥ ¢ # < £ u ¥. Montrons que £ est une base. Elle est libre. Montrons qu’elle est
génératrice : Soit g € 4, supposons que g ¢ vect(%). La famille ' = (e1,...,ep,g) est alors libre d’aprés le lemme 1. De plus, on
a¥lcB cud. Ainsip+ 1€ C, ce qui est absurde, donc g € vect(%). Ainsi, ¥ < vect(%), par le lemme 2, % est génératrice
de E. Donc c’est une base de E.

Comme A est une base de E et que .Z < £ cela démontre le théoréme de la base incompléte.

Prenons maintenant .2 = ¢J (famille libre), alors, il existe une base # de E tel que £ € B < L ¥ = ¥ et donc cela démontre
le théoréme de la base extraite. [

L/ . . . . 0
* Corollaire : existence de bases en dimension finie
| L’espace vectoriel E posséde au moins une base (il n’y a pas unicité des bases).
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Lemme 3. Si ¢ est une famille génératrice de F et £ une famille libre, alors |.Z| < |¢4].
Démonstration du lemme 3 : Notons n = |4| et p = |£|. Posons, pour k€ [0;p] :
Pk): «IL ¥ F9. 9 tellesque LU Y soit génératrice et | L=k et |%|=n—Fk»

o Initialisation : posons % = & et % = ¥, alors #2(0) est vraie.

o Hérédité : soit k€ [[0;p — 1]. Supposons £ (k) vraie. Soient &, = (v1,v2,...,v%) et % = (91,92, - - -, Gn—k) vérifiant (k).
Le but est d’ajouter un élément & %% et d’en retirer un %,. Comme |.%| = k < p = |.Z|, il existe un élément vi4+1 € L\ L,
alors vgy1 € E = vect (L U %) :

k
I(pi)1<ik € K" I(Ni)1<isn—k € K™k Vgpy1 = Z i + Z Aigi

Or, il existe un \; # 0 (par 'absurde : .£ est libre), prouvant que n — k > 1. Quitte & changer la numérotation, on suppose
que A, # 0, alors

n—k—1
1
Gn—k = P <11k+1 Z iV; — 211 )\igi> € vect((v1,v2, ..., Vk+1) U (91,92, -, n—k—1))
Posons %1 = (v1,v2,...,Vk41) €t Gev1 = (91,92, .-, 9n—k—1), alors L U % < vect( L1 U Di1), en appliquant le

lemme 2, ;11 U D41 engendre E. Ainsi Z(k + 1) est vraie.
e Conclusion : par principe de récurrence, (k) est vraie pour k€ [0;p].
Alors, on a Z(p) vraie, et donc |%,| =n —p = 0.

‘ Théoréme n° 3 : toutes les bases ont le méme cardinal
Si E est un K-EV de dimension finie, toutes les bases de E ont le méme cardinal.

Démonstration du théoréme n°3 : Soient Z et %’ deux bases de E. Alors % est libre et %’ est une famille génératrice, donc
d’apres le lemme 3, | 8| < |#'|. De plus, %' est libre et & est une famille génératrice, en utilisant encore une fois le lemme 3, il
s’ensuit que |%#'| < | 8. Par double inégalité, |B| = |Z'|. ]

‘ ’ o . . . . . . .
Deﬁnltlon de la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et % une base quelconque de E. On définit la dimension de F,
par dimg (F) = dim(E) = |4).

Remarque 2. La dimension d’un espace vectoriel E s’interprete comme le nombre de degrés de liberté de F.
Si E = {0g}, on pose dim(F) = 0, si E n’est pas de dimension finie, on dit que la dimension de E est infinie.

< Exemples de dimensions importantes a connaitre

dimg (K™) = dim¢(C) = dimg(C) = dimg (A p(K)) = dimg (K, [X]) =
La dimension de I’ensemble des solutions d’'une EQDL homogene d’ordre 1 est

La dimension de I’espace des solutions d’'une EQDL homogene d’ordre 2 a coeflicients constants est

La dimension de ’espace des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire homogene d’ordre 2 a coefficients
\_! constants est Yy,

~

(&Attention a la dimension de deux espaces vectoriels

kﬁ La dimension de .#,(R) est n? (et non n), de méme attention a la dimension de R,,[X]. )
Exemple 1. Soit F = {(m,y, z,t) e RY| { ;;L_Q? te i 8 } Déterminer une base de F et en déduire dim(F).

Y/ L ’ . . . . .
' Proposition n°1 : caractérisation des bases avec le cardinal et comparaison entre les cardinaux
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n, soit .% une famille de F a n éléments. Alors,

F est une base de E ssi .% est une famille génératrice de E ssi .% est une famille libre.

De plus, pour toutes familles .£, %, ¢ respectivement libre, base, et génératrice : |Z| < |B| < |9
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Démonstration de la proposition n°1 :
e Si .7 est une base alors elle est libre et génératrice.
e Si % est une famille génératrice, d’apres le théoréme de la base extraite, il existe & base de E incluse dans .%. Donc # ¢ %
et |B| = |.#| donc .F = A est une base de E.
e Si .7 est une famille libre, alors d’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe une base £ telle que F < £ et
|#| = n = |%|. Donc & = 2 est une base de E. [ ]
De plus, soient .Z une famille libre, 2 une base et ¢ une famille génératrice. Alors A est une famille génératrice, donc |.£| < | 4|
d’aprés le lemme 3. De plus, 2 est une famille libre, donc |8| < |¢| d’aprés le lemme 3. Ainsi, |.Z| < |98| < |¥9].

Exemple 2. Soit ((1,1,1),(2,1,3),(3,2,4),(—1,0,3)) extraire de cette famille une base de R3.

(2) (1)) >, compléter cette famille libre en une base de .#5(R).

Exemple 4. Montrer que % = ((1,1,0),(2,1,0),(5,1,1)) est une base de R3.

Exemple 3. Soit <Ig, (

Exemple 5. Si E est de dimension n, alors toute famille de n + 1 vecteurs (ou plus) est liée.

iJ Proposition n° 2 : bases de K, [X]
| Si%=(P),P,...,P,) e K[X]""! telle que pour tout i € [0;n], d°P; = i, alors £ est une base de K, [X].

Démonstration de la proposition n°2 : Soit % une telle famille, alors % ne contient pas le vecteur nul et les degrés sont deux
a deux distincts ainsi # est libre. De plus, |%| = n + 1 = dim(K,[X]). Par conséquent, & est une base de K,[X]. [ ]

iJ Théoréme n° 4 : formule de Taylor pour les polynémes

Soit P = Y cx X* e K,[X] et a € K, alors P=73 T(X—a)k
k=0 k=0 )
En particulier, pour a = 0, pour tout k € [0;n], ¢, = P*)(0)/k!.
Démonstration du théoréme n°4 : On remarque & = (1,(X —a),...,(X —a)™) est une famille de polynémes non nuls de

degré deux a deux distincts, donc elle est libre, de plus |%| = n + 1 = dim(R,[X]). Ainsi, c’est une base de R, [X].

Soit P € R,[X], il existe un unique (Mo, A1, ..., An) € R*! tel que P = Y M\g(X — a)¥. 1l reste & calculer les \i. Pour cela,
k=0

. n .
on se fixe j € [0;7n]] et on dérive j fois I'expression précédente. Donc PY) = 3 A, ((X — a)*)9) En séparant la somme suivant
k=0
que k < j, k=jet k> j, on obtient :

Jj—1 n n
PO =3 M((X =)D+ (X =)D+ Y (X =)D =04+ X x50+ Y M
k=0

1l .
%(X _ a)kfj
k=j+1 k=j+1 _])

G

) n i . (4
En remplacant X par a, on obtient P9 (a) = \; x jl + Y /\kﬁ(a —a)*7 = jI)\;. On a donc \; = P (a)
k=j+1 —7)

. Ainsi,

L ) (q
k=0

k

n n  plk) (k)

Sia =0, on obtient P = ), e X® = > PT(O)X’“. Par unicité des coefficients d’un polynome, pour tout k € [0;n ], cx = PT(O)
k=0 k=0 : !

|

2 Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie

2.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel et supplémentaires

ij Proposition n° 3 : dimension d’un sous-espace vectoriel
Soient £ un EV de dimension finie et F' un SEV de E, alors :
1. F est de dimension finie 2. dim(F) < dim(E) 3. E =F < dim(F) = dim(F)
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Démonstration de la proposition n°3 :

e Si F'={0g}, il n’y a rien a faire. Sinon, on note C' = {|.%|, % famille libre de F'}, C est non vide, et si . est une famille
libre de F, alors .% est une famille libre de E, donc |.#| < dim(E) prouvant que C' est majorée. Soit .# une famille libre
de F tel que |.#| = max C. Montrons que .# est génératrice de F. Soit f € F, supposons f ¢ vect(.%), alors en vertu du
lemme 1, .# U {f} est une famille libre. Contredisant le maximum de C, donc f € vect(.%#). Donc F < vect(.%). De plus,
vect(.F) < F. Donc vect(.#) = F, ainsi .# est une base de F.

e Comme F est de dimension finie, il existe B = (f1, f2,..., fp) une base de F, comme c’est une famille libre de F' et donc
de E. Ainsi dim(F') = |%| < dim(E) en vertu de la proposition 1.

e Si E = F, alors dim(E) = dim(F'). Réciproquement, supposons dim(E) = dim(F). Soit & = (f1, fe,..., fp) une base de F,
c’est une famille libre de F' et donc de E. De plus, |%| = dim(F) = dim(E). Donc d’aprés la proposition 1, & est une base
de E. Donc E = vect(#) = F. Donc E = F. [ ]

Exemples de sous-espaces particuliers

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit F' un sous-espace vectoriel de E :
e Si dim(F) = 1, alors on appelle F une droite (vectorielle) de E.
e Si dim(F) = 2, alors on appelle F un plan (vectoriel) de E.
e Si dim(F) =n — 1, alors on appelle F' un hyperplan de E.

Exemple 6. Si E =R3 et F = {(z,9,2) € R®, x + y — 22 = 0}, donner dim(F).

Exemple 7. Montrer que € ([a;b],R) est de dimension infinie, puis en déduire qu’il en est de méme pour ¢°([a;b],R)
et pour Z([a;b],R) pour a < b.

iJ Proposition n°4 : en dimension finie, les supplémentaires existent
| Soit F un SEV de E (un K-EV de dimension finie), alors il existe un supplémentaire de F dans E.

Démonstration de la proposition n°4 : Comme F est un SEV de E et que E est un K-EV de dimension finie, on sait que F'
est aussi de dimension finie. Ainsi, on considére . = (e1,e2,...,€p) une base de F. Ainsi, .Z est une famille libre de E, que l'on
compléte en une base de E notée # = (e1,e2,...,€p) U (€ps1,...,en). Posons G = vect(ept1,...,en). Montrons que G est un
supplémentaire de F'. Soit = € E, alors, il existe (A1, A2,...,A\n) € K" tel que

n p n
$=Z)\k6k=ZAk6k+ Z ke € F + G

k=1 k=1 k=p+1
—— [ —]
EF eG

Ainsi, E = F + G. Soit x € F n G. Comme x € F et x € G il existe (A1, A2, ..., Ap) € KP et (Apt1,...,An) € K" 7P tels que

xr = Zkkek = Z /\kek

k=p+1
Ainsi,
Z Aker + 2 Akek =0g
k=p+1

Comme 4 est libre, on en conclut que pour tout k€ [1;p]], Ax = 0 et pour tout k € [p+ 1;n], —Ax = 0. Ainsi, z = 0g. Dés lors,
la somme de F' et de G est directe. En conclusion, on a montré que G est un supplémentaire de F'. |

8 Péril imminent : risque de confusion sur les supplémentaires

Existence d’un supplémentaire pas unicité, on dit donc «un supplémentaire» et non «le supplémentairey.
Ne pas confondre complémentaire et supplémentaire, si F' est un SEV, alors F\F n’est jamais un SEV.

/ o . . . .
l' Proposition n°5 : dimension de la somme directe

Soient F' et G deux SEV de dimension finie de F en somme directe, alors FF @ G est de dimension finie et
dim(F @ G) = dim(F) + dim(QG)
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Démonstration de la proposition n°5 : Soient & = (f1, f2,..., fn) une base de F, &' = (g1, g2, - .., gp) une base de G. Alors,
par propriété des bases adaptées, B U B = (f1, f2,---, fn, 91,92, .. gp) est une base de FF @ G. Ainsi, F @ G est bien un espace
vectoriel de dimension finie et dim(F @ Q) = |%'| = n+ p = dim(E) + dim(F). [ ]

Exemple 8. Si F' = vect((1,2)) et G = vect((1,3)) que vaut F' + G ?

ij Théoréme n° 5 : formule de Grassmann
| Soient F et G deux SEVs de dimension finie de F, alors dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G)

Démonstration du théoréme n°5 : Posons H = F + G. Remarquons que F' n G est SEV de F, ainsi F' n G admet un
supplémentaire dans F' noté K : F'= (F'n G) @ K. Montrons que H = K @G :
e Montrons que K et G sont en somme directe. Soit x € K n G. Alors € K donc x € F. De plus € G donc x € F n G.
Or, K n (F nG)={0g}, ainsi x = 0g. Donc K n G < {0g}. D’out K n G = {Og}. Ainsi, H et G sont en somme directe
e Montrons que H ¢ K + G. Soit z € H, il existe f € F et ge G tel quez = f +¢g,de plus f € F = (FnG)® K. Donc
il existe he FnGetke Ktelque f =h+k. Ainsiz =h+k+9g. Orke Keth+ge G (car he Get geG).
Donc z =k + (h + g) € K + G. Par conséquent, H ¢ H + G.
e Montrons K + G ¢ H. Soit rt € K+ G. Alors x = k+gavec ke Ket ge G. Or K ¢ F. Donc k € F et g € G.
Doncxe F+ G =H.Deslors, K+ Gc H.
Donc K et G sont supplémentaires dans H. Donc d’apres la proposition 5. On a

dim(F + G) = dim(H) = dim(K) + dim(QG) (1)
De plus K et F' n G sont supplémentaires dans F'. En utilisant encore la proposition 5, on a
dim(F) = dim(K) + dim(F n G) (2)

En faisant la différence entre (1) et (2), on obtient le résultat. [ ]

Exemple 9. Dans #>(R), si F' = vect(Iy + E32, E1.1) et G = vect(I2, E1 2) que vaut dim(F + G)?

Péril imminent : la somme pas ’union

< Ne pas écrire dim(F|JG) = ..., car F U G n’est pas, en général, un espace vectoriel.

ij Théoréme n° 6 : caractérisation des supplémentaires avec la dimension
Soient F' et G deux SEV de F, un EV de dimension finie, alors :

1. Si F®G et dim(FE) = dim(F) + dim(G) alors E = F® G (le plus souvent utilisé dans la pratique)
2. Si E=F + G et dim(F) = dim(F) + dim(G) alors E = F® G

Démonstration du théoréme n°6 :
1. Supposons F @ G et dim(E) = dim(F) + dim(G) alors dim(F @ G) = dim(F) + dim(G) = dim(E), ainsi F' @ G est un SEV
de E de méme dimension, donc FF @ G = E et F et G sont supplémentaires dans E.
2. Supposons dim(E) = dim(F') + dim(G) et E = F + G, alors d’aprés la formule de Grassmann,

dim(F n G) = dim(F + G) — dim(F) — dim(G) = dim(F) — dim(E) =0
Par conséquent, F n G = {0g}. Dés lors, F® G et E = F + G donc F et G sont supplémentaires. [ ]

Exemple 10. Proposer des supplémentaires de F' = vect((1,1)) dans E = R?. Idem pour E = R3 et F = vect((1,0,0)).

2.2 Rang d’une famille de vecteurs

Déﬁnition du rang d’une famille finie de vecteurs
| Soit . une famille finie de vecteurs de E, on appelle rang de .7 : rg(F) = dim(vect(F))
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&Attention a ne pas confondre dimension, rang et cardinaux

< La dimension c’est pour les EV. Le rang et les cardinaux sont pour les familles finies de vecteurs.

Exemple 11. Soit £ = R3 notons e; = (1,1,1), e = (2,1,1) et e3 = (4,3,3). Former des phrases justes utilisant les
mots dimension, rang et cardinaux et (e, ez, e3).

(iJ Proposition n° 6 : propriétés du rang A
Soient E un EV de dimension finie n et .# = (e, ea,...,¢e,) une famille de vecteurs de E. Alors :
1. rg(#) < min(p,n). 4. Soit i€ [1;p]), si e; € vect(F\(e;)) alors

rg(F) = rg(F\(e:))-

2. . engendre E SSI rg(%) = n. )
5. 1g(#) est le nombre maximum de vecteurs de .

3. F est libre SSI rg(.%) = p. linéairement indépendants.
\_ g p p )
Démonstration de la proposition n°6 : Posons F = vect(.#) = vect (e1, e, ..., ep) de sorte que dim(F) = rg(.%).
1. Comme .# est une famille génératrice de F', on a dim(F') < |.Z]|, soit rg(e1, €2, ...,ep) < p. Comme F = vect(.#) est un SEV
de E, on a dim(F) < dim(E) soit rg (<1, <o, ..., <p) n. Ainsi, rg(<q, <o, . .., p) mln(p, n).

2. Si . est une famille génératrice de E, alors vect(.#) = E donc dim(vect(.#)) = dim(E) = n donc rg(.%) = n. Si rg(¥) = n,
alors dim(F) = n = dim(F) avec F' SEV de F donc F' = E, ainsi, vect(.#) = E donc % est une famille génératrice de F.

3. Si Z est libre, alors # est une base de F' = vect(%), des lors |#| = dim(F’) soit p = rg(F). Si rg(F) = p, alors Z est une
famille génératrice de vect(.F) avec |.F| = p = rg(F) = dim(vect(.F)) ainsi, . est une base de vect(.#) par conséquent, .#
est libre.

4. Posons F' = F\(e;) = (e1,€2,...,€i—1,€it1,---,€n). Si e; € vect(F'), alors comme F < vect(F'), en appliquant le lemme 2,
la famille .#’ engendre F, ainsi, rg(.#) = dim(F) = dim(vect(#')) = rg(F").

5. Soit £ une famille libre incluse dans #, alors |.Z| < dim(vect(#)) = rg(#). Comme % est une famille génératrice, d’apres
le théoréme de la base extraite, il existe 8 < .% une base de .%, alors rg(.%) = dim(vect(.%)) = | 4. |

Exemple 12. Calculer le rang de (Py, Py, P3, Py, Ps), avec Py = X2, Py = X2+ 1, P3 =5X2+1, P, = P, Ps = 2P,

3 Espace vectoriel produit

Déﬁnition du produit d’espaces vectoriels
Soit F et F' deux K-espaces vectoriels. Considérons ’ensemble G = E x F muni des deux opérations :
{ GxG — G { KxG — G
: t -
((e; ), (e, f) — (e+ € f+ [) (A (e, ) — (Ae, Af)

On vérifie que G = E x F est un espace vectoriel appelé espace vectoriel produit de E et F.

Exemple 13. Prenons G = #5(R) x R[X]. Soient © = (M,P) € G ou M € #>(R) et P € R[X], y = (N,Q) €
alorsx +y = (M + N,P + Q).

ﬁ Proposition n° 7 : dimension du produit d’espaces vectoriels
Si E et F sont deux K-EV de dimension finie, alors E x F' est aussi un EV de dimension finie et

dim(E x F) = dim(E) + dim(F)
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Démonstration de la proposition n°7 :
e Si E={0g}et F={0r}. Alors, E x F' = {(0g,0r)} est de dimension 0 donc dim(E x F) =0 =0+ 0 = dim(E) + dim(F).
e Si E ={0g} et si F # {Og}, alors en considérant Zr = (p1,p2,...,pn) f une base de F, on montre que ((0g, f;))1<i<p €St
une base de F x F, ainsi, dim(F x F) =p =0+ p = dim(F) + xF.
o Si E # {0g} et F' = {0g}, alors de méme, le résultat annoncé est vraie.
e Placons nous donc dans le cas ot dim(E) > 1 et dim(F) > 1. Comme E est de dimension finie, il existe B = (e1,€2,...,€en)
une base de E. De méme, il existe Br = (e1,e2,...,€p) une base de F. Soit © € E x F, alors il existe e € E et f € F tel

que z = (e, f). De plus, il existe (A1, A2,...,An) € K" tel que e = > Aie;. De méme, il existe (u1, p2, ..., up) € KP tel que

i=1

p
f= > wpifi- On a alors :

i=1

x = (€7f):(€70F)+(OE7f): <ZH]AZ€I7OF>+<OE72MZfZ> i elzoF +Z,ul OE7fl)
1=1

i=1 =1 =1
T € VeCt((62‘70F)1$i$nU(OE,fi)lsiSp)

On a donc montré que B = ((ei, 0r)1<i<n | J(OE, fi)1<i<p) est une famille génératrice de E x F. Montrons qu’elle est libre.
Considérons (A1, A2, ..., An) € K™ et (1, p2, ..., 4p) € KP. Supposons :

Zn: Ai(ei, 0r) +2,u1 Og, fi) = O0pxr

i=1 i=1

Réécrivons cette somme, on a :

P n P
Ai(ei, 0F) + Z wi(0g, fi) = (Z A 61,0F> + (OE, Z ,uifi> = (Z Aiei, Z Hifi)
i=1 im1 1=1

i=1 1=1

(0g,0F)

H'M:

Par identification de couples, on a :

1=1

Zn] Aiei = 0g et Zp: wifi =0F
i—1

Or, comme % est une base de E donc est libre : pour tout i € [1;n ], Ai = 0. De méme, pour tout ¢ € [ 1;n]], pi = 0. Ainsi,
& est une famille libre de F x F'. Donc 4 est une base de E x F'. Par conséquent, dim(E x F) = | 8| = n+p = dim(E)+dim(F).
|

4 Méthodes

Comment montrer qu’un espace vectoriel est de dimension finie ?

M1 On trouve une famille génératrice.
M2 On montre qu’il est inclus dans un autre espace vectoriel de dim finie.

Comment montrer que F et G sont supplémentaire en dimension finie ?
Souvent, on montre que F n G = {0g} et que dim(E) = dim(F) + dim(G).

Comment montrer que F et G deux sous-espaces vectoriels sont égaux ?
Montrer dim(F) = dim(G) et F < G.

Comment calculer la dimension d’un espace vectoriel 7

M1 Compter le nombre d’éléments dans une de ses bases.
M2 Formule de Grassmann (si ¢a parle de F'n G ou F + G)
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/“Comment montrer que & est une base de F en dimension finie ?

Souvent en dimension finie, on montre que % est libre, puis on vérifie que |#| = dim(E).

Comment construire une base de £ 7

M1 Si on a une famille libre, rajouter petit-a-petit des vecteurs de facon a rester libre. Dés que la famille a
dim(E) d’éléments, on a une base.

M2 Si on a une famille génératrice, retirer petit-a-petit des vecteurs de facon a rester génératrice. Des que la
famille a dim(F) d’éléments, on a une base.

Comment trouver une base de F' + G ?

Prendre une base de F' une base de G, alors I'union des deux est génératrice, puis extraire de cette famille
génératrice une base.

/" Comment calculer le rang d’une famille de vecteurs ?

Pour calculer rg (eq, ea, . . ., e,,) retirer un vecteur de la famille s’il est combinaison linéaire des autres. Puis continuer
tant qu’on trouve des vecteurs que I’on peut exprimer comme combinaison linéaire des autres. S’arréter, des qu’on
obtient une famille libre, le rang est alors égal au nombre de vecteurs qui restent.
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