Correction de ’exercice 1. 1.

© 00N oW

Matrices triangulaires supérieures : Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/-1x001EgYPI

#(R) (cas particulier plus simple & comprendre avant) : Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/

CVt-ryAmokw

Zn(R) : Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/zWRQ11yYLsk

Pour «7,(R), il suffit de savoir que ., (R) ® .%,(R) = .4, (R). Ainsi, dim(<%,(R)) + dim(-7,(R)) = n?.

1 -1

Donc dim(4,(R)) = n? — dim(.7,(R)) = n? — n(n2+ ) = n(n2 ) On peut aussi démontrer que

(Ei,j — Eji)i<i<j<n est une base de 47, (R).

Correction de ’exercice 2. 1. Posons g1 = (1,0,0), go = (0,1,0), g3 = (0,0,1) et g4 = (1/2,3/2,5/2).
Alors, pour tout (z,y,2) € R?, (x,y,2) = xg1 + yg2 + zg3 + Oga. Ainsi, (g1,92,93,94) est une famille

1

3 5
génératrice ! de R3. Cependant, comme g4 = 29 + 592 + 593 la famille (g1, g2, g3, g4) n'est pas libre ?

2. Posons /1 = (1,0,0) et £5 = (0,1,0), alors (£1,¢3) est une famille libre de R? (car il s’agit d’une famille
de deux vecteurs non colinéraires) mais (0,0, 1) ¢ vect(¢1,¢2), en effet toute combinaison linéaire de ¢;
et fo est de la forme x(1,0,0) + y(0,1,0) = (x,,0) avec (x,y) € R2. Donc (f1,f2) n’est pas une famille
génératrice? de R3.

3. Posons e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (1,1,0) les vecteurs ej, ez et e3 ne sont pas deux a deux
colinéaires. Cependant comme e3 = e; + eg, la famille (e, e, e3) n’est pas libre.

Correction de l’exercice 3. 1. Montrons que H est un sous-espace vectoriel de ., (R) :

o Hc #,R).

e Si A=0,, alors ZAkk— ZO—OdoncO € H.
k=1
e Soit (AB)\)E///( )2 x R, alors

i)\A-I-B i )\Ak,k"‘Bk,k):)\iAk,k‘f‘in,kZ)\O‘FO:O
k=1 k=1 k=1 k=1

Ainsi, \A+ Be H
Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de ., (R).

n—1
2. Trouvons une base de H. Soit M € H, alors My, = — >, My . Ainsi, en décomposant M dans la base
k=1
canonique et en remplacant M, ,, par sa valeur, il vient :

n o n n n—1 n—1
M = Z 2 i, = Z Mi,iEi,i + Z Mi,jEi,j = Z Mi,iEi,i — 2 Mi,iEn,n + 2 Mi,jEi,j
i=1j=1 i=1 1<iAj<n i=1 i=1 1<iAj<n

n—1

= M;i(Eii = Bng) + ), MijEij

)

1 1<i#j<n

7

1. C’est normal, (g1, g2, g3) est la base canonique de R3.

2. On peut aussi dire que le cardinal d’une famille libre est inférieure ou égale & 3 = dim(R3) donc une famille de quatre vecteurs
de R? est nécessairement liée.

3. On peut aussi dire que le cardinal d’une famille génératrice de R® est supérieure ou égale & 3 = dim(R?) donc une famille de
deux vecteurs de R? ne peut pas étre génératrice.
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Ainsi, si on note & = (E;; — Epn)i<i<n—1 Y (Ej j)izj, on a montré que M € vect(Z), ainsi, H < vect(%).
Comme toutes les matrices de % sont dans H et que H est un sous-espace vectoriel, vect(#) c H, ainsi
H = vect(#). Ainsi, ¢4 est une famille génératrice de H.

n—1

Montrons que £ est libre. Soit (A1, A2, ..., An—1) € R" et (uij)1<izj<n € R7 ", Supposons Y \i(E;; —
i=1

En,n) + Z ﬂi,jEi,j- Alors

1<i#j<n

n—1 n—1
Z NiEi; + (- Z) Enn+ Z wijEij = 0p
i=1

i=1 1<i#j<n

Or (E; ;)i ; est libre (base canonique de .#,(R)), donc pour tout i € [1;n—1]], A\; = 0 et pour tout (4, j)
avec © # J, it;; = 0. Ceci montre que % est libre.
Ainsi, % est une base de H.

3. Dés lors, dim(H) = |%| = (n — 1) + (n? —n) = n? — 1.
Correction de ’exercice 4.
Correction de ’exercice 5. Soit Pe€ E :
PeF <« Pla)=Pb)=0 <= (X—-a)(X-b|P <= 3JQeR[z] P=(X—-a)(X-0)Q
— JQeRy[X] P=(X—-a)(X-b)Q < Ia,bc)eR® P=(X—-a)(X —-b)(aX?+ X +7)
— 3J(a,b,c)eR? P=aX*X —a)(X —b)+BX(X —a)(X —b) +v(X —a)(X —b)
«— Pe vect(XQ(X —a)(X —2),X(X —a)(X —0),(X —a)(X —D))

Dés lors, F' = vect(X2(X —a)(X —2), X(X —a)(X —b),(X —a)(X —b)). Ainsi, F est sous-espace vectoriel de
Eet = (X*(X—-a)(X —2),X(X —a)(X —b),(X —a)(X —b)) en est une famille génératrice. De plus, &
est une famille de polyndémes non nuls dont les degrés sont deux a deux distincts, ainsi, & est libre. Dés lors,
2 est une base de F, et donc dim(F') = | 4| = 3.

Correction de ’exercice 6. e Montrons que %] est libre. soit (a,b,c) € R®. Supposons que

a(1,1,1,1) + b(1,2,3,4) + ¢(1,0,0,0) = (0,0,0,0)

On obtient :
at+b+c = 0
a+ 2b = 0
a+ 3b = 0
a+ 4b = 0

Alors, si on fait Ly — L3, on a que b = 0, en remplacant dans L4, on obtient que a = 0, puis en
remplacant dans Ly, on obtient que ¢ = 0. Ainsi, .# est une famille libre de R*. D’aprés le théoreme de la
base incompléete, on peut donc la compléter en une base en rajoutant des vecteurs de la base canonique
(tant que la famille reste libre). Prenons alors (0, 1,0, 0) et montrons que # = .%1 n ((0,1,0,0)) est libre.
Soit (a, b, c,d) € R*. Supposons

a(1,1,1,1) + b(1,2,3,4) + ¢(1,0,0,0) + d(0,1,0,0) = (0,0,0,0)

alors, on obtient le systéme :

a+b+c 0
a+2b+d = 0
a+ 3b = 0
a+ 4b =0
Alors, si on fait Ly — L3, on a que b = 0, en remplagant dans L4, on obtient que a = 0, puis en

remplacant dans L; et dans Lo, on obtient que ¢ = 0 et d = 0. Ainsi, % est une famille libre de R* et
comme dim(R*) = 4 = | 8|, Z est une famille base de R*.
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o F5 est liée, en effet, 3(1,2,3,4) —2(1,1,1,1) = (1,4,7,10). Ainsi, on ne peut compléter .%» en une base,
car si on rajoute des vecteurs a %2, on aura toujours (1,4,7,10) qui s’écrira comme combinaison linéaire
des autres vecteurs de la famille.

Correction de ’exercice 7.

Correction de ’exercice 8. On sait que dim(.#,(R)) = n?. Donc toute famille de vecteurs de .#,(R) avec
n? + 1 est forcément liée. En particulier (I,,, M, M?,... M "2) est liée.

Correction de ’exercice 9.

Correction de l’exercice 10. Supposons que ¢*(I,R) soit un espace vectoriel de dimension finie. Notons
d = dim(€¢*(I,R)) € N. Soit n € N. Posons, pour k € [0;n], ex: t — tF, alors .F = (eg,e1,...,e,) est

une famille de vecteurs de € (I, R). Montrons que .% est libre. Soit (ag,a1,...,a,) € R"*. Supposons que
n n

> arer, = 0 (la fonction nulle de €*(I,R). Cela veut dire que pour tout = € I, > arex(xz) = 0. Soit encore

k=0 k=0
n

que Z apr® = 0. Considérons P = Z apr® € R[X]. D’apres ce qui précede, tout élément de I est une racine

de P Comme I est un intervalle DOl;l gedult a un point et non vide, I est infini. Des lors, P a une infinité de
racines. Donc P est le polynéme nul. Pour tout k€ [0;n ], ax = 0. Ainsi, la famille .# est libre.

Dés lors, |.Z]| = n+ 1 < d. Et ce pour tout n € N. En particulier, pour n = d, on obtient d + 1 < d donc
1 < 0. Ce qui est absurde, ainsi €*(I,R) est un espace de dimension infinie.

Si €°(1,R) (respectivement . (I,IR)) était de dimension finie, alors ses sous-espaces vectoriels seraient de
dimension finie. En particulier €*(I,R) est un sous-espace vectoriel de €°(I,R) (respectivement .% (I, R)).
Comme €*(I,R) est de dimension infinie, on en déduit (par I'absurde) que €°(I,R) et .Z(I,R) sont de
dimension infinie.

Correction de ’exercice 11.

Correction de 1’exercice 12. Soit P€ F, on a :
PeH < P(1)=0
— (X-1|P
— 3JQ € Ry[X] P=(X-1)Q

«— 3J(a,b,c) eR? P=(X—-1)(aX?+bX +c)
— 3J(a,b,c)eR® P=aX}(X-1)+bX(X -1)+c(X 1)
«— Pevect(X*(X —1),X(X —1),X)

On a donc montré que H = vect(X2(X — 1), X(X — 1), X). Ainsi H est un espace vectoriel, et # = (X?(X —
1), X(X —1), X) en est une partie génératrice. Comme Z est échelonnée en degré, Z est libre. Ainsi, % est une
base de H, on en déduit que dim(H) = |#4| = 3 (ainsi, dim(H) = dim(F) — 1, donc H est un hyperplan de E).

Correction de I’exercice 13. 1. E, c R[X], si P = 0, alors P(a) = 0 donc 0 € E,, soit (P,Q) € E,>
A e R, alors (AP +Q)(a) = AP(a)+Q(a) = A0+0 = 0, ainsi \P+ Q € E,. Dés lors, E, est un sous-espace
vectoriel de R[X].
2. Soit* P = (X —a)(X —b), alors P(a) =0 = P(b), ainsi P € E, n Ey et P # 0, ainsi E, et Ej, ne sont pas
en somme directe.

3. Soit P € R[X]. Montrons qu’il existe A € E, et B € Ej tel que P = A+ B. Procédons par analyse-synthése ®
e Analyse : Supposons qu'il existe A € E, et B € Ey, tel que P = A+ B, alors P(b) = A(b)+ B(b) = A(b)
et A(a) = 0, ainsi A est divisible par X —a et B=P — A

4. Au brouillon pour comprendre 'idée. Soit P € R[X]. Alors, P € Eq n Ej ssi P(a) = P(b) = 0 ssi a et b sont racines de P ssi
(X —a)(X —b) divise P.

5. Ici, on a seulement besoin de ’existence, que va prouver la synthése, ainsi I’analyse peut se faire seulement au brouillon pour
avoir une idée de quoi poser.
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e Synthése : posons A = (X —a)et B=P— A. Alors, A(a) = 0 donc A € E,,

P(b)
b-a

donc Be Eyet A+ B=A+ (P—A)=P.Deéslors, Pe E, + Ej
Pour conclure, F = E, + Ej.

(b—a)=0

4. Supposons que E, soit de dimension finie. Notons n = dim(E,). Considérons
F=(X—-a,(X-0a)? (X —-0a)?.. ., (X—-a"

La famille % est libre (car formée de polynémes non nuls dont les degrés sont deux & deux distincts)
de E,. Ainsi, |.#| < dim(E,) soit n + 1 < n donc 1 < 0, ce qui est absurde. Ainsi, E, n’est pas de
dimension finie.

Correction de 1’exercice 14.

Correction de I’exercice 15. D’apres la formule de Grassmann :
dim(F n G) = dim(F) + dim(G) — dim(F + G) = 3+ 3 —dim(F + G) = 6 — dim(F + G)

Or F + G est un sous-espace vectoriel de Ry[X], ainsi dim(F + G) < dim(Ry4[X]) = 5, ainsi 6 — dim(F' + G) >
6 —5 = 1. Des lors, dim(F' + G) > 1. Ainsi, il existe Pe Fn G et P # 0.

Correction de ’exercice 16.

Correction de l’exercice 17. La famille ((1,1,1,1),(2,1,—1,0)) est libre (deux vecteurs non colinéaires).
Ainsi d’apres le théoreme de la base incompléete, on peut la compléter avec des vecteurs de la base canonique de
R*. Montrons que .% = ((1,1,1,1),(2,1,-1,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0)) est libre. Soit (a, b, c,d) € R*. Supposons

a(1l,1,1,1) + b(2,1,-1,0) + ¢(1,0,0,0) + d(0,1,0,0) = (0,0,0,0)

On obtient alors le systeme suivant
a+2b+c =
a+b+d =
a—b =
b =
Ainsi, b = 0, en remontant dans Lz, b = 0, en remontant dans L1 et Lo, on obtient ¢ = d = 0. Ainsi, .% est libre.
Comme dim(R*) = 4 = |.Z|, .Z est une base de R*. Ainsi, vect((1,0,0,0),(0,1,0,0)) est un supplémentaire de
VeCt((lv 17 17 1)) (2a 17 _17 0))

o O O O

Correction de I’exercice 18. 1. e F étant 'espace engendré par une famille finie de polynomes de R3[ X]
(ici un vecteur X — 1), on sait, d’apres le cours, que F' est un sous-espace vectoriel de R3[X].
e Tout d’abord G c E. Og, le polynéme nul, vérifie bien 0g(2) = 0. Donc Og € G. Soit (P, Q) € G? et
AeR. Alors (P+AQ)(2) = P(2) + AQ(2) = 0+ A0 = 0. Donc P+ A\Q@ € G. Donc G est un sous-espace
vectoriel de R3[X].

2. o (X —1) est une famille génératrice de E. Comme il s’agit d’un vecteur non nul, cette famille est une
libre. (X — 1) est une base de F. Donc dim(F') = 1.
e On va d’abord décrire G ; pour tout P e E :

PeG «— P(2)=0
— X -2|P
— JQeRy[X] P=(X-2)Q
— J(a,b,c)eR® P =(X-2)(aX?+bX +¢)
— 3J(a,b,c0)eR? P=aX*(X—-2)+bX(X —2)+c(X —2)
— Pevect(X?(X —2),X(X-2),X -2)
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Par équivalence, on a donc montré que G = vect(X — 2, X(X — 2), X2(X — 2)). On a donc trouvé
que B = (X —2,X(X —2),X?(X —2)) est une partie génératrice de G. De plus, cette famille étant
échelonnée en degré, elle est libre. # est donc une base de G et donc dim(G) = |%4| = 3.

3. Soit Pe F'n G, alors P € F et P e G. Ainsi, il existe A tel que P = A\(X — 1). De plus, P(2) = 0, donc
A(2—1) = 0. Soit A = 0 donc P = 0g. On a donc montré que FFnG < {0g}. Comme 'inclusion réciproque
est toujours vraie, on a F'n G = {Og}. Donc F' et G sont en somme directe. De plus, d’apres la question
précédente, dim(F) + dim(G) = 1 + 3 = 4 = dim(R3[X]). Donc d’apres le cours F' et G sont en somme
directe.

Correction de l’exercice 19. 1. Notons g = (1,---,1) € R", alors A = vect(g) donc (g) est génératrice.
De plus comme g est non nul, la famille (g) est libre donc (g) est une base de A ainsi dim(A) = |(g)| = 1.

2. e BcFE
e 0p =(0,0,---,0) et 0+0+---+0=0, donc Og € B.
e Soit (u,v) € B2 et A€ R, on a u = (u1,us,...,u) et v = (vi,v2,...,v,). Notons w = u + \v =
(u1 + Avy,ug + Avg, - - Uy + Avy). On a

iui—f-)\vi:iui—k)\ivizo—k)@:o
i=1

i=1 i=1
Ainsiu+ \we B
Donc B est un sous-espace vectoriel de F.
3. Montrons que A et B sont en somme directe : soit z € A n B, alors x € A et donc il existe A € R tel
3
que x = (A, A, ..., A), d’autre part z € B, donc >, A = 0, donc nA = 0, comme n # 0, on a A = 0, donc
i=1
xr=(\...,A)=(0,...,0) =0g. Ainsi A® B.
4. Soit © = (x1,x2,...,2,) € E, notre but est de prouver qu’il existe a € A et b € B tel que z = a + b. Pour
cela raisonnons par analyse-synthese :
e Analyse : supposons que £ = a + b pour un certain a € A et b € b, alors il existe A € R tel que

a=(A...,A) et il existe (b1,ba,...,b,) tel que b = (b1, ba,...,b,) avec >, b; = 0. On a donc
i=1

xr = ($1,1‘2,...,xn) = ()\,)\,...,)\)—I-(bl,bg,...,bn) = (bl—i-)\,bg—l-/\,...,bn-i-)\)

Onadonciwi—z}(b +A) = ibz+i

i=1 =1 i=

A=
1
Onadonc)\——sz A1n81a—<12x2>
n

n =

> xi(1,1,...,1) et b=x — a. Et vérifions que a et b conviennent :
i=1
— Tout d’abord a+b=a+ (z —a) =

n
— De plus, a = <le,2xz,,2$l> e A
ni=1 Ni=1

ni=1

e Synthese : Posons a =

:\*—‘

—_

n

1 12 12
— Enfin b = (ml—Exi,xg—Exi,...,xn— sz> Calculons :

ni=1 ni;=1 ni=1

$(n150) S S (1) S Faf S S

Ce qui prouve bien que b € B.

On a donc montré que pour tout z € E, x € A+ B donc E < A+ B. De plus A+ B c E (car A
et B sont des sous-espaces vectoriels de . Comme on a montré que la somme était directe, on a
E=A®B.
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5. Comme E = A@® B, on sait que dim(F) = dim(A) + dim(B), donc n = 1 + dim(B), dim(B) = n — 1.
Donc B est un hyperplan de F.

Correction de 1’exercice 20.

Correction de ’exercice 21. 1. Comme H ¢ H+ H' < E, on adim(H) < dim(H + H') < dim(FE), ainsi
n—1<dim(H+ H') <n.Sidim(H+ H') =n—1, alors on a H ¢ H+ H' et ces deux sous-espaces
vectoriels ont méme dimension, donc sont égaux. Ainsi, H = H+ H',or H « H+ H' = H, ainsi H' < H.
De méme, on montre que H < H’, ainsi H = H' ce qui contredit le fait que H soit différent de H’, ainsi,
dim(H + H') = n.

2. Appliquons la formule de Grassmann & H et H', on a dim(H + H') = dim(H) + dim(H") — dim(H n H").
Ainsi, dim(H n H') =2(n—1)—n=n—2.

3. Soit S un supplémentaire de H, on a E = S @ H, ainsi dim(F) = dim(S) + dim(H) donc dim(S) =
dim(E) —dim(H) =n — (n — 1) = 1. Ainsi, un supplémentaire de H a pour dimension 1.

4. Remarquons que H et H' ont méme dimension, donc si H < H’, on aurait H = H’, ce qui est absurde.
Donc H n’est pas inclus dans H’, donc il existe u € H et u ¢ H'. De méme, H' n’est pas inclus dans H,
donc il existe ve H et ve H.

5. Supposons que w € H U H’', alors w € H ou w € H'. Supposons w € H. Alors v = w — u € H, ce qui est
absurde. De méme si w € H’, on obtient une contradiction. Donc w ¢ H u H'.

6. Posons S = vect(w), w n’est pas nul, car sinon on aurait w € H u H'. Ainsi (w) est une famille libre,
comme c’est une famille génératrice de S, (w) est une base de S. Ainsi, dim(S) = 1. Montons que S et H

sont en somme directe. Soit x € H n .S, alors il existe A € K tel que z = Aw. Si A # 0, alors w = X$ eH
ce qui est absurde, donc A = 0. Ainsi, z = Og, donc H n S < {Og}. L’inclusion réciproque étant toujours
vraie, S et H sont en somme directe. De plus, dim(S) + dim(H) = 1+ (n — 1) = n. D’apres le cours, S et

H sont supplémentaires. De méme S et H’ sont supplémentaires. S est donc un supplémentaire commun
a HetaH.

Correction de I’exercice 22. 1. Soit (Lo, L1, ..., Ly) une famille de polynémes de R,,[X] vérifiant pour
tout (i,5) € [1;n]? Li(aj) = & ;. Montrons que cette famille est libre. Soit (Ao, A1,...,A,) € R?TL
n n
Supposons que »; A\;L;i(X) = Og,[x]- Soit j € [0;n]], évaluons en aj. On a donc »; A;Li(a;) = 0.
i=0 1=0
n
Soit D, Aid;; = 0. Dans cette somme tous les termes sont nulles sauf celui pour ¢ = j, on a donc
i=0
Aj = 0. Et ce pour tout les j € [[0;n]. Prouvant que la famille (Lo, L1,...,Ly) est libre. De plus
| (Lo, L1,...,Ly)| =n+1=dim(R,[X]). Donc la famille (Lo, L1, ..., L;,) est une base de R, [X].
2. Prouvons d’abord l'existence puis ['unicité :
n

e Pour i € [0;n]), posons P;(X) = [] (X — ag) € R,[X]. Soit k € [0;n]\{i}. On a P;(a;) = 0. Alors

k=0
k#i
n
que P;(a;) = [](a; —ag). Il n’y a donc aucune raison pour que P;(a;) = 1. Par contre divisons P; par
k=0
k#i

P;(a;) et dans ce cas on aura une chance que ¢a vaille 1. Pour cela il faudrait que P;(a;) # 0. Or c’est
le cas, car pour tout k € [0;n]\{i}, a; — ar # 0 (par hypothese). Posons donc :

[T(X —ay)

k=0 n
i X -
Vie[0:n] LX) =2 =[] 5% e Ru[X]
[ (a—a) oo™~ %
E=0 k#i
k#i

Alors on a bien pour tout (i,5) € [0;n]7?, Li(aj) = d; ;.
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e Soit (Lo,L1,...,Ly) et (L'1,L'y,...,L';) deux familles de polyndmes vérifiant pour tout (i,j) €
[0;n]? Li(aj) = Li(aj) = 8. Soit i € [0;n]], posons P = L; — L., alors pour tout j € [0;n],
P(a;) = Li(aj) — Li(aj) = 6; j — 6; j = 0. Ainsi tous les a; sont racines de P, or d°P < n, avec P qui a
n + 1 racines distinctes. Donc P = Og [x], prouvant que L; = L. Et donc l'unicité de ces polynomes.

3. Raisonnons par analyse-synthese :
e Analyse : Soit P un polynome tel que P(a;) = b;. Décomposons ce polynéme dans la base (Lo, L1, ..., L) :

n
H(Al,)\g,...,)\n)ERnJ’_l P = Z)\lLZ
=0

n n
Soit j € [0;n]), évaluons ce polyndme en a;, alors b; = P(aj) = > AiLi(a;) = > X\id;j = A;. Donc si
i=0 i=0
n
un tel polyndme existe, nécessairement P = Y b;L;.
n =0 n n
e Synthese : posons P = »; b;L;. Alors pour tout j € [0;n], P(aj) = > biLi(aj) = >, bidi; = b;.
—_ i=0 i=0 i=0
Donc ce polynéme P convient.
Par analyse synthese un tel polynome existe et est unique.
Exemple : fixons ag = 0, a1 = 2, a0 =3 et ag = —2, by = by = 1 et by = b3 = 2. Trouver un polynoéme de

degré au plus 3 valant 1 en 0 et en 2 et valant 2 en 4 et —1 n’est pas a priori un probléme facile. Si on pose
P = c3X3 4 c2X?% + 1 X + o, (décomposition de P dans la base canonique), trouver les coefficients ¢; pour
que ¢a marche serait compliqué. Alors que si on pose Lo, L1, Ls et Ls comme avant, on sait directement
que P = Lo+ L1 + 2Ls + 2L3. Et donc on peut dessiner P.

as ao ar a2

FIGURE 1 — En rouge, on a Ly, , en bleu, on a Ly et en vert, on a L3. Ces quatre polynémes
forment une base de R3[X] (espace vectoriel de dimension 4).

Correction de 1’exercice 23.
Correction de ’exercice 24.

Correction de ’exercice 25.
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FIGURE 2 — Le polyndéme passe par les points prescrits : pour trouver P il suffit de faire une combinaison linéaire
des L; dont les coefficients sont les b;.
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