Révision 7 (algebre linéaire)

RZ2 — R?
Soit f: et % la base canonique de R?.
(z,y) — (5z +y,z + 5y)

1. Soient (z,y) € R?, (2/,y') e R? et A e R,

fA@y) + (@ y) = fAz+a’ ay+y) =B +2) + Wy +y), Az +2) + 500y +))
= (BGXr+52" + My +9,\r +2' +5\y + 5y)
= A6z +y,x +5y) + (52" +y' 2’ +5y') = Mf(z,y) + f(2',¢)
De plus, f(z,y) € R?. Ainsi, f € Z(R?).
2. Soit u = (z,y) € R?, alors :

_ Sr+y = 0 24y = 0
uveKer(f) <= f(z,y)=(0,0) < {$+5y _ 0 Ly—ﬁsh{m _ 5y

— z=y=0 <= u=/(0,0)

Ainsi, Ker(f) = {(0,0)}, on en déduit que f est injective, comme f est un endomorphisme en dimension finie,
on en déduit que f est un automorphisme de R2.

3. Soit u = (z,y) € R?, alors :

u€ Ker(f —6ldg2) <= (f —6Ildg2)(z,y) =(0,0) <  f(x,y)—6(x,y)=(0,0)

B N —zrz+y = 0 _
— (—z+4y,xz—y)=(0,0) <= {xy _ 0 = y==zx
— u=(z,z) =2(1,1) <= uevect((1,1))

On en déduit que Ker(f — 6Idgz) = vect((1,1)). Ainsi, ((1,1)) est une famille génératrice de Ker(f — 6Idgz),
comme (1,1) n’est pas le vecteur nul, on en déduit que ((1,1)) est une base de Ker(f — 6Idg2).
Procédons de méme, soit u = (r,y) € R?, alors :

we Ker(f —4ldgz) <= (f —dldg2)(z,y) = (0,0)  —  f(z,y) —4(z,y) = (0,0)
— (r+yz+y)=(0,0) {ii‘z :8 = y=-z

— u=(r,—z)=12(1,-1) <= wevect((l,—-1))

On en déduit que Ker(f — 4Idgz) = vect((1,—1)). Ainsi, ((1, —1)) est une famille génératrice de Ker(f — 4Idg2),
comme (1,—1) # (0,0), on en déduit que ((1,1)) est une base de Ker(f — 4Idg2)

4. Soit (z,y) € Ker(f — 6Idg2) n Ker(f — 4Idg2), alors f(x,y) = 6(z,y) et f(x,y) = 4(z,y), par différence,
2(z,y) = (0,0), ainsi (z,y) = (0,0). Des lors, Ker(f — 6Idgz) n Ker(f — 4Idgz) < {(0,0)}, comme l'inclusion
réciproque est toujours vraie, on en déduit que la somme est directe. De plus, en utilisant le cardinal des bases
trouvées a la question précédente :

dim(Ker(f — 6Idg2)) + dim(Ker(f — 4Idg2)) = 1 + 1 = 2 = dim(R?)

D’aprés le cours, on peut en déduire que ces deux noyaux sont bien supplémentaires dans R2.

5. La concaténation de deux bases de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R? est, d’apres le cours,
une base de R2. Notons €] = (1,1) et e, = (1,—1) ainsi ' = (e}, e}), est une base de R? et méme adaptée a
R? = Ker(f — 6Idg2) @ Ker(f — 4Idg2).

6. Posons e; = (1,0) et e5 = (0,1) les vecteurs de la base canonique, ainsi :
o f(er) = f(1,0) = (5,1) =5(1,0) + 1(0,1) = Hey + les
e f(e) = f(0,1) = (1,5) = 1(1,0) + 5(0,1) = ley + Ses
=4
Ainsi; A = Matg(f) = (i é)
7. Décomposons f(e}) et f(ey) dans la base £’ :

N
~

Il
AQJ

o flen) =f(1,1)=(6

o flez) = f(1,-1)

Ainsi, D = ( 2)

1,1)+ (1,-1) = Gef + ey
0(1,1) + 4(1, —1) = 0¢} + 1€}

” ~—~
|I

—~~
S

,—4)

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, R7Cor 1


devilliers.loic@gmail.com

8. D’apres la formule de changement de base, A = PDP~! avec P = Py g, comme £ = ((1,1),(1,-1)),
P = (1 1 ) De plus, pour tout ' p e N,

1 -1
_ 1 1 6P 0 1 -1 -1 1 /6P +4P 6P — 4P
P _ P 1 _ = ——
AP = PDPP <1 —1> <o 4P) -2 (—1 1) 2(6”—419 6P+4p>

p
Remarque 1. Notons que si p = —1 (ou si p € Z_), la formule donnée est encore vraie, car DP = <% 427>,

est vraie aussi si p = —1 (ousipe Z_).

9. Soit (z,y) € R?, alors comme %’ est une base, il existe un unique couple (a, ) € R? tel que
(z,y) = ae) + fey = (e + B,a — p)

par identification x = a+f3, et y = a— 3. Alors par demi-somme et demi-différence, o = (x+y)/2 et § = (x—y)/2,

ainsi

(x,y):ue’1+x_ye’2 avec x;yelleKer(f—GIdRz) et x;ye’zeKer(f—ALIdRz)

ainsi,

+y T+ + +
G- (S - B S

s(z,y

FIGURE 1 — En rouge le noyau de f — 6Idgz, en bleu le noyau de f — 4Idg=.

10. e pler) = p(1,0) = (1/2,1/2) = 1/2(1,0) + 1/2(0,1)
o p(e2) :p((} 1)1: (1/2,1/2) = 1/2(1,0) + 1/2(0,1)
Ainsi, B = % %) De méme,
2 2
e s(e1) =p(1,0) = (0,1) =0(1,0) + 1(0,1)
e s(es) =s(0,1) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0,1)

. 0 1 . .
si, C' = ( Nk Comme pop = p, B> = B et comme sos = Idgz, C? = I (ce quun calcul matriciel

Ainsi, .
confirme).
11. p(e}) = €} = 1lef + 0eh, p(ehy) = 0 = 0e) + Oehy, s(e)) = €} = lej + 0e, s(eh) = —ey = 0ef + (—1)eh, ainsi

10
B' = Matz (p) = (O 0)’ ot 0" = Matep () = <0 —1>'

Remarque 2. D’aprés la formule de changement de base, B = PB'P~! et C = PC'P~".

1. Je vous conseille de vérifier la cohérence de vos calculs avec p =0 et p = 1.
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