
Correction de l’exercice 1. La base canonique de C4rXs est B “ p1, X, X2, X3, X4q et celle de C3rXs est
C “ p1, X, X2, X3q. Ainsi,

‚ Φ1p1q “ 0 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 0 ˆ X3

‚ Φ1pXq “ 1 “ 1 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 0 ˆ X3

‚ Φ1pX2q “ 2X “ 0 ˆ 1 ` 2 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 0 ˆ X3

‚ Φ1pX3q “ 3X2 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 3 ˆ X2 ` 0 ˆ X3

‚ Φ1pX4q “ 4X3 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 4X3

Par conséquent,

MatB,C pΦ1q “

¨

˚

˚

˝

0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4

˛

‹

‹

‚

La base canonique de RnrXs est B “ p1, X, X2, . . . , Xnq. La base canonique de R est C “ p1q. Ainsi,
‚ Φ2p1q “ 1 “ 1 ˆ 1
‚ Φ2pXq “

1
2 “

1
2 ˆ 1

‚ Φ2pX2q “
1
3 “

1
3 ˆ 1

‚
...

‚ Φ2pXiq “
1

i ` 1
‚

...
‚ Φ2pXnq “

1
n ` 1

Donc
MatB,C pΦ2q “

ˆ

1 1
2

1
3 . . .

1
i ` 1 . . .

1
n ` 1

˙

Correction de l’exercice 2. 1. Notons B “ pe1, e2, e3q la base canonique de R3. Notons u “ px, y, zq, alors

X “ MatBpuq “

¨

˝

x
y
z

˛

‚. Notons v “ hpx, y, zq, et Y “ MatBpvq, alors d’après le cours

Y “ AX “

¨

˝

0 1 0
0 0 ´1

´1 0 0

˛

‚ˆ

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

¨

˝

y
´z
´x

˛

‚

Ainsi, v “ hppx, y, zqq “ ye1 ` p´zqe2 ` p´xqe3 “ py, ´z, ´xq. Dès lors hppx, y, zqq “ py, ´z, ´xq.
2. En regardant la première colonne, on obtient hpe1q “ 0 ˆ e1 ` 0 ˆ e2 ` p´1q ˆ e3 “ ´e3. Donc h2pe1q “

hp´e3q “ ´hpe3q “ e2 (en effet, en regardant la dernière colonne hpe3q “ ´e2. De même, h2pe2q “ ´e3 et
h3pe3q “ ´e1

3. h3pe1q “ hph2pe1qq “ hpe2q “ e1. De même h3pe2q “ e2 et h3pe3q “ e3.
4. h3 et IdR3 coïncident sur une base de R3 donc sont égales, ainsi h3 “ IdR3 .
5. En calculant A3, on obtient A3 “ I3 (à faire). Ainsi, comme A “ MatBphq, on a A3 “ MatBph3q “

MatBpIdR3q. Comme on sait d’après le cours, que f ÞÑ MatBpfq est un isomorphisme entre L pR3q et
M3pRq, cette application est injective, on en déduit que h “ IdR3 .

Correction de l’exercice 3. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/Cm3bJSaGiGI

Correction de l’exercice 4. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/WjGFh1kCvgw

Correction de l’exercice 5. Tout d’abord vérifions que les deux sous-espaces vectoriels en question sont bien
supplémentaires.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, TD16 1

https://youtu.be/Cm3bJSaGiGI
https://youtu.be/WjGFh1kCvgw
devilliers.loic@gmail.com


‚ Notons F “ tpx, y, zq P R3 x ´ y ` z “ 0u et G “ vectpp1, 1, 1qq. Alors F “ Kerpϕq où ϕ : px, y, zq ÞÑ

x ´ y ` z, comme ϕ est une forme linéaire sur R3, F est un hyperplan de R3, ainsi dimpF q “ 2.
‚ De plus, pp1, 1, 1qq est une famille génératrice de G. De plus, elle est libre (un seul vecteur non nul). Dès

lors pp1, 1, 1qq est une base de G, donc dimpGq “ 1.
‚ Soit p “ px, y, zq P F X G. Alors x ´ y ` z “ 0 et il existe λ tel que p “ px, y, zq “ λp1, 1, 1q “ pλ, λ, λq,

par identification, x “ y “ z “ λ. Donc x ´ y ` z “ λ ´ λ ` λ “ 0. Donc λ “ 0, donc p “ 0R3 . Ainsi
F ‘ G.

Ainsi, F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3 en somme directe et dimpF q ` dimpGq “ 3 “ dimpR3q.
Ainsi, F et G sont supplémentaires dans R3.

Notons pe1, e2, e3q la base canonique de R3, et p la projection sur F parallèlement à G. Comme R3 “ F ‘ G,
il existe f P F “ vectpp1, 1, 0q, p0, 1, 1qq et g P G tel que e1 “ f ` g. Comme f P F , il existe pa, bq P R2, tel que
f “ ap1, 1, 0q ` bp0, 1, 1q “ pa, a ` b, bq. Comme g P G, il existe c P R tel que g “ cp1, 1, 1q “ pc, c, cq. Donc

e1 “ p1, 0, 0q “ f ` g “ pa ` c, a ` b ` c, b ` cq

D’après résolution du système, on trouve a “ 0, b “ ´1 et c “ 1. Donc

ppe1q “ f “ p0, ´1, ´1q “ 0e1 ` ´1e2 ` p´1qe3

De même, on calcule ppe2q “ p1, 2, 1q “ 1e1 ` 2e2 ` 1e3 et ppe3q “ p´1, ´1, 0q “ p´1qe1 ` p´1qe2 ` 0e3. Donc

M “ MatBppq “

¨

˝

0 1 ´1
´1 2 ´1
´1 1 0

˛

‚.

Correction de l’exercice 6. 1. Comme F “ vectpf1, f2, f3q, pf1, f2, f3q est une famille génératrice de F .
Montrons la liberté. Soit pa, b, cq P R3, supposons af1 ` bf2 ` cf3 “ 0E (fonction nulle). Ainsi, pour tout
x P R, af1pxq ` bf2pxq ` cf3pxq “ 0E . D’où,

@x P R ae x ` be 2x ` ce 3x “ 0

En divisant par e 3x ‰ 0, on a ae ´2x ` be ´x ` c “ 0. En faisant tendre x Ñ `8, on obtient 0 ` 0 ` c “ 0.
Ainsi, c “ 0. Donc pour tout x P R, ae x ` be 2x “ 0, en divisant par e 2x ‰ 0, il vient, ae ´x ` b “ 0. À
nouveau en faisant tendre x Ñ `8, il vient 0 ` b “ 0. Donc b “ 0. Par suite, pour tout x P R, ae x “ 0.
Avec x “ 0, on a a “ 0. D’où a “ b “ c “ 0. Ainsi, pf1, f2, f3q est une famille libre. Ainsi, B “ pf1, f2, f3q

est une base de F . Dès lors, dimpF q “ |B| “ 3.
2. Soit pf, gq P F et λ P R, alors

φpλf ` gq “ pλf ` gq2 ` pλf ` gq1 ` 2pλf ` gq “ λf2 ` g2 ` λf 1 ` g1 ` 2λf ` 2g

“ λpf2 ` f 1 ` 2fq ` pg2 ` g1 ` 2fq “ λφpfq ` φpgq

Ainsi, φ est linéaire. De plus, comme f P F , il existe pa, b, cq P R3, tel que f “ af1 ` bf2 ` cf3. Ainsi,
φpfq “ aφpf1q ` bφpf2q ` cφpf3q. Or

‚ φpf1q “ f2
1 ` f 1

1 ` 2f1 “ 4f1
‚ φpf2q “ f2

2 ` f 1
2 ` 2f2 “ 8f2

‚ φpf3q “ f2
3 ` f 1

3 ` 2f3 “ 14f3
Ainsi, φpfq “ 4af1 ` 8bf2 ` 14cf3 P F . Dès lors, φpfq P F , comme φ est linéaire, on en déduit que
φ P L pF q.

3. Notons B “ pf1, f2, f3q, alors d’après les calculs précédents
‚ φpf1q “ 4f1 “ 4f1 ` 0f2 ` 0f3
‚ φpf2q “ 8f2 “ 0f1 ` 8f2 ` 0f3
‚ φpf3q “ 14f3 “ 0f1 ` 0f2 ` 14f3

A “ MatBpφq “

¨

˝

4 0 0
0 8 0
0 0 14

˛

‚
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4. En tant que matrice diagonale, dont les coefficients diagonaux sont non nuls, A est inversible et A´1 “
¨

˚

˚

˝

4 0 0
0 1

8 0

0 0 1
14

˛

‹

‹

‚

, d’après le cours, on en déduit que φ est un automorphisme et que

MatBpφ´1q “ A´1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
4 0 0

0 1
8 0

0 0 1
14

˛

‹

‹

‹

‹

‚

5. Posons g “ f2 ´ f3. Le but de la question est de trouver f P F tel que φpfq “ g. Comme φ est bijective,

on pose donc f “ φ´1pgq. Posons X “ MatBpgq. Comme g “ 0f1 ` 1f2 ` p´1qf3, X “

¨

˝

0
1

´1

˛

‚. En notant

Y “ MatBpfq et en appliquant le cours, on a Y “ MatBpφ´1qX. Par produit matriciel, Y “

¨

˚

˚

˝

0
1
8

´
1
14

˛

‹

‹

‚

.

Ainsi, f “ 0f1 `
1
8f2 ´

1
14f3. Et on a pour tout x P R,

f2pxq ` f 1pxq ` 2fpxq “ gpxq “ f2pxq ´ f3pxq “ e 2x ´ e 3x

Correction de l’exercice 7. Soit pa, b, c, dq P R4, supposons que ap0, 0, 0, 1q ` bp0, 0, 1, 1q ` cp0, 1, 1, 1q `

dp1, 1, 1, 1q “ 0R4 . On a donc pd, c ` d, d ` c ` b, d ` c ` b ` aq “ p0, 0, 0, 0q. Par identification d “ c ` d “

b ` c ` d “ a ` b ` c ` d “ 0. Donc a “ b “ c “ d “ 0. Dès lors B1 est libre, or |B1| “ 4 “ dimpR4q. Dès lors,
B est une base de R4. Comme x “ 1e2 ` 2e2 ` 3e3 ` 4e4 avec B “ pe1, e2, e3, e4q la base canonique de R4. On

a X “ MatBpxq “

¨

˚

˚

˝

1
2
3
4

˛

‹

‹

‚

. Notons PBÑB1 la matrice de changement de base de B à B1, on a alors

P “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1

˛

‹

‹

‚

D’après le cours, on a X “ PX 1. Il existe alors deux méthodes :
‚ Soit on inverse P (par la méthode de Gauss-Jordan), et on trouve que X 1 “ P ´1X et on n’a plus qu’à

faire un produit matriciel.

‚ Soit on note X 1 “

¨

˚

˚

˝

x
y
z
t

˛

‹

‹

‚

et on résout le système linéaire PX 1 “

¨

˚

˚

˝

1
2
3
4

˛

‹

‹

‚

. Après résolution (vérifiez les

calculs), on trouve x “ y “ z “ t “ 1. Donc X 1 “

¨

˚

˚

˝

1
1
1
1

˛

‹

‹

‚

.

Correction de l’exercice 8. 1. Soient px, yq P R2, px1, y1q P R2 et λ P R.

fpλpx, yq ` px1, y1qq “ fppλx ` x1, λy ` y1qq

“ p2pλx ` x1q ´ 3pλy ` y1q, pλx ` x1q ` pλy ` y1q, 5pλx ` x1q ´ pλy ` y1qq

“ λp2x ´ 3y, x ` y, 5x ´ yq ` p2x1 ´ 3y1, x1 ` y1, 5x1 ´ y1q “ λfpx, yq ` fpx1, y1q
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Donc f est linéaire, de plus fp1, 0q “ p2, 1, 5q et fp0, 1q “ p´3, 1, ´1q. Donc MatB,C pfq “

¨

˝

2 ´3
1 1
5 ´1

˛

‚

2. Consitituée de deux vecteurs non colinéaires, B1 est libre, de plus |B1| “ 2 “ dimpR2q. D’où, B1 est une

base de R2, de plus P “ PBÑB1 “

ˆ

1 2
1 3

˙

.

3. Montrons que C 1 est libre, soit pa, b, cq P R3, supposons ap1, 0, 1q ` bp1, ´1, 1q ` cp2, 1, ´2q “ p0, 0, 0q, on
obtient pa ` b ` 2c, c ´ b, a ` b ´ 2cq “ p0, 0, 0q. Par identification

$

&

%

a ` b ` 2c “ 0
c ´ b “ 0
a ` b ´ 2c “ 0

ðñ
L1ÐL1´L3

$

&

%

4c “ 0
b “ c
a “ c

ðñ a “ b “ c “ 0

Ainsi C 1 est libre, de plus |C 1| “ 3 “ dimpR3q. D’où C 1 est une base de R3, de plus Q “ PBÑB1 “
¨

˝

1 1 2
0 ´1 1
1 1 ´2

˛

‚.

4. On note A1 “ MatB1,C 1pfq. D’après la formule de changement de base A “ QA1P ´1, en multipliant par
P à gauche et Q´1 à droite (Q´1 se calcule par la méthode de Gauss-Jordan), il vient

A1 “ Q´1AP “ MatB1,C 1pfq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

19
4 9

´
13
4 ´8

´
5
4 ´3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

5. On calcule fp1, 1q “ p´1, 2, 4q, on cherche à décomposer ce vecteur dans C 1, c’est-à-dire que l’on cherche
pα, β, γq P R3 tel que p´1, 2, 4q “ αp1, 0, 1q ` βp1, ´1, 1q ` γp2, 1, ´2q “ pα ` β ` 2γ, γ ´ β, α ` β ´ 2γq.
Par identification, on a

$

&

%

α ` β ` 2γ “ ´1
γ ´ β “ 2
α ` β ´ 2γ “ 4

ðñ
L1ÐL1´L3
L3ÐL3`L2

$

&

%

4γ “ ´5
β “ γ ´ 2
α “ 6 ` γ

ðñ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

γ “ ´
5
4

β “ ´
13
4

α “
19
4

Dès lors fpp1, 1qq “
19
4 p1, 0, 1q ´

13
4 p1, ´1, 1q ´

5
4p2, 1, ´2q. On calcule fpp2, 3qq “ p´5, 5, 7q et on le

décompose dans la base C 1 : fp2, 3q “ p´5, 5, 7q “ αp1, 0, 1q ` βp1, ´1, 1q ` γp2, 1, ´2q après résolution du
système, on trouve fp2, 3q “ 9p1, 0, 1q ´ 8p1, ´1, 1q ´ 3p2, 1, ´2q. Ainsi,

MatB1,C 1pfq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

19
4 9

´
13
4 ´8

´
5
4 ´3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

On retrouve bien le résultat de la question précédente.
6.

Correction de l’exercice 9. 1. On sait que ϕ : f ÞÑ MatB,C pfq est un isomorphisme de L pE, F q dans
Mp,npKq, donc il existe un unique f P L pE, F q tel que A “ ϕpfq “ MatB,C pfq
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2. Remarquons que rgpfq “ rgpAq “ r. Notons S un supplémentaire de Kerpfq dans E (qui existe car E est
de dimension finie : c’est un résultat du chapitre EV de dim finie). Alors d’après la preuve du théorème

du rang, f̃ :
#

S ÝÑ Impuq

x ÞÝÑ upxq
est un isomorphisme et dimpSq “ r. Notons alors, BS “ ps1, s2, . . . , srq une

base de S, BK “ per`1, . . . , enq une base de Kerpuq. Ainsi, B1 “ BS Y BK “ ps1, s2, . . . , sr, er`1, . . . , enq

est une base (adaptée) de E. Comme BS est libre, et f̃ injective, on en déduit que f̃pBSq “ fpBSq est
libre. D’après le théorème de la base incomplète, on peut alors compléter fpBSq “ pfps1q, . . . , fpsrqq en
une base de F notée C 1 “ pfps1q . . . , fpsrq, fr`1, . . . , fpq. Cherchons MatB1,C 1pfq, pour cela, on sait qu’il
suffit de décomposer les images par f des vecteurs de B1 dans la base C 1 :

‚ Fixons j ď r, décomposons fpsjq dans la base C 1, comme fpsjq P C 1, on peut donc le décomposer
facilement dans C 1 :

fpsjq “ 0ˆfps1q`0ˆfps2q`. . .`0ˆfpsj´1q`1ˆfpsjq`0ˆfpsj`1q`. . . 0ˆfpsrq`0ˆfr`1`. . .`0ˆfp

‚ Fixons j ě r ` 1, ej P Kerpfq, donc fpejq “ 0F , ainsi les coordonnées de fpejq dans C 1 sont toutes
nulles. Dès lors, la j-ième colonne de MatB1,C 1pfq est nulle.
Ainsi, la j-ième colonne de MatB1,C 1pfq n’a que des 0 sauf un 1 à la j-ième ligne si j ď r.

Ainsi, MatB1,C 1pfq “ Jr.
3. D’après la formule de changement de base, A “ QJrP ´1, avec P “ PBÑB1 et Q “ PC ÑC 1 .
4. En utilisant la transposée, AJ “ pP ´1qJpJrqJQJ, comme pP ´1qJ et QJ sont inversibles, rgpAJq “

rgppJrqJq. Or, la matrice pJrqJ possède p ´ r colonnes nulles et r colonnes non nulles, on remarque que
ces r colonnes non nulles sont linéairement indépendantes, ainsi rgppJrqJq “ r “ rgpAq

Correction de l’exercice 10.

Correction de l’exercice 11. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/50e41m4bxO0

Correction de l’exercice 12.

Correction de l’exercice 13.

Correction de l’exercice 14.

Correction de l’exercice 15. 1. On a

rgpfq “ rgpCq “
L2ÐL2`L1
L3ÐL3`L1

rg

¨

˝

´1 0 ´2
0 1 ´1
0 0 0

˛

‚“ 2

Comme Impfq est de dimension 2, pour trouver une base de Impfq, il suffit de trouver 2 vecteurs de Impfq

qui forment une famille libre. Or fpe1q “ p´1, 1, 1q et fpe2q “ p0, 1, 0q. Ces deux vecteurs forment bien
une famille libre de f , ainsi pp´1, 1, 1q, p0, 1, 0qq est une base de Impfq.

2. Déterminons le noyau de f . Soit X “

¨

˝

x
y
z

˛

‚P M3,1pRq. Alors

X P KerpCq ðñ CX “

¨

˝

0
0
0

˛

‚ ðñ

$

&

%

´x ´ 2z “ 0
x ` y ` z “ 0
x ` 2z “ 0

ðñ

"

x ` y ` z “ 0
x ` 2z “ 0 ðñ

"

x “ ´2z
y “ z

X “

¨

˝

´2z
z
z

˛

‚

ðñ X “ z

¨

˝

´2
1
1

˛

‚ ðñ X P vect

¨

˝

¨

˝

´2
1
1

˛

‚

˛

‚

Ainsi, KerpCq “ vect

¨

˝

¨

˝

´2
1
1

˛

‚

˛

‚. Et donc kerpfq “ vectpp´2, 1, 1qq. Soit u P Kerpfq X Impfq. Alors il

existe λ tel que u “ λp´2, 1, 1q “ p´2λ, λ, λq. De même, il existe pa, bq P R2 tel que u “ ap´1, 1, 1q `
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bp0, 1, 0q “ p´a, a ` b, aq. Par identification, on obtient

$

&

%

´a “ ´2λ
a ` b “ λ
a “ λ

. Après résolution, on obtient

a “ b “ λ “ 0. Ainsi, u “ p0, 0, 0q. On a ainsi montré que Kerpfq X Impfq Ă tp0, 0, 0qu. Comme l’inclusion
réciproque est toujours vraie, on obtient l’égalité, ainsi Kerpfq ‘ Impfq. De plus, d’après le théorème du
rang, dimpKerpfqq ` dimpImpfqq “ dimpR3q. Ainsi, on a bien R3 “ Kerpfq ‘ Impfq.

Correction de l’exercice 16.

Correction de l’exercice 17.

Correction de l’exercice 18. Supposons qu’il existe X P KerpAq et X non nul. X “

¨

˚

˚

˚

˝

x1
x2
...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

. Définissions un

ensemble E “ t|xi| | i P rr 1 ; n ssu, E est un ensemble fini donc admet un maximum. Soit i0 P rr 1 ; n ss tel que
|xi0 | “ maxpEq. Comme AX “ 0, on a, en particulier,

n
ÿ

k“1
Ai0,kxk “ 0

Ainsi, en isolant le terme pour k “ i0, on a

Ai0,i0 ˆ xi0 “

n
ÿ

k“1
k‰i0

Ai0,kxk

Passons au module, par inégalité triangulaire, on a

|Ai0,i0 | ˆ |xi0 | “ |Ai0,i0xi0 | ď

n
ÿ

k“1
k‰i0

|Ai0,k| ˆ |xk| ď

n
ÿ

k“1
k‰i0

|Ai0,k| ˆ |xi0 |

En simplifiant par |xi0 | qui est non nul (car on a supposé X ‰ 0), on obtient une contradiction avec le fait que
|ai0,i0 | ą

n
ř

k“1
k‰i0

|Ai,k|. Ainsi X “ 0n,1 et KerpAq “ t0n,1u. Dès lors, la matrice A est inversible.

Correction de l’exercice 19. Notons B “ p1, X, X2, X3q la base canonique de R3rXs et C “ pf1, f2, f3q celle
de R3.

Alors
‚ fp1q “ p1, 1, 1q “ 1f1 ` 1f2 ` 1f3
‚ fpXq “ p1, 2, 3q “ 1f1 ` 2f2 ` 3f3
‚ fpX2q “ p1, 4, 9q “ 1f1 ` 4f2 ` 9f3
‚ fpX3q “ p1, 8, 27q “ 1f1 ` 8f2 ` 27f3

On obtient donc

A “ MatB,C pfq “

¨

˝

1 1 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27

˛

‚

Pour calculer le rang, échelonnons la matrice :

rgpfq “ rgpAq “
L2ÐL2´L1
L3ÐL3´L1

rg

¨

˝

1 1 1 1
0 1 3 7
0 2 8 26

˛

‚

“
L3ÐL3´2L2

rg

¨

˝

1 1 1 1
0 1 3 7
0 0 2 12

˛

‚

“ 3
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Remarque : comme dimpR3q “ 3, on en déduit que f est surjective. Par le théorème du rang, on a dimpR3rXsq “

dimpKerpfqq ` rgpfq. Soit dimpKerpfqq “ 1.

Correction de l’exercice 20.

Correction de l’exercice 21. 1. La fonction f est bien à valeur dans E, de plus, la linéarité se montre
sans problème.

2. On rappelle que la base canonique de E est B “ pE1,1, E1,2, E2,1, E2,2q 1. De plus, fpE1,1q “ E1,1 ` E2,1,
fpE1,2q “ E1,2 ` E2,2, fpE2,1q “ E1,1 ` E2,1 et fpE1,2q “ E1,2 ` E2,2. Ainsi

MatBpfq “

¨

˚

˚

˝

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1

˛

‹

‹

‚

3. Soit M “

ˆ

a b
c d

˙

P M2pKq, en effectuant le produit AM , que M P Kerpfq si et seulement si a ` c “

b ` d “ 0 si et seulement si M “

ˆ

a b
´a ´b

˙

, si et seulement si M P vect
ˆˆ

1 0
´1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 ´1

˙˙

. Donc

une base de Kerpfq est
ˆˆ

1 0
´1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 ´1

˙˙

(ces deux matrices sont indépendantes).

On a donc un noyau de dimension 2, par le théorème du rang (f P L pM2pRqq et M2pRq est de dimension
finie, dimpM2pRqq “ 4), l’image de f est de dimension 2, il suffit donc de trouver deux matrices dans
l’image qui soient indépendantes. Considérons

fpE1,1q “

ˆ

1 0
1 0

˙

et fpE1,2q “

ˆ

0 1
0 1

˙

Une base de Impfq est
ˆˆ

1 0
1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 1

˙˙

Correction de l’exercice 22. 1. Comme ImpMq “ vect pC1, C2, . . . , Cnq, dimpvect pC1, C2, . . . , Cnqq “ 1,

où on a noté Cj la j-ième colonne de M . Considérons B “ pCq une base de ImpCq, C P Mp,1pKq “

¨

˚

˝

c1
...

cp

˛

‹

‚

.

Ainsi, pour tout j P rr 1 ; n ss, il existe ℓj P R tel que Cj “ ℓjC. Ainsi, pour tout i P rr 1 ; n ss, mi,j “ ℓjci.
Notons alors L “ pℓ1, ℓ2, . . . , ℓnq P Mn,1pRq. Remarquons que le produit C ˆ L est possible et que CL P

Mp,npRq et effectuons ce produit : à la i-ième ligne, j-ième colonne, par la formule du produit matriciel,
ciℓj “ mi,j . On a donc montré que M “ CL.

2. Si q ě 2, alors en prenant A “ E1,1 P Mp,qpRq et B “ E2,1 P Mq,npRq, alors AB “ δ1,2E1,1 “ 0p,n tandis
que A et B sont non nuls. Si jamais q “ 1, la question 3 va prouver que AB est nécessairement non nul.

3. Si C “

¨

˚

˝

c1
...

cp

˛

‹

‚

et L “
`

ℓ1 . . . ℓn

˘

. Comme L est non nul, il existe j P rr 1 ; n ss, tel que ℓj ‰ 0. De même,

il existe i P rr 1 ; n ss, tel que ci ‰ 0. Alors ℓjci ‰ 0 et c’est le coefficient de CL à la i-ième ligne, j-ième
colonne. Ainsi, CL est non nul. De plus, rgpCLq ď rgpCq ď 1 2. Comme CL est non nul, on a rgpCLq ą 0.
Dès lors, rgpCLq “ 1.

Correction de l’exercice 23.
1. On pourrait écrire les éléments de la base de B dans un autre ordre.
2. En effet, le rang d’un produit de deux matrices est inférieur ou égal au rang de chacune des deux matrices, et le rang d’une

matrice est inférieure ou égale à son nombre de lignes et à son nombre de colonne.
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Correction de l’exercice 24. Comme AB ´ A ´ B “ 0n, on a AB ´ A ´ B ` In “ In ce qui se factorise en
pA´InqpB´Inq “ In. Ceci suffit à garantie que A´In est inversible d’inverse, B´In, ainsi pB´InqpA´Inq “ In,
en développant, on a BA ´ A ´ B ` In “ In, ainsi, BA “ A ` B “ AB.

Correction de l’exercice 25. 1. trpInq “ n

2. Tout d’abord, pour tout M P MnpRq, trpMq P R. Donc tr : MnpRq Ñ R. Soit A “ pai,jq1ďiďn
1ďjďn

P MnpRq,

B “ pbi,jq1ďiďn
1ďjďn

P MnpRq, et λ P R. On pose C “ λA ` B “ pci,jq1ďiďn
1ďjďn

. Ainsi, ci,j “ λai,j ` bi,j , ainsi

trpλA ` Bq “ trpCq “

n
ÿ

i“1
ci,i “

n
ÿ

i“1
λai,i ` bi,i “ λ

n
ÿ

i“1
ai,i `

n
ÿ

i“1
bi,i “ λtrpAq ` trpBq

Ainsi, tr P L pMnpRq,Rq, tr est une forme linéaire sur MnpRq.
3. Montrons que Imptrq “ R, déjà Imptrq Ă R. Soit λ P R, alors λ “ trpλE1,1q avec (Ei,j matrice élémentaire).

Donc λ P Imptrq, ainsi R Ă Imptrq, Imptrq “ R. Une base de Impfq est p1q, rgpImpfqq “ 1. En appliquant
le théorème du rang à tr, on a dimpMnpKqq “ dimpKerptrqq ` rgpfq. Ainsi, dimpKerptrqq “ n2 ´ 1. Soit

M P Kerptrq, alors
n
ř

i“1
mi,i “ 0. Donc mn,n “ ´

n´1
ř

i“1
mi,i. Or,

M “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
mi,jEi,j

“

n
ÿ

i“1
mi,iEi,i `

ÿ

1ďi‰jďn

mi,jEi,j

“

n´1
ÿ

i“1
mi,iEi,i `

˜

´

n´1
ÿ

i“1
mi,i

¸

En,n `
ÿ

1ďi‰jďn

mi,jEi,j

“

n´1
ÿ

i“1
mi,ipEi,i ´ En,nq `

ÿ

1ďi‰jďn

mi,jEi,j

Ainsi, si on note G “ pEi,i ´ En,nq1ďiďn´1 Y pEi,jqi‰j . On obtient une famille de n2 ´ 1 matrices, et
M P vectpG q, on a donc Kerptrq Ă vectpG q. En remarquant que toutes les matrices de G sont de trace
nulle, ainsi G Ă Kerptrq. Comme, Kerptrq est un espace vectoriel, on obtient vectpG q Ă Kerptrq. Ainsi,
Kerptrq “ vectpG q. Dès lors, G est une famille génératrice de Kerptrq et possède pn ´ 1q ` pn2 ´ nq “

dimpKerptrqq éléments donc, G est une base de Kerptrq.
4. On note A “ pai,jq1ďiďn

1ďjďn
P MnpKq, B “ pbi,jq1ďiďn

1ďjďn
P MnpKq. On pose C “ AB “ pci,jq1ďiďn

1ďjďn
P MnpKq et

D “ BA “ pdi,jq1ďiďn
1ďjďn

. Alors pour tout pi, jq P rr 1 ; n ss2, ci,j “
n
ř

k“1
ai,kbk,j et di,j “

n
ř

p“1
bi,pap,j . Ainsi,

trpCq “

n
ÿ

i“1
ci,i “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1
ai,kbk,i et trpDq “

n
ÿ

k“1
dk,k “

n
ÿ

k“1

n
ÿ

i“1
bk,iai,k

En échangeant les deux sommes, on constate que trpDq “ trpCq. Dès lors, trpABq “ trpBAq.
5. Soit B et B1 deux bases de Rn. Notons A “ MatBpuq et A1 “ MatB1puq et P “ PBÑB1 la matrice de

passage de la base B vers B1. Alors d’après la formule de changement de base pour un endomorphisme :
A “ PA1P ´1 et

trpAq “ trpPA1P ´1q “ trppPA1qpP ´1qq “
3

trppP ´1qpPA1qq “ trppP ´1P qA1q “ trpA1q

Ainsi, quelque soit la base choisie, la trace de la matrice de u est toujours la même. On pose trpuq cette
valeur.
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6. Notons A “

ˆ

a b
c d

˙

. Soit x P R,

P pxq “

∣∣∣∣∣x ´ a ´b
´c x ´ d

∣∣∣∣∣ “ px´aqpx´dq´p´bqp´cq “ px´aqpx´dq´bc “ x2´pa`dqx`ad´bc “ x2´trpAqx`detpAq

Ainsi, P “ X2 ´ trpAqX ` detpAq

7. Comme p est une projection, on sait que E “ Imppq ‘ Kerppq. Soit B1 une base de Imppq et B2 une base
de Kerppq. Alors B “ B1 Y B2 est une base de E. Notons r “ rgppq “ dimpImppqq. Alors

A “ MatBppq “

˜

Ir 0n´r,r

0r,n´r 0n´r,n´r

¸

Alors trppq “ trpMatBpAqq “ r “ rgppq.
8. Posons A “ B “ In, alors trpABq “ trpInq “ n. Tandis que trpAqtrpBq “ trpInq2 “ n2. Or si n ‰ 1, n2 ‰ n.

Donc la propriété est fausse pour A “ B “ In, si n ě 2. Si n “ 1 (autrement dit, on a des matrices de taille
p1, 1q, ce qui n’est pas très intéressant), alors A “ paq, B “ pbq, et trpABq “ trpabq “ ab “ trpAqtrpBq.

Correction de l’exercice 26. 1. Soit pP, Qq P pRnrXsq2 et λ P R, alors par linéarité de la dérivation :

ϕpλP ` Qq “ XpλP ` Qq2 ` p1 ´ XqpλP ` Qq1 “ XpλP 2 ` Q2q ` p1 ´ XqpλP 1 ` Q1q

“ λpXP 2 ` p1 ´ XqP 1q ` pXQ2 ` p1 ´ XqQ1q “ λϕpP q ` ϕpQq

De plus,

d˝p1 ´ XqP 1 “ d˝p1 ´ Xq ` d˝P 1 ď 1 ` d˝P ´ 1 ď n et d˝XP 2 “ d˝X ` d˝P 2 ď 1 ` d˝P ´ 2 ď n ´ 1

Ceci prouve que XP 2 P RnrXs et p1´XqP 1 P RnrXs, comme RnrXs est un espace vectoriel, ϕpP q P RnrXs.
Ainsi, ϕ est un endomorphisme de RnrXs.

2. Notons B “ p1, X, ¨ ¨ ¨ , Xnq la base canonique de RnrXs et A “ MatBpφq. Alors, on sait que la j-ième
colonne de A contient les coordonnées de l’image de φ du j-ième vecteur de B. C’est-à-dire φpXj´1q.
Remarquons que φp1q “ 0, ainsi la première colonne de A contient que des 0. Fixons j P rr 2 ; n ` 1 ss :

φpXj´1q “ XpXj´1q2 ` p1 ´ XqpXj´1q1 “ X ˆ ppj ´ 1qpj ´ 2qXj´3q ` p1 ´ Xqpj ´ 1qXj´2

“ ´pj ´ 1qXj´1 ` pj ´ 1qXj´2pj ´ 2 ` 1q “ ´pj ´ 1qXj´1 ` pj ´ 1q2Xj´2

Ainsi, aj,j “ ´pj ´ 1q et aj´1,j “ pj ´ 1q2 et si i P rr 0 ; n ssztj, j ´ 1u, ai,j “ 0. Ainsi :

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ´1 4 . . . ...
... . . . ´2 . . . 0
... . . . . . . . . . n2

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ´n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

3. D’après le cours, on sait que Impϕq “ vectpϕp1q, ϕpXq, ϕpX2q, . . . , ϕpXnqq. De plus, ϕp1q “ 0, donc

Impϕq “ vectpϕpXq, ϕpX2q, . . . , ϕpXnqq

Or d’après la question précédente, d˝ϕpXiq “ i pour tout i P rr 1 ; n ss, ainsi, pϕpXq, ϕpX2q, . . . , ϕpXnqq est
une famille de polynômes non nuls dont les degrés sont deux à deux distincts, donc c’est une famille libre,
comme c’est aussi une famille génératrice de Impϕq on en conclut que c’est une base de Impϕq. Dès lors
rgpϕq “ dimpImpϕqq “ n.
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4. Soit j P rr 0 ; n ss, posons

Qj “ pϕ ` kIdEqpXjq “ ϕpXjq ` kXj “ ´jXj ` pj ´ 1q2Xj´1 ` kXj “ pk ´ jqXj ` pj ´ 1q2Xj´1

Si j ‰ k, alors d˝Qj “ j, par contre, si j “ k, alors d˝Qk “ k ´ 1. Ainsi, alors pQ0, Q1, . . . , Qk´1q est
une famille libre de polynôme de Rk´1rXs (car constituée de polynômes non nuls de degré deux à deux
distincts), comme cette famille a k éléments et que dimpRk´1rXsq “ k, pQ0, Q1, . . . , Qk´1q est une base
de Rk´1, donc Qk P vect pQ0, Q1, . . . , Qk´1q. Dès lors,

Impϕ ` kIdEq “ vect pQ0, Q1, . . . , Qnq “ vectpQ0, Q1, Q2, . . . , Qk´1, Qk`1, . . . , Qnq

À nouveau, la famille de polynômes non nuls de degré deux à deux distincts pQ0, Q1, Q2, . . . , Qk´1, Qk`1, . . . , Qnq

est libre, donc c’est une base de l’image, ainsi dimpImpϕ ` kIdEqq “ n. Par le théorème du rang,
dimpkerpϕ ` kIdEqq “ 1 prouvant que ϕ ` kIdE n’est pas injective (son noyau n’est pas réduit au vecteur
nul).

5. Comme dimpkerpϕ ` kIdEqq “ 1, il existe P P RnrXs tel que pP q soit une base de kerpϕ ` kIdEq. P n’est
pas le polynôme nul, car il est dans une famille libre, ainsi, en notant c son coefficient dominant, et en
notant que kerpϕ ` kIdEq est un espace vectoriel, Pk “

1
c

P P kerpϕ ` kIdEq. ainsi ϕpPkq ` kPk “ 0, dès
lors ϕpPkq “ ´kPk.
Soit Q un polynôme unitaire tel que ϕpQq “ ´kQ, alors pϕ ` kIdEqpQq “ 0, donc Q P kerpϕ ` kIdEq. Par
conséquent, Pk et Q sont deux polynômes appartenant au même espace vectoriel de dimension 1, dès lors,
Pk et Q sont colinéaires, comme ils sont non nuls, on peut en déduire qu’il existe λ P R tel que Q “ λPk

comme Pk est unitaire, le coefficient dominant de Q est λ, mais Q est unitaire, donc λ “ 1. Ceci provue
que Q “ Pk d’où l’unicité.

6. Notons d “ d˝Pk, comme Pk est unitaire de degré d, Pk
1 est de degré d ´ 1 et de coefficient dominant

d, ainsi p1 ´ XqP 1 est de degré d de coefficient dominant ´d, quand on rajoute XP 2 de degré d ´ 1, on
obtient que ϕpPkq est un polynôme de degré d et de coefficient dominant ´d. Or ϕpPkq “ ´kPk a pour
coefficient dominant ´k, dès lors ´d “ ´k et d˝Pk “ d “ k.

7. ‚ On sait que P0 est un polynôme unitaire de degré 0, donc P0 “ 1.
‚ On sait que P1 est un polynôme unitaire de degré 1, donc P1 “ X ` a. De plus,

ϕpP1q “ ϕpXq ` aϕp1q “ 1 ´ X ` 0 “ ´P1 “ ´X ´ a

. Par identification ´a “ 1 et P1 “ X ´ 1.
‚ En utilisant la linéaire de ϕ :

ϕpX2 ´ 4X ` 2q “ ϕpX2q ´ 4ϕpXq ` ϕp2q “ p´2X2 ` 4Xq ´ 4p1 ´ Xq ` 0 “ ´2pX2 ´ 4X ` 2q

Ainsi, Q “ X2 ´ 4X ` 2 est un polynôme unitaire tel que ϕpQq “ ´2Q, par unicité de P2, P2 “

X2 ´ 4X ` 2.
8. Comme, pour tout k P rr 0 ; n ss, d˝Pk “ k, B1 est une famille de polynômes non nuls de RnrXs dont les

degrés sont deux à deux distincts, ainsi B1 est une famille libre de RnrXs. De plus, dimpRnrXsq “ n`1 “

|B1|. Ainsi, B1 est une base de RnrXs.
9. Pour tout k P rr 0 ; n ss, ϕpPkq “ ´kPk, ainsi ϕpPkq se décompose dans la base B1 avec toutes les coordonnées

qui sont nulles sauf celle devant Pk qui vaut ´k. Ainsi,

D “ MatB1pϕq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ´1 0 . . . ...
... . . . ´2 . . . 0
... . . . . . . . . . 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ´n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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10. En notant P “ PBÑB1 la matrice de passage de B à B1, on sait que A “ PDP ´1.

Correction de l’exercice 27. 1. soit M P H, alors il existe pA, Bq P H2 tel que M “ AB ´ BA, alors
trpMq “ trpAB ´ BAq “ trpABq ´ trpBAq “ trpABq ´ trpABq “ 0 (en effet, la trace est linéaire et
trpABq “ trpBAq) donc M P Kerptrq. Ainsi, H Ă Kerptrq.

2. Notons Ppnq : «Si M P Kerptrq, alors M est semblable à une matrice de N».
‚ Pour n “ 1, si M P Kerptrq, alors M “ p0q P N ainsi, Pp1q est vraie.
‚ Soit n P N˚. Supposons Ppnq vraie. Soit M P Mn`1pKq tel que trpMq “ 0 si M “ λIn`1 pour

un certain λ P K, alors trpMq “ λtrpIn`1q “ pn ` 1qλ “ 0 donc λ “ 0, ainsi M “ 0n P N . Si
M R vectpIn`1q alors M est la matrice d’un endomorphisme noté f dans une base B d’un espace
vectoriel E. Comme M R vectpIn`1q, f n’est pas une homothétie, ainsi, il existe x P E tel que px, fpxqq

soit libre. On complète alors en une base B1 “ pe1, e2, . . . , en`1q de E, avec en “ fpxq et 3 en`1 “ x
Ainsi,

M 1 “ MatB1pfq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
0
1
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

En effet, si on calcule l’image du dernier vecteur de B par f cela donne :

fpen ` 1q “ fpxq “ 0e1 ` 0e2 ` 0en´1 ` 1en ` 0en`1

Notons M̃ P Mn,npKq la matrice formée de M 1 auquel on retire la dernière ligne et la dernière colonne.

Ainsi, on peut écrire M 1 “

˜

M̃ C

L 0

¸

où L est la dernière ligne de M 1 sans le 0 en bas à droite et C la

dernière colonne de M 1 sans le 0 en bas à droite. Par la formule de changement de base, M “ PM 1P ´1

où P “ PBÑB1 , ainsi,

0 “ trpMq “ trpPM 1P ´1q “ trpM 1P ´1P q “ trpM 1q “

n`1
ÿ

k“1
M 1

k,k “

n
ÿ

k“1
M̃k,k ` M 1

n`1,n`1 “ trpM̃q ` 0

Ainsi, trpM̃q “ 0. Remarquons que M̃ contient les coordonnées des vecteurs de fpe1q, fpe3q, . . . , fpenq

à l’exception de celle en en`1. Notons F “ vectpfpxq, e3, . . . , en`1q, alors E ‘F . Notons π la projection
sur F parallèlement à vectpxq. Ainsi, pour ej P rr 1 ; n ss

fpejq “

n`1
ÿ

k“1
M 1

k,jek “

n
ÿ

k“1
M 1

k,jek

looooomooooon

PF

` M 1
n`1,jen`1

looooomooooon

Pvectpxq

alors
πpfpejqq “

n
ÿ

k“1
M 1

k,jek

Ainsi, M̃ “ Matpe1,...,enqpπ ˝ fq. En appliquant Ppnq à M̃ P MnpKq, M̃ est semblable à une matrice,
notée A, ayant des zéros sur la diagonale. Ainsi, A est la matrice de π ˝ f dans une autre base de F ,
il existe B2 base de F tel que MatB2pπ ˝ fq “ A. Notons B3 “ B2 Y pxq Montrons que B3 est une
base de E. En effet, B2 est libre et x R F “ vectpB2q, dès lors B3 est libre et |B3| “ |B2| ` 1 “

dimpF q ` 1 “ n ` 1 “ dimpEq. Comme fpen`1q P F , la coordonnée devant en`1 de fpen`1q dans B3

est nulle.

Dès lors, B “ MatB3pfq “

˜

A C 1

L1 0

¸

n’a que des zéros sur la diagonale. Par changement de base, M

est semblable à B une matrice ayant des zéros sur la diagonale.

3. On met ces vecteurs à la fin pour plus de commodité
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Donc Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout n P N˚, Ppnq est vraie.
3. Soit M P N . Vérifions que MD ´ DM P N . Soit i P rr 1 ; n ss, alors

pMD ´ DMqi,i “ pMDqi,i ´ pDMqi,i “

n
ÿ

k“1
Mi,kDk,i ´

n
ÿ

k“1
Di,kMk,i “ Mi,iDi,i ´ Di,iMi,i “ 0

Ainsi ϕ : N Ñ N . Soit pA, Bq P N2 et λ P K, alors

ϕpλA ` Bq “ pλA ` BqD ´ DpλA ` Bq “ λpAD ´ DAq ` BD ´ DB “ λϕpAq ` ϕpBq

Ainsi, ϕ P L pNq. Soit M P Kerpϕq. Alors MD “ DM . Pour tout pi, jq P rr 1 ; n ss, alors pMDqi,j “ pDMqi,j

Donc
n

ÿ

k“1
Mi,kDk,j “

n
ÿ

k“1
Di,kMk,j

donc Mi,jDj,j “ Di,iMi,j Soit pj ´ iqMi,j “ 0, si i “ j, alors comme M P N , Mi,j “ 0, si i ‰ j alors, par
ce qui précède, Mi,j “ 0. Ainsi, M “ 0n. Donc Kerpϕq “ t0nu. L’endomorphisme ϕ est donc injectif de
plus, N est un sous-espace vectoriel de MnpKq donc de dimension finie. Dès lors, ϕ est un automorphisme
de N .

4. Soit M P Kerptrq, alors d’après la question 2, il existe M 1 P N et P une matrice inversible telle que
M “ PM 1P ´1, comme M 1 P N , d’après la question 3, il existe A P N tel que A “ ϕpM 1q “ M 1D ´ DM 1

Dès lors,

M “ P pM 1D ´ DM 1qP ´1 “ PM 1DP ´1 ´ PDM 1P ´1 “
`

PM 1P ´1˘ `

PDP ´1˘

´
`

PDP ´1˘ `

PM 1P ´1˘

Ceci montre que M P H donc Kerptrq Ă H, finalement 4 H “ Kerptrq.

Correction de l’exercice 28. 1. Soit BF “ pe1, e2, . . . , epq une base de F que l’on complète en une base
de E, B “ pe1, e2, . . . , enq.

@x P E D! pλ1, λ2, . . . , λnq P Kn x “

n
ÿ

i“1
λiei

Soit i P rr 1 ; n ss, on note φi : x ÞÑ λi. De sorte que pour tout x P E, x “
n
ř

i“1
φipxqei. On remarque que

φi P E‹ et que φi est non nulle (φipeiq “ 1). Montrons que F “
Şn

i“p`1 Kerpφiq :

‚ Soit x P F , alors x “
p
ř

i“1
λixi “

p
ř

i“1
λixi `

n
ř

i“p`1
0xi. Par unicité de la décomposition dans la base B, on

en déduit que φipxq “ 0 si i ě p ` 1. Donc x P Kerpφiq pour tout i ě p ` 1. Ainsi x P
Şn

i“p`1 Kerpφiq.

‚ Soit x P
Şn

i“p`1 Kerpφiq. Alors pour tout i ě p`1, φipxq “ 0. Donc x “
n
ř

i“1
φipxqei “

p
ř

i“1
φipxqei `0E P

F
En notant Hi “ Kerpφiq, Hi est un hyperplan de E (car φi est une forme linéaire non nulle) et F “
Şn

i“p`1 Hi est l’intersection de n ´ p hyperplans.
2. Soit φi P E‹ telle que Kerpφiq “ Hi pour tout i P rr 1 ; p ss. Soit B “ pe1, e2, . . . , enq une base de E, on

note Li “ MatBpφiq P M1,npKq. On note :

M “

¨

˚

˚

˚

˝

L1
L2
...

Lp

˛

‹

‹

‹

‚

P Mp,npKq

4. Au passage, cela montre que H est un sous-espace vectoriel ce qui n’était pas évident au départ, c’est un des seuls exemples,
si ce n’est le seul que je connaisse où il n’est pas évident de montrer que quelque chose est un sous-espace vectoriel.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, TD16 12

devilliers.loic@gmail.com


De plus, soit x P E, on note X “ MatBpxq, alors x P
Şp

i“1 Hi si et seulement si φipxq pour tout i P rr 1 ; p ss

si et seulement si LiX “ 0 pour tout i P rr 1 ; p ss si et seulement si MX “ 0. Ainsi la dimension de
Şp

i“1 Hi

est égale à la dimension de KerpMq. D’après le théorème du rang 5 :

dim
˜

p
č

i“1
Hi

¸

“ dimpKerpMqq “ n ´ ImpMq ě n ´ p

5. On remarque que par cette méthode, on peut même calculer la dimension de l’intersection, en calculant précisément le rang
et non en le majorant.
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