
Correction de l’exercice 1. 1. 0 (C3 Ð C3 ´ C2 ` C1)
2. 0 (C3 Ð C3 ` 2C1)
3. apd ´ cqpc ´ bqpb ´ aq (C4 Ð C4 ´ C3)
4. 0 (L3 Ð L3 ` L2 ´ pa ` b ` cqL1)
5. pc ´ bqpb ´ aqpc ´ aq, (C3 Ð C3 ´ C2, puis C2 Ð C2 ´ C1)

Correction de l’exercice 2. Soit x P R∣∣∣∣∣∣∣
x ` 2 2x ` 3 3x ` 4
2x ` 3 3x ` 4 4x ` 5
3x ` 5 5x ` 8 10x ` 7

∣∣∣∣∣∣∣ “
L2ÐL2´L1

∣∣∣∣∣∣∣
x ` 2 2x ` 3 3x ` 4
x ` 1 x ` 1 x ` 1
3x ` 5 5x ` 8 10x ` 7

∣∣∣∣∣∣∣ “
C2ÐC2´C1
C3ÐC3´C1

∣∣∣∣∣∣∣
x ` 2 x ` 1 2x ` 2
x ` 1 0 0
3x ` 5 2x ` 3 7x ` 2

∣∣∣∣∣∣∣
On développe alors sur la deuxième ligne, ainsi

P pxq “ p´1q1`2px ` 1q

∣∣∣∣∣ x ` 1 2x ` 2
2x ` 3 7x ` 2

∣∣∣∣∣ “
C2ÐC2´2C1

´px ` 1q

∣∣∣∣∣ x ` 1 0
2x ` 3 3x ´ 4

∣∣∣∣∣ “ ´px ` 1q2p3x ´ 4q

Correction de l’exercice 3.

Correction de l’exercice 4. Si θ n’est pas un multiple de kπ, Dn “
sinppn ` 1qθq

sinpθq
. Si θ “ kπ avec k P Z, alors Dn “ pn ` 1qp´1qk.

Correction de l’exercice 5. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/GjmkkFCskAA

Correction de l’exercice 6.

Correction de l’exercice 7.

Correction de l’exercice 8.

Correction de l’exercice 9.

detpAnq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 . . . 1 1
1 2 2 2 . . . 2 2
1 2 3 3 . . . 3 3
1 2 3 4 . . . 4 4
...

...
...

...
...

...
1 2 3 4 . . . n ´ 1 n ´ 1
1 2 3 4 . . . n ´ 1 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“

CnÐCn´Cn´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 . . . 1 0
1 2 2 2 . . . 2 0
1 2 3 3 . . . 3 0
1 2 3 4 . . . 4 0
...

...
...

...
...

...
1 2 3 4 . . . n ´ 1 0
1 2 3 4 . . . n ´ 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“ p´1qn`n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 . . . 1
1 2 2 2 . . . 2
1 2 3 3 . . . 3
1 2 3 4 . . . 4
...

...
...

...
...

1 2 3 4 . . . n ´ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“ detpAn´1q

Ainsi, pdetpAnqqnPN˚ est une suite constante, or A1 “ p1q donc detpA1q “ 1. Par conséquent, pour tout n P N˚, detpAnq “ 1

Correction de l’exercice 10.
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Correction de l’exercice 11. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/TuNMVQi3nYk

Correction de l’exercice 12.

Correction de l’exercice 13. Posons l’hypothèse de récurrence Ppnq : «V pa1, a2, . . . , anq “
ś

1ďiăjďn
paj ´ aiq».

‚ Initialisation : si n “ 1, alors V pa1q “

∣∣∣1∣∣∣ “ 1. De plus, par convention, un produit vide vaut 1, ainsi
ś

1ďiăjď1
paj ´ aiq “ 1, donc Pp1q est

vraie. 1

‚ Hérédité : soit n P N˚ 2, supposons que Ppnq soit vraie. Soit pa1, a2, . . . , an`1q P Kn`1. Alors, distinguons les cas :
— S’il existe pk, ℓq P rr 1 ; n ` 1 ss2 avec k ‰ ℓ, tel que ak “ aℓ, alors la k-ième ligne et la ℓ-ième ligne sont égales et donc comme le déterminant

est alternée en les lignes, V pa1, a2, . . . , an`1q “ 0, tout comme
ś

1ďiăjďn`1
paj ´ aiq (un terme nul dont le produit), la formule à démontrer

est donc vraie dans ce cas.
— Si les ak sont deux à deux distincts. Étudions

f : x ÞÑ V pa1, a2, . . . , an, xq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a1
2 ¨ ¨ ¨ a1

n

1 a2 a2
2 ¨ ¨ ¨ a2

n

...
...

...
...

...
...

...
...

1 an an
2 ¨ ¨ ¨ an

n

1 x x2 ¨ ¨ ¨ xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n`1

Développons par rapport à la n`1-ième ligne, alors fpxq “
n`1
ř

j“1
p´1qn`1`jxj´1∆n`1,j , où ∆n`1,j est le mineur d’indice pn`1, jq. Remarquons,

que ∆n`1,j est une constante (ne dépend pas de x), ainsi f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à n. De plus, le coefficient
devant xn vaut p´1qn`1`n`1∆n`1,n`1 “ V pa1, a2, . . . , anq “

ś

1ďiăjďn
paj ´ aiq ‰ 0 (produit de nombres non nuls). Ainsi, f est de degré n et

le coefficient dominant de f vaut V pa1, a2, . . . , anq. De plus, fpaiq “ 0 pour i P rr 1 ; n ss (les i-ième et n`1-ième lignes sont identiques). On a
donc trouvé n racines distinctes, comme le degré de f est n, on peut donc écrire 3 que, pour tout x P K, fpxq “ V pa1, a2, . . . , anq

n
ś

i“1
px´aiq.

Pour x “ an`1, on trouve que

V pa1, a2, . . . , an`1q “ fpan`1q “ V pa1, a2, . . . , anq ˆ
ź

1ďiďn

pan`1 ´ aiq “
ź

1ďiăjďn

paj ´ aiq ˆ
ź

1ďiďn

pan`1 ´ aiq “
ź

1ďiăjďn`1
paj ´ aiq

1. Si on n’aime pas les produits vides, faisons une initialisation à n “ 2 : V pa1, a2q “

∣∣∣∣1 a1
1 a2

∣∣∣∣ “ a2 ´ a1 “
ś

1ďiăjď2
paj ´ aiq donc Pp2q est vraie.

2. Il faut prendre n ě 2, si on fait l’initialisation à n “ 2.
3. Lorsque l’on a un polynôme de degré n et n racines comptées avec multiplicité, on peut le factoriser mais il ne faut pas oublier le coefficient dominant à mettre devant le

produit.
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Ainsi, Ppn ` 1q est vraie.
Par récurrence, pour tout n P N˚, Ppnq est vraie.

Correction de l’exercice 14. Pour n P N, définissons la propriété de récurrence : 4

Ppnq : @pa1, . . . , anq P Kn V pa1, a2, . . . , anq “
ź

1ďiăjďn

paj ´ aiq

‚ Initialisation : si n “ 1, alors pour tout a1 P K, V pa1q “

∣∣∣1∣∣∣. Comme, par convention, un produit vide vaut toujours 1,
ś

1ďiăjď1
paj ´ aiq “ 1.

Ainsi, Pp1q est vraie. 5

‚ Hérédité : soit n P N˚ 6, supposons que Ppnq soit vraie. Soit pa1, a2, . . . , an`1q P Kn`1. Calculons le déterminant de V pa1, a2, . . . , an`1q en
faisant des opérations sur les colonnes pour faire apparaître le maximum de zéros sur la dernière ligne :

V pa1, a2, . . . , an`1q “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a1
2 ¨ ¨ ¨ a1

j ¨ ¨ ¨ a1
n´1 a1

n

1 a2 a2
2 ¨ ¨ ¨ a2

j ¨ ¨ ¨ a2
n´1 a2

n

...
...

...
...

...
...

1 ai ai
2 ¨ ¨ ¨ ai

j ¨ ¨ ¨ ai
n´1 ai

n

...
...

...
...

...
...

1 an an
2 ¨ ¨ ¨ an

j ¨ ¨ ¨ an
n´1 an

n

1 an`1 an`1
2 ¨ ¨ ¨ an

j ¨ ¨ ¨ an`1
n´1 an`1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rn`1s

Notons pour plus de simplicité V “ V pa1, a2, . . . , an`1q. Remarquons que le terme en ai
j est la i-ième ligne et la j ` 1-ième colonne. En

effectuant Cn`1 Ð Cn`1 ´ an`1Cn, il vient

V “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a1
2 ¨ ¨ ¨ a1

j ¨ ¨ ¨ a1
n´1 a1

n´1pa1 ´ an`1q

1 a2 a2
2 ¨ ¨ ¨ a2

j ¨ ¨ ¨ a2
n´1 a2

n´1pa2 ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 ai ai
2 ¨ ¨ ¨ ai

j ¨ ¨ ¨ ai
n´1 ai

n´1pai ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 an an
2 ¨ ¨ ¨ an

j ¨ ¨ ¨ an
n´1 an

n´1pan ´ an`1q

1 an`1 an`1
2 ¨ ¨ ¨ an`1

j ¨ ¨ ¨ an`1
n´1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rn`1s

Puis on effectue Cn Ð Cn ´ an`1Cn´1, on a

4. Ce qui suit va être très (trop) détaillé, cela a juste pour but de bien tout expliciter.

5. Si on n’aime pas les produits vides, faisons une initialisation à n “ 2, pour tout pa1, a2q P K2, V pa1, a2q “

∣∣∣∣1 a1
1 a2

∣∣∣∣ “ a2 ´ a1 “
ś

1ďiăjď2
paj ´ aiq donc Pp2q est vraie.

6. Il faut prendre n ě 2, si on fait l’initialisation à n “ 2.
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V “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a1
2 ¨ ¨ ¨ a1

j ¨ ¨ ¨ a1
n´2pa1 ´ an`1q a1

n´1pa1 ´ an`1q

1 a2 a2
2 ¨ ¨ ¨ a2

j ¨ ¨ ¨ a2
n´2pa2 ´ an`1q a2

n´1pa2 ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 ai ai
2 ¨ ¨ ¨ ai

j ¨ ¨ ¨ ai
n´2pai ´ an`1q ai

n´1pai ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 an an
2 ¨ ¨ ¨ an

j ¨ ¨ ¨ an
n´2pan ´ an`1q an

n´1pan ´ an`1q

1 an`1 an`1
2 ¨ ¨ ¨ an

j ¨ ¨ ¨ 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rn`1s

Puis après avoir modifié successivement les colonnes Cn`1, Cn etc, on modifie la colonne Cj`1 par Cj`1 Ð Cj`1 ´ an`1Cj , on obtient

V “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a1
2 ¨ ¨ ¨ a1

j´1pa1 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a1
n´2pa2 ´ an`1q a1

n´1pa1 ´ an`1q

1 a2 a2
2 ¨ ¨ ¨ a2

j´1pa2 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a2
n´2pa2 ´ an`1q a2

n´1pa2 ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 ai ai
2 ¨ ¨ ¨ ai

j´1pai ´ an`1q ¨ ¨ ¨ ai
n´2pai ´ an`1q ai

n´1pai ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 an an
2 ¨ ¨ ¨ an

j´1pan ´ an`1q ¨ ¨ ¨ an
n´2pan ´ an`1q an

n´1pan ´ an`1q

1 an`1 an`1
2 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rn`1s

Après avoir traité toutes les colonnes jusqu’à la quatrième, on effectue C3 Ð C3 ´ an`1C3, on obtient

V “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a1pa1 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a1
j´1pa1 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a1

n´2pa1 ´ an`1q a1
n´1pa1 ´ an`1q

1 a2 a2pa2 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a2
j´1pa2 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a2

n´2pa2 ´ an`1q a2
n´1pa2 ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 ai aipai ´ an`1q ¨ ¨ ¨ ai
j´1pai ´ an`1q ¨ ¨ ¨ ai

n´2pai ´ an`1q ai
n´1pai ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 an anpan ´ an`1q ¨ ¨ ¨ an
j´1pan ´ an`1q ¨ ¨ ¨ an

n´2pan ´ an`1q an
n´1pan ´ an`1q

1 an`1 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rn`1s

Finalement, effectuons C2 Ð C2 ´ an`1C1, on a alors
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V “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 ´ an`1 a1pa1 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a1
j´1pa1 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a1

n´2pa1 ´ an`1q a1
n´1pa1 ´ an`1q

1 a2 ´ an`1 a2pa2 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a2
j´1pa2 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a2

n´2pa2 ´ an`1q a2
n´1pa2 ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 ai ´ an`1 aipai ´ an`1q ¨ ¨ ¨ ai
j´1pai ´ an`1q ¨ ¨ ¨ ai

n´2pai ´ an`1q ai
n´1pai ´ an`1q

...
...

...
...

...
...

1 an ´ an`1 anpan ´ an`1q ¨ ¨ ¨ an
j´1pan ´ an`1q ¨ ¨ ¨ an

n´2pan ´ an`1q an
n´1pan ´ an`1q

1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rn`1s

On a alors la dernière ligne avec quasiment que des zéros, on va donc développer notre déterminant par rapport à cette ligne 7.

V “ 1ˆp´1qpn`1q`1ˆ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 ´ an`1 a1pa1 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a1
j´1pa1 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a1

n´2pa1 ´ an`1q a1
n´1pa1 ´ an`1q

a2 ´ an`1 a2pa2 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a2
j´1pa2 ´ an`1q ¨ ¨ ¨ a2

n´2pa2 ´ an`1q a2
n´1pa2 ´ an`1q

...
...

...
...

...
ai ´ an`1 aipai ´ an`1q ¨ ¨ ¨ ai

j´1pai ´ an`1q ¨ ¨ ¨ ai
n´2pai ´ an`1q ai

n´1pai ´ an`1q

...
...

...
...

...
an ´ an`1 anpan ´ an`1q ¨ ¨ ¨ an

j´1pan ´ an`1q ¨ ¨ ¨ an
n´2pan ´ an`1q an

n´1pan ´ an`1q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rns

`0ˆp´1qpn`1q`2ˆ. . .

Par linéarité du déterminant on peut factoriser par ai ´ an`1 dans la ligne i, on obtient alors

V “ p´1qn ˆ

n
ź

i“1
pai ´ an`1q ˆ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 ¨ ¨ ¨ a1
j´1 ¨ ¨ ¨ a2

n´2 a1
n´1

1 a2 ¨ ¨ ¨ a2
j´1 ¨ ¨ ¨ a2

n´2 a2
n´1

...
...

...
...

...
1 ai ¨ ¨ ¨ ai

j´1 ¨ ¨ ¨ ai
n´2 ai

n´1

...
...

...
...

...
1 an ¨ ¨ ¨ an

j´1 ¨ ¨ ¨ an
n´2 an

n´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rns

On reconnaît alors l’expression du déterminant de Vandermonde de taille n, on peut donc utiliser l’hypothèse de récurrence et en déduire que

V pa1, a2, . . . , an`1q “ 1 ˆ p´1qn ˆ

n
ź

i“1
pai ´ an`1q ˆ V pa1, a2, . . . , anq “

n
ź

i“1
pan`1 ´ aiq

ź

1ďiăjďn

paj ´ aiq “
ź

1ďiăjďn`1
paj ´ aiq

On a donc montré que pour tout n P N‹, Ppnq ùñ Ppn ` 1q.
‚ Conclusion :

@n P N˚ @pa1, . . . , anq P Kn V pa1, a2, . . . , anq “
ź

1ďiăjďn

paj ´ aiq

7. Je vous conseille donc de réviser cette formule de développement par rapport à une ligne ou une colonne, en particulier la règle des signes.
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Correction de l’exercice 15.

Correction de l’exercice 16. 1. M est antisymétrique, donc M “ ´MT , donc en utilisant la formule detpλAq “ λn detpAq, on obtient detpMq “

detp´MT q “ p´1qn detpMT q. De plus, d’après le cours, une matrice et sa transposée ont même déterminant. Donc detpMq “ p´1qn detpMq.
Enfin, n est impair, donc p´1qn “ ´1. Donc, detpMq “ ´ detpMq. Ainsi, 2 detpMq “ 0. Dès lors, detpMq “ 0.

2. Supposons que M2 “ ´In, alors detpM2q “ detp´Inq. Donc detpMq2 “ p´1qn detpInq. Dès lors, p´1qn “ detpMq2 ě 0, donc n est pair. On a
donc detpMq2 “ 1, ainsi detpMq “ 1 ou detpMq “ ´1. Les valeurs possibles de detpMq sont donc 1 et ´1.

3. Comme MN ` NM “ 0n, MN “ ´NM , ainsi detpMNq “ detp´NMq “ p´1qn detpNMq. Or le déterminant du produit de deux matrices est
égal au produit des déterminants des matrices. Ainsi, detpMq detpNq “ p´1qn detpNq detpMq. Comme les matrices M et N sont inversibles,
leur déterminant est non nul, ainsi 1 “ p´1qn. Par conséquent n est pair.

4. Soit N une matrice nilpotente de MnpKq, il existe p P N tel que Np “ 0n. Ainsi, detpNpq “ detp0nq “ 0. Comme le déterminant du produit
est égal au produit des déterminants, on a detpNqp “ 0. Ainsi, nécessairement, detpNq “ 0. En conclusion, une matrice nilpotente n’est jamais
inversible.

Correction de l’exercice 17.

Correction de l’exercice 18.

Correction de l’exercice 19. rgpABq ď rgpAq ď p ă n, comme AB P MnpRq, on en déduit que AB n’est pas inversible, donc detpABq “ 0.

Correction de l’exercice 20.

Correction de l’exercice 21.

Correction de l’exercice 22.

Correction de l’exercice 23.

Correction de l’exercice 24.

Correction de l’exercice 25. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/mGQ2hGmh-_8

Correction de l’exercice 26.

Correction de l’exercice 27.

Correction de l’exercice 28. Posons F “ pX2, XpX ´ 1q, pX ´ 1q2q et B la base canonique de R2rXs. Alors A “ MatBpF q “

¨

˝

0 0 1
0 ´1 ´2
1 1 1

˛

‚.

Ainsi, en développant par rapport à la première colonne, on obtient, detpAq “ p´1q3`1 ˆ 1 ˆ

∣∣∣∣∣ 0 1
´1 ´2

∣∣∣∣∣ “ 1 ‰ 0. Ainsi, detBpF q “ 1. Dès lors, F est

une base de R2rXs.
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Correction de l’exercice 29. On note B la base canonique de R3 et F “ pe1, e2, e3q. On calcule MatBpF q :

A “

¨

˝

1 1 1
cospaq cospbq cospcq

cos2paq cos2pbq cos2pcq

˛

‚

On calcule 8 alors detpAq :

detpAq “
C2ÐC2´C1
C3ÐC3´C1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

cospaq cospbq ´ cospaq cospcq ´ cospaq

cos2paq pcospbq ´ cospaqqpcospbq ` cospaqq pcospcq ´ cospaqqpcospcq ` cospaqq

∣∣∣∣∣∣∣
“ p´1q1`1 ˆ 1

∣∣∣∣∣ cospbq ´ cospaq cospcq ´ cospaq

pcospbq ´ cospaqqpcospbq ` cospaqq pcospcq ´ cospaqqpcospcq ` cospaqq

∣∣∣∣∣
“ pcospbq ´ cospaqqpcospcq ´ cospaqq

∣∣∣∣∣ 1 1
cospbq ` cospaq cospcq ` cospaq

∣∣∣∣∣
“ pcospbq ´ cospaqqpcospcq ´ cospaqqpcospcq ´ cospbqq

Ainsi, F est une base si et seulement si pcospbq ´ cospaqqpcospcq ´ cospaqqpcospcq ´ cospbqq. On en déduit donc que F est une base si et seulement si

b ı a r2πs b ı ´a r2πs c ı a r2πs c ı ´a r2πs c ı b r2πs et c ı ´b r2πs

8. Ce calcul est en fait inutile si on reconnaît un déterminant de Vandermonde.
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