
DS7

27 Avril 2024

La calculatrice est interdite. L’usage de tout document est interdit. La rigueur, le soin, la présentation seront
fortement pris en compte dans la notation. Les résultats de chaque question seront encadrés. Vous pouvez
faire les exercices dans l’ordre qui vous plaît, mais veuillez bien indiquer le numéro de l’exercice.
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Le développement personnel limité, c’est bon pour la santé !

1. Calculer le DL3p0q de f : x ÞÑ sinplnp1 ` xqq.
2. Donner l’équation de la tangente de f en 0 ainsi que la position relative de f par rapport à cette

tangente au voisinage de 0.
3. Donner la valeur de f pkqp0q pour k P rr 0 ; 3 ss.

Diagonalisation : passage obligé par la base

Soient M “

¨

˝

2 1 ´7
0 3 0
0 0 3

˛

‚P M3pKq, fM l’application canoniquement associée à M et B la base canonique

de R3 “ M3,1pKq.

1. Déterminer le rang de M ´ 2I3 et le rang de M ´ 3I3.
2. Déterminer une base de KerpM ´ 2I3q et une base de KerpM ´ 3I3q.
3. Démontrer que la concaténation des deux bases trouvées à la question précédente est une base

de M3,1pKq notée B1.
4. En déduire l’existence de P P GL3pRq et D P M3pRq diagonale telle que M “ PDP ´1. Expliciter P

et D mais pas P ´1.

Décathlon, à fond la forme linéaire !

Soit n P N˚. On note E “ R2nrXs l’espace vectoriel des polynômes de degrés inférieurs ou égaux à 2n. Pour
tout k P rr 0 ; 2n ss, on note ek “ Xk et B “ pe0, e1, . . . , e2nq. Soit L l’application définie sur E par :

@P P E LpP q “

ż 1

´1
P ptq dt

1. Montrer que L est une forme linéaire sur E.
2. Déterminer Lpekq pour tout k P rr 0 ; 2n ss.
3. Déterminer les dimensions de ImpLq et de KerpLq.
4. Prouver qu’il existe une base U , que l’on ne cherchera pas à expliciter, de KerpLq dont le premier

vecteur est e1.
5. Montrer que E “ vectpe0q ‘ KerpLq.

Soit λ P R. On considère l’application Tλ définie sur E par :

@P P E TλpP q “ P ` λLpP qX

6. Vérifier que Tλ est un endomorphisme de E.
7. Déterminer la matrice de Tλ dans une base adaptée à E “ vectpe0q ‘ KerpLq.
8. Démontrer que Tλ est un automorphisme de E.
9. Pour tout pα, βq P R2, calculer Tα ˝ Tβ.

10. Déterminer Tλ
´1.
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Du disco pour aller dans C !

Dans ce problème, on travaille dans le C-espace vectoriel E “ M2pCq. On pose f :

$

’

&

’

%

M2pCq ÝÑ C
ˆ

a b
c d

˙

ÞÝÑ a ` d
.

Généralités

1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer une base du noyau de f .
3. Donner la matrice de f dans les bases canoniques de M2pCq et C.
4. On pose G “ vectpI2q, montrer que G et Kerpfq sont supplémentaires dans E.

5. On note p la projection sur G parallèlement à Kerpfq. Soit M “

ˆ

a b
c d

˙

, donner l’expression de ppMq.

6. Déterminer la matrice de p dans la base canonique de M2pRq.
7. Soit pA, Bq P M2pCq2, montrer que fpABq “ fpBAq.
8. Est-ce que pour tout pA, Bq P M2pCq2, fpABq “ fpAqfpBq ?

Études des matrices de la forme AB ´ BA

On note E “
␣

AB ´ BA, pA, Bq P E2( “
␣

C P E | DpA, Bq P E2 C “ AB ´ BA
(

.
9. Montrer que E Ă Kerpfq.

10. Est-ce que I2 P E ? Justifier votre réponse.
11. Soit pA, Bq P E2, on suppose que AB ´ BA “ αA avec α P C˚. Montrer que pour tout p P N,

ApB ´ BAp “ αpAp.
12. En déduire que A et A2 sont dans Kerpfq. Puis que A2 “ 02.

13. Montrer que
ˆ

0 1
0 0

˙

,
ˆ

0 0
1 0

˙

et
ˆ

1 0
0 ´1

˙

appartiennent à E .

Indication : on pourra calculer E1,2 ˆ E2,1, E1,2 ˆ E2,2 etc.
14. Généraliser la question précédente et montrer que Kerpfq Ă E .

On pourra utiliser des matrices triangulaires supérieures/inférieures.

Étude des formes linéaires

15. Soit A P E, vérifier que l’application ΦA :
#

E ÝÑ C

M ÞÝÑ fpAMq
est linéaire.

16. Montrer que l’application Φ:
#

E ÝÑ L pE,Cq

A ÞÝÑ ΦA

est un isomorphisme.

La dernière question montre que pour tout φ P L pE,Cq, il existe une unique matrice A P E tel que φ “ ΦA.
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