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1 Univers, évenements, variable aléatoire

)
Déﬁnition : vocabulaire probabiliste

Soit 2 un ensemble fini que 'on appelle univers.
1. Un sous-ensemble de 2 est appelé événement. L’ensemble de tous les événements est donc Z2(€2).
2. Les singletons de 2 sont appelés événements élémentaires.
3. L’évenement 2 est appelé événement certain, 'évenement (J est appelé événement impossible.
4. Si A et B sont deux événements, A U B (reps. A n B) est appelé événement «A ou By, (resp. «A et B»).
5. Si An B = ¢, on dit que les événements A et B sont incompatibles.
6. L’événement A est appelé événement contraire de A».
Exemple 1. e On lance un dé a six faces, qui est €2 7 quelles sont les évenements élémentaires 7 quel est I’événement

«le résultat est pair» 7

e On lance n fois un dé et on note Sy I’évenement «le dé a fait un six lors du k-iéme lancer». Donner 2, écrire
explicitement Sj. Ecrire, en fonction de Sy, les événements «on a obtenu un six lors des deux premiers lancersy,
«on a obtenu un six a chaque lancery, «on n’a jamais obtenu un six», «on a obtenu au moins une fois un six», «on
a obtenu au moins deux six d’affilée».

I
Déﬁnition d’un systéme complet d’événements

Un systéme complet d’évenements est formé d’évenements A, A, ..., A, deux a deux incompatibles tels que
P
Q= JA,.
i=1
Exemple 2. SiQ = {wy,ws,...,w,}, alors les événements {w }, {wa}, ..., {wy,} forment un systéme complet d’événements.

Exemple 3. Les événements «la face du dé est pair» et «la face du dé est impair» forment un systéme complet d’événement.

-
Déﬁnition d’une variable aléatoire

Q—F
Une application X: ou F est un ensemble est appelée variable aléatoire sur 2 a valeurs dans F
wr— X(w)

Remarque 1. On remarque malicieusement qu’une variable aléatoire n’est n’a rien d’aléatoire et n’a rien d’une variable...

Exemple 4. 1. On lance deux dés et on note X : somme des résultats obtenus.
2. On lance n dés et on note X5 : nombre de 6 obtenus.
3. On tire au hasard simultanément 3 boules d’une urne qui contient 3 boules blanches et 3 rouges et on note X3 :

nombre de boules rouges.

A partir de maintenant X : Q — E est une variable aléatoire.

-
Déﬁnition vocabulaire

1. X(Q) = {X(w) | we Q} est appelé univers image.

2. Soit B < E, on note I'événement (X € B) = {X € B} = X }(B) = {we Q, X(w) € B}.

3. Pour z € E, on note 'événement (X =z) = X '({z}) = {we Q, X(w) = 2}.

4. Si E =R, on note I'événement (X <) = X 1(]-0;z[) = {we Q, X(w) <z}, idem pour (X > z) etc.
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Exemple 5. Déterminer I'univers image pour les trois variables aléatoires définies précédemment. Déterminer les évene-
ments (X; = 7), puis (X3 = 0)

2 Espaces probabilisés

I
Déﬁnition d’une probabilité sur un univers fini

| Une application P: 2(2) — [0;1], telle que P(2) = 1 et pour tout (A, B) € £2(Q)?, si An B = ¢, alors
P(A U B) =P(A) 4+ P(B) est appelée probabilité sur 2. Le couple (Q2,P) est appelé espace probabilisé.

Exemple 6. L’application P: A — |A|/|€| est une probabilité sur €, appelée probabilité uniforme sur €.

Remarque 2. Il faut bien comprendre que ce qui compte, ce n’est pas tant I’ensemble 2, mais bien la probabilité qu’on
attribue aux événements. Par exemple, si on lance un dé, Q = [1;6]), si le dé est équilibré alors P sera la probabilité
uniforme, mais sinon ce sera une autre probabilité.

)
Déﬁnition d’une distribution de probabilités

| Une distribution de probabilité sur Q = {wy,...,w,} est une famille de réels positifs (p1,...,p,) de somme 1.

ij Proposition n°1 : une probabilité est entiérement caractérisée par sa distribution de probabilité

Soit une distribution de probabilité (pi,...,pn,) sur . Il existe une unique probabilité P telle que P({w;}) = p;
pour tout ¢ € [1;nJ.

Exemple 7. Considérons un dé et donc Q@ = [1;6], p1 = p2 = p3 = pa = ps = 1/12 et pg = 7/12, alors il existe une
probabilité tel que la probabilité de tirer six soit 7/12 contre 1/12 pour les autres faces.

A partir de maintenant, (Q,P) désigne un espace probabilisé.

C’_:J Proposition n° 2 : propriétés des probabilités )
Soit A, B, A4, ..., A, des évéenements.
1. P(A) =1-P(A) 6. P(Au B) =P(A) + P(B) —P(An B)
2. P(@) =0 7. P <UA1-) < 3 P(4))
3. P(A\B) =P(A) — P(An B) =t i=1 . .
4. Si B < A alors P(A\B) = P(A) — P(B) 8. Si Al,...;An sont ndeux a deux incompatibles,
5. Si B < A, alors P(B) < P(A) (croissance) alors P (i_lAi> = z‘:1P(Ai) )

U

3 Probabilité conditionnelle

I
Déﬁnition d’une probabilité conditionnelle
Soit B un événement tel que P(B) > 0, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B par P(A|B) =

Pa(d) = “ .
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Exemple 8. On lance un dé a six faces équilibré, quelle est la probabilité de tirer un nombre pair sachant que 1’on a tiré
un nombre premier ?

iJ Proposition n° 3 : la probabilité conditionnelle est une probabilité
| SiP(B) >0, alors Pp est une probabilité.

Remarque 3. Si P(B) > 0, alors on a toujours P(B)P(A|B) = P(A n B).
Si P(B) = 0, on pose, par convention, P(A|B) = 0, ainsi la relation P(B)P(A|B) = P(A n B) reste vraie.

Soit (2, P) un espace probabilisé, (A4, As, ..., A,) un systéme complet d’événements. Pour tout B € Z2(Q

n

Zn] (B n Ai) = Y P(B|A:)P(4;)

i=1 =1

iJ Théoréme n° 1 : formule des probabilités totales \]

Exemple 9. On tire deux boules successivement et sans remise d’une urne contenant = boules rouges et y boules bleues.
Quelle est la probabilité que la deuxiéme boule soit bleue ?

iJ Théoréme n° 2 : formules des probabilités composées
Soient (€2,P) un espace probabilisé et une famille d’événements (A1, As, ..., A,) alors :
P(A1 n Ay A ... (v Ap) = P(A)PA, (A2)Pa, nay (A3) .. . Pasnayn..a,_, (An ]‘[ ﬁ (Ag+1)
k=1 Ai

Exemple 10. On tire successivement et sans remise trois billes d’'une urne contenant x billes rouges et y bleues. Quelle
est la probabilité que les deux premiéres soient rouges mais pas la derniere ?

iJ Théoréme n° 3 : formule de Bayes

Soit B un évenement tel que P(B) > 0, alors Pp(A) =

Exemple 11. Supposons qu'une personne sur mille soit atteinte par une maladie, et que I'on ait un test pour savoir si
un patient est infecté :

e Si le patient est malade, le résultat sera positif avec une probabilité de 99/100.

e Si un patient est sain, le résultat sera négatif avec une probabilité de 95/100 .
Supposons que le test d’'un patient soit positif, quelle est la probabilité qu’il soit vraiment malade 7

4 Loi d’une variable aléatoire

4.1 Définition et propriétés

iJ Proposition n°4 : systéme complet d’événements associé a une variable aléatoire
Soit une VA X: Q — E = {ey,...,en}, alors (X =e€1),...,(X = ep)) est un SCE appelé SCE des valeurs
possibles de X . En particulier, Z P(X =¢;)=1 pour Ac E,P(X e A)= > P(X =e¢)

eeA
Px: A~ P(X € A) est une probabilité et est determmee par (P(X = ))zep-
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Démonstration de la proposition n°4 : Notons £ = {z1,...,2,} et posons A; = (X = x;), pour i € [1;p]. Fixons
(i,5) € [1;n]? tel que i # j. Soit w e A; N A, alors w € A; et w e A;. Donc, X(w) = 2; et X(w) = x;, par conséquent x; = x;.
Or, comme @ # j, x; # x;. Ainsi, A; n A; = . De plus, soit w € €. 1l existe alors existe j € [1;n]], tel que z; = X (w), donc

P P P
we (X =x;), ainsi, we A; < (JAj, dott we | As. On a donc démontré que Q < |J A;. Comme 'inclusion réciproque est vraie,
i=1 i=1 i=1

p
on a bien 2 = U A;. Comme les intersections deux a deux sont disjointes, on a bien un SCE.
i=1

P P
Ainsi, >, P((X = x;)) = >, P(A4;) = 1. Et d’apreés la formule des probabilités totales,
i=1 -

p
P(XeB)= Y P(X€B)n (X =)
1=1

Calculons (X € B) n (X = z;).
e Si z; ¢ B, alors prenons w € (X € B) n (X = x;), ainsi X(w) € B et X(w) = z; ¢ B, ce qui est impossible, donc
(XeB)n (X =) =, ainsi P((X € B) n (X =;)) =0.
e Siz; € B, alors (X =z;)) c (X eB),deslors, (X € B)n (X =x;) = (X = ;). Ainsi, P((X € B)n (X = z;)) = P((X = z)).

AinsiP(X e B) = S P(X€B)n (X =a:)) = 3 P(X = z1). m
i=1 z,€B
‘ ’ L . 3K ’
Deﬁnltlon de la loi de probabilité
| Soit X une variable aléatoire de (Q,P) a valeurs dans E. La loi de X est la famille (Px ({z})).cE-

Remarque 4. Trouver la loi de probabilité de X revient a déterminer la valeur de P(X = x) pour tout x € X ().
Exemple 12. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X; définie précédemment.

Remarque 5. Etant donnée une distribution de probabilités sur E = {ey,...,e,} notée (p1,...,pn), il existe une variable
aléatoire X une variable aléatoire définie sur un certain espace probabilisé (Q,P) et & valeurs dans E telle que P(X =
e;) = p; pour tout i€ [1;n].

Exemple 13. Ainsi, il existe une variable aléatoire réelle X sur Q tel que P(X = 0) = 1/2, P(X = 1) = 1/4 et
P(X = 2) = 1/4 sans avoir & définir X ou Q. D’ailleurs, souvent, cela ne nous importera peu.

o
Déﬁnition de deux variables aléatoires de méme loi

| SiPy =Py, alors on note X ~Y

Exemple 14. Soit X une variable aléatoire telle que P(X = 1) = P(X = —1) = 1/2 (on dit que X est une VA de
Rademacher), quelle est la loi de Y = —X 7

Attention : avoir la méme loi ne veut pas dire étre égales
< Si X ~Y, cela ne signifie pas que X =Y

I
Déﬁnition de ’image d’une variable aléatoire

| Soit f: E — F. Alors f o X, est une nouvelle VA, notée f(X) et appelée variable aléatoire image.

ij Proposition n°5 : probabilité de I’image d’une variable aléatoire
Soient X une variable sur (Q,P) a valeurs dans E et f: E—> FetY = foX = f(X) alors : Y(Q) = f(X(Q)) et

VyeY(Q) PY=y)= > PX=nq)
zef~1({y})
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Démonstration de la proposition n°5 : Notons X(Q) = {x1,...,2p}. Soit y € R. Alors,
yeY(Q) <= 3Jwe y=Y(w) = f(X(w))
— JweQ Fie[l;p] Xw)=z y=f(z:)
— Jie[Lpl y=Ff(z) <= ye{f(z),....f(zp)}
Des lors, Y(Q) = {f(z1),..., f(zp)}. Soit y € Q, d’apres la formule des probabilités totales :
P P
P(Y =y) = D P((Y =y) n (X =2:)) = D P((f(X) =y) n (X =)
i=1 i=1

y) 0 (X =)

o Si f(x;) # ; Soit w e (f(X) =y) n (X = x;), alors X(w) = x4, et y = f(X(w)) = f(z;i) # y ce qui est impossible, donc
(f(X)=9y)n (X =z;) = . Par conséquent, P((f(X) =y) n (X =z;)) =0.
e Si f(z;) = y. Remarquons que (f(X) =y) n (X = x;)) < (X = z;). Réciproquement, soit w € (X = z;), alors X (w) = z;,

et f(X(w) = f(xs) = gy, donc w € (f(X) = y). Ainsi, w € (X = z;) n (f(X) = y), on a ainsi montré l'inclusion

(X =)  (f(X) = y) n (X = z;). Par double inclusion, il vient (f(X) = y) n (X = ;) = (X = x;), ainsi P((f(X) =
y) N (X =xy)) = P(X = z;).
Ainsi, P(Y =y) = > P(X =) [ ]

Exemple 15. On reprend 'exemple de X3. On associe un gain algébrique a ce tirage nommé G : on gagne 2 euros par
boule rouge obtenue et on perd 1 euro par boule non rouge. Définir G en fonction de X3 et déterminer G(2) ainsi que sa
loi. Idem si on considére que le gain est donné par : le carré de la différence entre un et nombre de boules rouges.

4.2 Lois usuelles

-
Déﬁnition de la loi uniforme (modélise le tirage au hasard de facon équitable)
Soit X une variable de (2, P) & valeurs dans un ensemble fini F On dit que X suit une loi uniforme sur F si pour

1
tout e€ B, P(X =¢) = B On note X ~ % (E).

Exemple 16. Si X ~Z([1;n]), alors ke [[1;n], P(X = k) = 1
n

-
Déﬁnition de la loi de Bernoulli (modélise une expérience a 2 issues)

P(X=1) = p

P(X —0) — 1_p.OnnoteX~<%’(p).

| On dit que X suit la loi de Bernoulli de parameétre p e [0;1] si {

=
Déﬁnition d’une loi binomiale (compte les succés dans n VA de Bernoulli indépendantes)

n

Si pour tout ke [O;n], P(X =k) = (k

et pe[0;1]. On note X ~ #A(n,p).

) p*(1—p)"*, on dit que X suit une loi binomiale de parameétres n € N*

Remarque 6. Si une variable X compte le nombre de succes de n VA de Bernoulli indépendantes et de parameétre p,
alors X ~ %B(n,p) ou p est la probabilité de succes & chaque expérience (sera démontré plus tard).

Exemple 17. Soit une urne qui contient 10 blanches, 3 rouges et 12 noires. On tire au hasard, successivement et avec
remise, 7 boules. On note X la VA qui compte le nombre de boules rouges obtenues. Quelle est la loi de X ?
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4.3 Couple de variables aléatoires

Soient X (resp. Y) une VA définis sur (Q,P) a valeurs dans E (resp. F).

)
Déﬁnition de la loi conjointe

Le couple (X,Y) est une variable & aléatoire sur (£2,P) a valeurs dans E x F'. La loi conjointe de X et Y est la loi
X(Q) x Y(Q) —> [0;1]

du couple (X,Y) : { )
(z,y) —P(X=2)n( =y))

Remarque 7. Sip = |E| et ¢ = |F| sont petits, alors on consigne la loi conjointe dans un tableau & p lignes et g colonnes.

Remarque 8. Onnote P(X =z,Y =y) =P(X =z) n (Y =y)).

Exemple 18. On lance deux dés équilibrés et de fagcon indépendante et on note X le plus grand nombre obtenu et Y le
plus petit, donner la loi conjointe de (X,Y).

&Attention a ’univers image

§ Ce n’est pas parce que z est une issue de X et que y est une issue de Y que (z,y) est une issue de (X,Y) :
(X,Y)() € X(Q) x Y(Q) mais il n’y a pas forcément égalité.

I
Déﬁnition de la loi marginale
| On appelle premiére loi marginale de (X,Y) la loi de X, seconde loi marginale de (X,Y) la loi de Y.

ij Proposition n° 6 : calcul des lois marginales en fonction de la loi conjointe
Soit (X,Y) un couple de VA, alors la loi marginale de X est donnée par (idem pour Y) :

Vee X(Q) P(X=2)= > P(X=1x)n( =y))
yeY (Q)

Exemple 19. Calculer la loi marginale de X dans I’exemple précédent.

Remarque 9. Etant donnée la loi conjointe, on peut calculer les lois marginales, par contre, les lois marginales seules ne
suffisent pas a retrouver la loi conjointe.

Exemple 20. Donner deux exemples de variables aléatoires (X,Y") tels que les lois marginales soient des lois uniformes
sur {0;1}.

>
Déﬁnition loi conditionnelle de X sachant un événement A

Soit X une variable aléatoire sur (2,[P) a valeurs dans E et A un événement de Q tel que P(A) > 0. On appelle
P(X =2)n A)
P(A)

loi conditionnelle de X sachant que A l'application  — P(X = z|A4) = définie sur E et a valeurs

dans [0;1].
Exemple 21. En conservant I’exemple précédent, calculer la loi de X sachant ’événement Y = 3.

4.4 Généralisation a un n-uplet de variables aléatoires

Déﬁnition de la loi d’un n-uplet
Soit X = (X3, Xs,...,X,) un n-uplet de VA, on appelle loi conjointe de (X1, Xa,...,X,) la loi de X :
(.1317.’1,‘2,...,1‘”) [ P(Xl = SL’l,XQ = $27...,Xn = J}n)

Etant donnée la loi de X, on appelle i-itme loi marginale la loi de X;.
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Remarque 10. Si X = (X1, Xo,...,X,,) est un n-uplet de VA, alors la i-iéme marginale de X est :

P(X; = ;) = > P(X1 =21, Xs = x2,..., Xio1 = 01, Xi = 04, Xip1 = Ti1, -, X = @)

(Il,IQ,...,mi_l,ZEi+1,...,mn)
5 Indépendance

5.1 Indépendance de deux évenements

Déﬁnition de I’'indépendance de deux événements
| Soient A et B deux éveénements, on dit que A et B sont indépendants si P(A n B) = P(A)P(B).

Remarque 11. Lorsque P(B) > 0, alors A et B sont indépendants ssi P(A|B) = P(A). Ainsi, la probabilité d’obtenir A
est la méme si on sait que B est réalisé.

Y/ L . ’ ’ ~ ’ .
lf Proposition n°7 : indépendance des évenements complémentaires

| Si A et Bsont indépendants, alors A et B le sont aussi, de méme pour A et B, de méme A et B.

5.2 Indépendance de n événements

-
Déﬁnition de I’'indépendance de n événements

On dit que les évenements Aq, Ag, ..., A, sont indépendants si VJc[1;n] P (ﬂ Aj> = [[P(4,)
jeJ jedJ

Exemple 22. Sin = 2 oun = 3 quelle(s) vérifications faut-il faire pour démontrer que les événements sont indépendants ?

Remarque 12. Si les événements (A1, As, ..., A,) sont indépendants, alors toute sous-famille l’est aussi.

Péril imminent I’indépendance de n événements n’est pas ’'indépendance deux a deux

Il est possible que Ay et As soient indépendants, de méme entre As et A3 de méme qu’entre A; et A3 sans que
Ay, Ay et Az soient indépendants.

Exemple 23. Soit 2 = [[0;3 ] muni de sa probabilité uniforme, on note A; = {0,1}, A2 = {1,2} et A3 = {0, 2}, montrer
que Ay et As sont indépendants, de méme Ay et Az puis Ay et A3 mais que Ay, Ay et A3 ne sont pas indépendants.

L/ LR . ’ ’, - ’ .
-' Proposition n° 8 : indépendance des évenements complémentaires

| Si Ay, A,,..., A, sont des événements indépendants et B; € {A;, A;}, alors By, Bo, ..., B, sont indépendants.

5.3 Indépendance de deux variables aléatoires

=
Déﬁnition de l’indépendance de 2 variables aléatoires
On dit que deux VA, définies sur 2, X et Y sont indépendantes (noté X 1Y) si:

VAc X(Q) VBcY(Q) P(XeA)n(YeB)=PXeAPY eB)
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'_-'J Proposition n°9 : équivalence de I’indépendance
| X LY ssiV(z,y) e X(Q) x Y(Q) P(X=2)n (Y =y)=PX =z)xPY =y)

Démonstration de la proposition n°9 :  Supposons que pour tout (A,B) € X(2) x Y(Q), (X € A) et (Y € B) sont
indépendants. Alors, pour (z,y) € X(w) x Y(€), on pose A = {z} et B = {y}, on a alors (X € A) et (Y € B) sont indépendants,
soit P((X € A) n (Y € B)) = P(X € A)P(Y € B). D'od

P(X =z)n (Y =y) =P(X =2)P(Y =y)

Réciproquement, que pour tout z € X () et y € Y(Q), P((X € A)n (Y € B)) =P(X € A)P(Y € B). Soit A c X(2) et Bc Y(Q),
alors

P(X € A)n (Y € B)) = dIOP(X =2)n (Y =y))
(z,y)eAXB
= YD PX=2)xPY =y)= > P(X =2) Y P(Y =y) =P(X € A)P(Y € B)
zeA yeB TEA yeA
|
'_-'J Proposition n° 10 : indépendance de variables aléatoires images
| Sif: X(Q)—>FEetg:Y(Q) — E, et X 1LY alors f(X) 1L g(Y)

Démonstration de la proposition n°10 : Soit z € F et y € Y. Alors
P((f(X) =2)n(g9(Y) =9) = P(X € f ({z))n(Y e g7 ({y}) = P(X € fT ({z))xP(Y € g~ ' ({y})) = P(f(X) = 2)xP(g(Y) = v)

Ainsi, f(X) et g(Y') sont indépendantes. |

Exemple 24. Ainsi, si X et Y sont des VA réelles indépendantes, alors X2 1L Y x sin(Y3).

5.4 Indépendance de n variables aléatoires

I
Déﬁnition de l’indépendance de n variables aléatoires

On dit que n variables aléatoires X, ..., X, sont indépendantes si :

i=1

V(Al,Ag, Ce ,An) € f@(Xl(Q)) X ... X gz(Xn(Q» P (ﬁ(Xz € AZ)> = IEA[IP)(‘Xz € Al)

Remarque 13. L’indépendance de n variables aléatoires va servir a modéliser la répétition d’une expérience identique
ou les résultats précédents n’ont pas de conséquences sur les expériences a venir. Par exemple, si X représente la valeur
du dé au bout de k lancers, alors il parait raisonnable de supposer que la famille (X7, Xs,...,X,) est formée de VA
indépendantes.

iJ Proposition n° 11 : indépendance de n variables aléatoires.
X1,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes si et seulement si :

V(21,20,. ., 20) € X1(Q) x ... x Xp(Q) P (_ﬂ(xi = zi)) = H]p(xi — ;)
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Remarque 14. Si Xi,..., X, sont indépendantes et ¢ # j alors X; et X; sont indépendantes (indépendance deux a
deux). Plus généralement si X, ..., X, sont indépendantes, alors toute sous-famille est indépendante.

Péril imminent la réciproque est fausse

§ Si X, Y et Z sont telles que X et Y sont indépendantes, X et Z aussi et Y et Z également, cela n’implique pas
que X, Y et Z sont indépendantes. De méme avec plus de trois variables aléatoires.

1
Exemple 25. Soit X tel que P(X =1) =P(X = —-1) = 3 Y indépendante de X de méme loi, on pose Z = XY, alors
XUY, XU ZetY 1L Z. Mais, X, Y et Z ne sont pas indépendantes.

En effet, Z(Q) = {—1,1},

=
N
[

=
I

P(X=Y=1Du(X=Y=-1)=P(X =Y =
= P(X =DP(Y =1)+P(X = —1)P( :_1)=%

On a également P(Z = -1)=1-P(Z =1) = % De plus, pour tout (a,b) € {—1,1}?,

]P((Z=a)m(X=b))=]P’(Y=a/me=b)=i=IF’(Z=a)><IF’(X=b)

IP((X=1)m(Y=1)n(Z=—1))=0¢]P’(X=1)]P’(Y=1)IP’(Z=1)=é
@ Exemple fondamental : somme de n variables aléatoires de Bernoulli
| Soit Xi,..., X, n VA indépendantes, de méme loi : X; ~ %(p), alors X = X; +...+ X,, ~ B(n,p).

Démonstration de ’exemple fondamental : Tout d’abord, comme X;(Q) = {0,1}, on a X(Q) < [0;n]. Soit k € [0;n].

Notons A = {(z1,%2,...,2n) € {0,1}", >} z; = k}. Ainsi par union disjointe puis par indépendance puis en utilisant le fait que
i=1

Card(Ag) = (Z), on a

P(X =k) = IP’( U (X1xl)m(ngg)m...m(ann))
(

T1,@2,n)EA

= Z ]P((Xl=$1)0(X2=$2)f\...ﬁ(Xn=3?n))

(z1,22,...,2n )EAL

= Z P(X: =x1) x P(X2 = 22) X ... x P(X,, = )

(z1,22,...,xn)EA

I
i
ol
=
|
=
i
o
I
N
> 3
N————
i)
o
=
|
=
i
=

(z1,22,...,2n)EAY

ﬁ Théoréme n° 4 : lemme des coalitions (admis)

Soit (X1, Xa,...,X,,) une famille de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans F, soit f: E™ — F et
g: E"™™ — F alors les variables aléatoires f(X1, Xa,..., X,) et g(Xm+1, Xm+2,- .., Xn) sont indépendantes.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, Cours 10


devilliers.loic@gmail.com

Remarque 15. On peut faire plus de deux coalitions : les variables aléatoires f(X1,...,X4), 9(X5,...,Xs), (X9, X10),
veey M(Xa0, ..., Xo5) sont indépendantes.

Exemple 26. Si X;, X5, ..., X7 sont indépendantes, alors X; X, exp(X3) + Xysin(X5), Xg, X;° sont indépendantes.

6 Espérance et Variance

On cherche a calculer des indicateurs permettant de décrire X une variable aléatoire réelle. On se ne travaillera donc dans
cette partie qu’avec des variables aléatoires réelles.

6.1 Espérance
‘ ’ . . ’,
Deﬁmtlon de I’espérance

Pour X () = {z1,...,x,}, on appelle espérance de X : E(X)= > apP(X =a1) = > 2P(X =2x)

On dit que X est centrée si E(X) = 0.

Remarque 16. E(X) est une moyenne pondérée (par les probabilités) des valeurs prises par X.

@Exemples : espérances usuelles a connaitre
| n+1 3. Si X ~ B(n,p) alors E(X) = np.

1. SiX ~%Z([1;n]) alors E(X) = 5

2. Si X ~ B(p) alors E(X) = p. 4. Si A est un évenement de Q, alors E(14) = P(A).

Montrons ces résultats
1. Si X ~%([1;n]), alors X(w) = [1;n]), ainsi

]E(X):ZkP(X=k)=Z%=%Z=%M=n+1
k=1

2. Si X ~ %(p), alors X(Q) = {0,1}, donc E(X) = 0P(X =0) + IP(X =1) =p.
3. Si X ~ %(n,p), alors X(2) =[0;n], donc

E(X) = Zn] KP(X = k) = ;}k (Z) pH(1—p)" " = i k (Z) pPra—p"*

k=0

Or',pour ke [[1;n], k (Z) =n (n: i) On obtient donc

k
- n—1 -1 " n—1
_ =1\ kb _ =1\ i -G _ =1\ G (-1
E(X)—Zn(kap(l ») j:—an( j )p (1-») an( j )p(l »)
k=1 =0 7=0
En reconnaissant la formule du binéme de Newton, on trouve E(X) = np(p + (1 — p))"~* = np.
4. X(Q)={0,1}, E(X) =0P(X =0)+ 1IP(X =1) =P({we Q, 1(w) = 1}) = P(A). [ |

iJ Proposition n° 12 : écriture théorique de E(X)

S = {1, @ s} E(X) = § X(@)P({w)) = T X))

i weN

1. Formule du maire : dans une ville de n citoyens, on a un conseil municipal de k personnes dont un maire (avec k > 1 forcément) Combien y

a-t-il de possibilités ? Pour choisir le conseil municipal de k personnes parmi les n citoyens, il y a (n

k) possibilités. Une fois ce conseil municipal

n

choisi, il y a k choix possibles pour le maire. Cela fait donc k ( k

). Sinon, on choisit d’abord le maire parmi les n citoyens de la ville, il reste

k — 1 personnes a choisir pour le conseil municipal parmi les n — 1 citoyens restant. Cela fait possibilités, en multipliant par n, cela

n—1
k—1
. n—1 ez A n n—1
fait n (k _ 1), on a donc compter de deux fagons différente la méme chose, donc k (k) =n (k _ 1).
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Démonstration de la proposition n°12 : Soit z € X(f2), alors (X = z) = U {w} (union d’ensembles deux & deux

. weQ
Sl X (w)=z
disjoints) Ainsi, P(X =2)= >, P({w}). Dés lors,
si ;()(Ea?)::r
E(X)= ) aP(X=2)= > = > P{w}) =) X(w)P({w}) [
zeX (Q2) zeX () . weQ weN
Sl X(w)==z
(P 13 Y N
iJ roposition n° 13 : propriétés de ’espérance
Soient X et Y deux variables aléatoires et A € R alors :

e Linéarité de Pespérance : EAX +Y) =XE(X)+E(®Y)

e Espérance d’'une variable aléatoire constante : E(A) = A

o Positivité de I’espérance : si X = 0 (pour tout w € Q, X (w) = 0), alors E(X) =0

e Croissance de l'espérance : si X <Y (Vwe QX (w) <Y(w)) alors, E(X) < E(Y)

L Neis oo o - <
\ o Inégalité triangulaire IE(X)| < E(|X \))
Exemple 27. Si X ~ #(n,p), alors E(X) =np
iJ Théoreme n° 5 formule de transfert
| Soient X une VA & valeurs dans E et f: E > Ret Y = f(X) alors : EY)= > [f(@)P(X==2x)
zeX (Q)
Démonstration du théoréme n°5 : En utilisant 'expression de la loi de Y en fonction de X, on obtient :
EY) = Yy - Yy Y Px=o= Y Y f@PX=-—2)= Y [@PX =q)
yeY (Q2) yeY (Q2) zeX(Q) yeY () zeX(Q) zeX ()
si f(a)=y si f(a)=y
|

Remarque 17. Ce théoréme permet de calculer E(Y') sans connaitre la loi de Y mais a partir de la loi de X. On remarque
que ce théoreme s’applique si X est un couple ou un n-uplet de variables aléatoires.
Exemple 28. 1. Si X ~ Z([[1;n]]) calculer E(X?). 3. Si X ~ B(n,p), calculer E(X?).

2. 81 X ~%([1;n]) calculer E(3%).

iJ Proposition n° 14 : inégalité de Markov

| Soient a > 0 et X une variable aléatoire positive. Alors P(X >a) <

Démonstration de la proposition n°14 : Comme, X est positive zP(X = z) > 0 pour z € X (w) et = < a, ainsi :

E(X)= Y aP(X=2)> ) aP(X=2)> ) aP(X=2)=aP(X >a) [ ]
e X (92) zeX (Q2) zeX (w)
r=a r=a

Exemple 29. Si dans une classe, la moyenne au DS est 6, alors que peut-on dire de la probabilité d’avoir une note
supérieure ou égale a 187

iJ Proposition n° 15 : espérance du produit de variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y deux VA indépendantes alors E(XY) =E(X)E(Y)
Si X1,X5...,X, sont indépendantes alors E <]_[ Xi) =[] E(X;)
i=1 i=1
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Démonstration de la proposition n°®15 : En utilisant I’écriture théorique de 1’espérance :

D EVWP{wh = > ] > X(w)Y (w)P({w})

we zeX () yeY () we(X=z)n (Y =y)

= > > ow > P({w})

zeX (Q2) yeY () we(X=z)n(Y=y)

= Z Z zyP((X =) n (Y =y))

2eX (Q) yeY (Q)

= Z Z 2yP(X = 2) x P(Y = y)

zeX (Q2) yeY (Q2)

= Y aP(x=2) 3 yR(Y = y) = E(X)E(Y)

E(XY)

ze X () yeY (Q2)
|
8 Péril imminent : la réciproque est fausse
< SiE(XY) = E(X)E(Y), ¢a ne prouve pas forcément que X et Y sont indépendantes.
Exemple 30. X ~Z([-1;1])etY =1— X?
En effet, XY = X(1 — X2) = 0. Or, E(X) = 0 et E(XY) = 0. De plus,
P(X=0)n(Y=0)=P(X=0)n(X"=1))=0
Tandis que P(X =0) x P(Y =0) = % % Ainsi, X et Y ne sont indépendantes mais E(XY) = E(X)E(Y).
6.2 Variance
‘ ’ oy . . ’,
Deﬁmtlon de la variance et de I’écart-type
Soit X une variable aléatoire, on appelle variance de X le réel positif V(X) =E((X —E(X))?)
On appelle écart-type de X le réel positif o(X) =4/V(X)
Remarque 18. La variance mesure la moyenne les carrés des écarts de X par rapport a E(X).
Par la formule de transfert, V(X) = Y. (z —E(X))*P(X = z).
zeX(Q)
iJ Proposition n° 16 : propriétés de la variance A
Soit X une variable aléatoire alors :
1. V(X) =0
2. Y(a,b) e R? V(aX +b) = a?V(X) (la variance est quadratique)
3. V(X) = — PX=EX)) =1 (X est presque sfirement constante)
4. V(X) = ( 3 — (E(X))? (formule de Konig-Huygens)
. X - E(X) . o
5. Si V(X) > 0, alors Y = ————~= est une variable centrée réduite (EY)=0et V(Y)=1)
\ o) J
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Démonstration de la proposition n° 16 :
1. Comme (X —E(X))? = 0 par positivité de ’espérance, V(X) = 0.
2. V(aX +b) = E((aX +b—E(aX +b))?) = E((aX + b — aE(X) — b)?) = E(a*(X — E(X))?) = a*V(X)
3. Pour cette démonstration on va séparer les valeurs que peut prendre X entre celles qui ont une probabilité non nulle et celles
qui ont une probabilité nulle : notons B = {x € X(Q), P(X =z) =0} et C = X(Q)\B, alors X(2) = BuCet BNnC =,

ainsi
V(X) = r—E(X)’P(X =)+ Y (¢ —E(X))’P(X =z) = z—E(X))*P(X = z)
Ainsi, supposons que V(X) = Y (z — E(X))*P(X = 2) = 0 alors z € C, (x — E(X))?P(X = z) = 0 (somme nulle de termes

zeC
positifs) alors pour tout z € C, z = E(X). Ainsi, C = {E(X)} Or,

P(XeB)= Y P(X =) =0
zeB
Donc P(X € C) =1—-P(X € B) = 1, ainsi P(X = E(X)) = 1. Ainsi, X est quasi-certaine égale & E(X). Réciproquement,
supposons que X est quasi-certaine égale & E(X). Alors X (Q2) = {E(X), z2,...,zp}, avec P(X = E(X)) = letdoncie [2;p],
P(X = z;) = 0. En réutilisant la formule de transfert,

V(X)= ) (2 —E(X))’P(X =) = (E(X) - E(X))’P(X =E(X)) +0=0
zeX(Q)
4. En utilisant une identité remarquable et la linéarité de I'espérance :
V(X) E((X —E(X))*) =E(X* - 2XE(X) + E(X)?)
= E(X?) - 2E(X)E(X) + E(X)*) = E(X?) - (E(X)) u

@Exemples de variances des lois usuelles a connaitre :
21 2.5 X ~# lors V(X) = p(1 —
| 1.SiX~2([1;n]) alorsV(X)=n ' (p) alors V(X) = p(l = p)
12 3. Si X ~ AB(n,p) alors V(X) = np(l — p)

En utilisant la formule de transfert pour calculer E(X?), on obtient :

1. V(X):E(XQ)_E(X)QZkéle%_(n—zl) =7’L(Tl+1g£2n+1)_(n‘:ll) =n1-;1(4n+2_(3n+3)):n1;1.

2. Comme X? = X, on a V(X) = E(X) —E(X)? =p—p* = p(1 — p).

3. En utilisant > k(k — 1)(;) =n(n—1)(}~2) valable pour k € [2;n]], on obtient :

k=2
= ) (n(n -1) (Z B ;)pk(l - p)"'“) +np — (np)®
= nn—-1)p° Z_: ((n j_ 2>Pj(1 p)n2j) +np — (np)?
= nn-1p°(p+ 1 -p)" > +np—n’p’ =n(n—1)p° +np—n’p* = np(l —p)

<>
Deﬁmtlon de la covariance de deux variables aléatoires

Soit X et Y deux VA réelles, on définit la covariance de X et Y par cov(X,Y) =E(X —E(X))(Y —E(Y)))
On dit que X et Y sont non corrélées si cov(X,Y) = 0.

2. Formule du maire et de son adjoint : dans une ville de n citoyens, on veut un conseil municipal de k personnes dont un maire et un adjoint

(avec k = 2 donc). Soit on choisit d’abord le conseil de k personnes, cela fait <n

k

> possibilités, parmi ce groupe, on a k choix pour le maire,

A ce maire fixé, il reste k — 1 pour son adjoint, soit k(k — 1) <Z> possibilités. Soit on choisit le maire parmi les n personnes, puis son adjoint
parmi les n — 1 personnes restantes, cela fait n(n — 1) possibilités, il reste a choisir les k — 2 personnes pour former le conseil municipal parmi

les n — 2 citoyens restants, soit n(n — 1) (Z _ ;) possibilités.
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iJ Proposition n° 17 : formule de la covariance
| Si X etY sont deux VA réelles, alors cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y)

Remarque 19. Si X et Y sont indépendantes, alors X et Y sont non corrélées.

Remarque 20. V(X) = cov(X, X)

Attention la réciproque est fausse

< 1l est possible d’étre non corrélées sans étre indépendantes.

Exemple 31. Si X ~ % ({—1,0,1}), alors cov(X, X?) = 0 alors que X et X2 ne sont pas indépendantes.

&J Proposition n° 18 : variance de la somme de variables aléatoires A

1. Soient X et Y deux VA alors V(X +Y)=V(X)+ V() + 2cov(X,Y)

2. Si X et Y sont non corrélées (ou indépendantes), alors VX +Y)=V(X)+V(Y)
n n

3. Soient Xj,...,X,, n variables aléatoires, \% (Z XZ-) =2 V(X;)+2 > cov(X;, X;j)

i=1 i=1

I<i<j<sn

n n
4. Si Xq,...,X, sont deux a deux non corrélées (ou deux a deux indépendantes), alors V (Z Xi> = > V(X;)
i=1 i=1

. J

Démonstration de la proposition n° 18 :
e En utilisant la formule de Koening-Huygens, les identités remarquables et la linéarité de I'espérance et ce qui précede, on
obtient :

VX+Y) = E(X+Y)’)-EX+Y)?
E(X? 4+ 2XY + Y?) — (E(X) + E(Y))?
E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) — E(X)? — 2E(X)E(Y) — E(Y)? = V(X) + V(Y) + 2cov(X,Y)

e Posons X = > X;, par linéarité de 'espérance, E(X) = >, E(X;).

i=1 i=1

n

V(X) = E((X-E(X))?) =E ((Z Xi— Zn: ]E(Xf)>2> -k ((Z(X N E(Xi))>2>

i=1 i=1

iJ Proposition n°® 19 : variance d’une binomiale
| Si X ~ %(n,p), alors V(X) = np(1 —p)

iJ Théoréme n° 6 : inégalité de Bienaymé-Tchebychev

| Soient X une variable aléatoire et € > 0, alors P(|X —E(X)| =¢) <
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Démonstration du théoréme n° 6 : Par croissance des applications z — 2% et  +— /z sur Ry, (| X—E(X)| > ¢) = (| X-EX)|* =
€?). Ainsi, par application de I'inégalité de Markov, & la variable aléatoire positive |X — E(X)|? :

P(X ~E(X)| > €) = (X — BV > %) < E(X ~ E(X)P) = Vg )

Exemple 32. Supposons qu’on ait dé dont la probabilité d’obtention un six est notée p. Pour approximer p, on lance ce
dé n fois et on note F' la fréquence du six. Pour quelle valeur de n la probabilité pour que F' soit une approximation de p
a 0.01 pres est-elle supérieure a 0.9 7

Remarque 21. Sur cet exemple, on a montré que la probabilité d’un évenement est la limite de la fréquence de cet
évenement lorsque 'on répete un éveénement un «grand» nombre de fois. Cela est conforme a 'intuition, dire qu'un dé est
équilibré indique que si on le lance un trés grand nombre de fois la fréquence d’une face doit tendre vers 1/6. Cela permet
de relier la probabilité a cette notion intuitive ce que 1'on avait soigneusement évité jusqu’a présent.
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7 Tableau récapitulatif des lois usuelles

Les caractéristiques de ce tableau doivent étre absolument connu par coeur pour les quatre premiéres variables aléatoires. Les deux derniéres seront vu en PC/PSIL.
Ainsi ’année prochaine, vous pourrez réviser toutes les lois usuelles sur ce tableau.

’ Nom de la loi \ Parametre \ Univers image \ Loi de probabilité Espérance \ Variance \ Interprétation ‘
Quasi-certaine | a € R P(X =a)=1 a 0
Bernoulli pe[0;1] {0,1} P(X=1)=p P p(l —p) | succes vs échec
PX=0)=1-p
Binomiale (p,n) €[0;1] xN* | [O;n] P(X =k) = <Z> pE(1 —p)n—* np np(l — p) | nombre de succes dans n Va de
our ke [0:n] Bernoulli de parametre p indé-
P ’ pendantes
1 1 71
Uniforme n [1;n] P(X =k) = - z _2'— z 1 tirage équitable
pour ke [[1;n]
1 T—p

Géométrie pe]0;1] N* P(X = k) = p(1 —p)k! - 5 Donne le premier succes dans
pour k € N* p p une suite de Va indépendantes de
Bernoulli de parametre p

Poisson A>0 N P(X =k)=—e " A A Désintégration radioactive, ar-
pour k€ N rivé dans une file d’attente, éve-
nements rares etc.
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