(% Chapitre 20

Intégration

Prérequis :
e Les outils de calculs d’intégrales et de primitives : IPP, changement de variable, primitives de fonctions de la forme
1
€T —>

ar? +bx+c
e Connaitre les primitives de références.

L’objectif de ce chapitre est de donner une définition rigoureuse de I'intégrale et de prouver les outils de calculs d’intégrales.

Attention : utiliser un lecteur de pdf adapté

Ce polycopié contient plusieurs animations, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de pdf capable de lire les
animations (comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).

Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, I = [a;b] désigne un segment de R (avec a < b).
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1 Intégrale des fonctions en escalier

<>
Deﬁmtlon d’une fonction en escalier

On dit que f: I — R est une fonction en escalier s’il existe a = 09 <01 < ... < 0,_1 < 0, = b tels que f soit

constante sur chaque intervalle | o; ;0511 [ : Vie[O;n—1] 3¢ eR Vaeloi;o| flz)=q
On dit que (09,01, ...,0,) est une subdivision adaptée & f. On note p = max(o;41 — ;) le pas de la subdivision.
A A

Cs — Cr —

Co —=e ° Co —=e [
C2,C3 ° ————eo— C2,C3,C4 ° —eo—e—

Ca ¢ Cs,Cg o

C1 b o C1 b o

[ ] [ ]
? >
a = 0900102 0304 O'5b:O—6 a=1TpT1T273 T4 T5 T6 T7b:7—8
(a) o une subdivision de I adaptée a f. (b) 7 une autre subdivision de I aussi adaptée a f.

FIGURE 1 — Une fonction en escalier, et deux subdivisions adaptées. Les parenthéses signifient qu’on ne prend pas le bord
de l'intervalle. Les valeurs de la fonction aux points de la subdivision sont représentées en e.
Il n’y a pas unicité de la subdivision adaptée.

ij Proposition n°1 : structure des fonctions en escalier
| L’ensemble des fonctions en escalier sur I, noté &(I,R) est un sous-espace vectoriel de .% (I, R).

Démonstration de la proposition n°1 :
e La fonction nulle est une fonction en escalier.

e Soient (f,g) € &(I,R)* et X\ € R. 1l existe ¢ = (00,01,...,0,) une subdivision adaptée & f et 7 = (70,71,...,7n) une
subdivision adaptée & g. Posons E = {o0,...,0n} | J{71,...,7p}. On note po = a < p1 < ... < ps = b les éléments de E
rangés par ordre croissant. La subdivision p est adaptée & f et & g. Ainsi A\f + g est constante sur chacun des | p;; pit1 [
Ainsi Af + g€ &(I,R). [ ]

-
Déﬁnition de l’intégrale d’une fonction en escalier

Soient f € &(I,R) et o = (09, 01,...,0,) une subdivision adaptée & f. Notons ¢; la valeur de f sur Jo;;0;41[. On
b b n—1
définit l'intégrale de f sur I par : Jf = f f= f fl@)dz = > ¢ex x (o1 — ok)-
I a a k=0
+ L] + i
| b= (o] \
a=090102 03| |04 os| 7
| a=o090102 o3 04 05 b= g

(a) Si la fonction est positive, l'intégrale est définie comme la (b) Si la fonction prend des valeurs négatives, I'intégrale est dé-
somme des aires des rectangles. finie comme la somme des aires algébriques des rectangles.

FIGURE 2 — On définit I'intégrale comme la somme des aires des rectangles, attention si la valeur de la constante est
négative, I’aire est comptée négativement.

Remarque 1. Si f € &(I,R), alors on peut montrer que J f ne dépend pas de la subdivision adaptée & f choisie.

I
On remarque que 'intégrale de f ne dépend pas de la valeur de f aux points de la subdivision.
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('_'J Proposition n° 2 : propriétés de 1’intégrale des fonctions en escalier )

Pour tous (f,g) € &(I,R)? et A € R, on a les propriétés suivantes :
1. I AM+g= )\J f +J i.e. h — | h est une forme linéaire sur & (I, R)
1

2. Si f =0 alors J f(z)dz =0 (positivité) 3. Si f < g alors j < j g (croissance)
b e b b b ¢ ‘

4. Pour ce I, J f= J f +J f (Chasles) 5. f fl < J If] (inégalité triangulaire)
b

6. Si f=0et j f =0, alors f =0 sauf en un nombre fini de points
a J

.

Démonstration de la proposition n°2 : Comme on peut écrire les intégrales comme des sommes, ces propriétés découlent
directement de la somme. [ ]

2 Définition de l’intégrale d’une fonction continue et propriétés

S

FI1GURE 3 — La fonction f, ainsi que deux fonctions en escalier une plus grande que f 'autre plus petite.

Démonstration du théoréme n°1 :
e Fixons un € > 0. Et montrons d’abord qu’il existe g € &([a;b],R) telqueg—e < f <g+e:
— Posons
={tela;b] 3dgeé([a;t],R) Vazelast] g(z)—c<f(z)<g(x)+e}
Si jamais on arrive a montrer que b € T, on aura gagné la partie.
— Tout d’abord a € T, en effet, g: a — f(a) € &([a;a],R).
— L’ensemble T' étant non vide et bornée par b, T' admet une borne supérieure. Posons to = supT € [a;b].
— Comme f est continue en to :

36>0 Vze[a;b] to—d<z<to+0 = f(to)—e<f(z)<f(to)+e (D)

Comme to — § n’est pas un majorant de 7', il existe t1 € T tel que to — § < t1 < to. Ainsi, par définition de T, il existe
ge&([a;ti],R) tel que
Veelasti] glx)—e<f(z)<g(®)+e (2)

Posons m = min(to + d,b). Prolongeons g sur U'intervalle [ ¢1;m] :
[a;m] — R

g: . ’_){g(a:) si zela;ti]
flto) st ze]ti;m]
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Alors ge &([a;m],R) et d’apres (1) et (2) on a
Veela;m]  gla)—e< f(z) <glx) +e

Ainsi m € T. Si m = to + §, cela contredit la définition de to = sup T, doum =be T.
1
< (o) < gla) + -

S
N

e Soit n € N* d’apres ce qui précede, il existe g € &([a;b],R) tel que pour tout = € [a;b] tel que g(z)—

Ainsi Jb (g(;z:) — %) dz € m(f) et Jb (g(z) + %) dz € M(f). Les ensembles m(f) et M(f) sont non vides.

a a b b
o Si(h,h)e&([a;b],R)? tel que h < f et f < h, alors h < h, par croissance de l'intégrale, J h < J h et ce pour tout h < f,

b b
ceci montre que m(f) est majorée par J h. Donc m(f) admet une borne supérieure et supm(f) < J h et ce pour tout

a

h = f, ceci montre que M (f) est minorée par supm(f), ainsi M (f) admet une borne inférieure et supm(f) < inf M (f).

b b
e Comme J (g(m) — l) dz e m(f) et f (g(m) + l) dz € M(f). On obtient donc :
a n a n
b _ b _
Jg(x)dx—bTagsup m(f) et inf M(f)<fg(m)da:+b a4
On a donc :
b _ b _ _
0 <inf M(f)—sup m(f) < <J g(z) dz + b a> - <J g(z) dz — b a) _2b=a)
a n a n n
En passant a la limite quand n — +00, on a inf M (f) = sup m(f). |

)
Déﬁnition de I’intégrale d’une fonction continue

b b
| On définit I'intégrale de f € €°(I,R) par Lf = f f= f f(t)dt = sup m(f) = inf M(f).

Remarque 2. Si f est constante, alors elle est a la fois en escalier et a la fois continue, ainsi I'intégrale de f a été définie

de deux facon différentes. Heureusement, ces deux définitions coincident dans le cas des fonctions constantes.
b b

Justification de la remarque 2 : notons E = | f lintégrale de f vue comme une fonction en escalier et C = | f U'intégrale

de f vue comme une fonction continue. Alors f < fa, ainsi, £ € m(f), donc E < supm(f) = C. De méme f > f, donc E € M(f),
ainsi £ = inf M(f) =C.Dou E = C.

~

C’;'J Proposition n° 3 : propriétés de 1’intégrale des fonctions continues sur un segment
Pour tout (f,g) € €°(I,R)? et A € R, on a les propriétés suivantes :

1. Linéarité : f A +g) = )\J f +J g 2. Positivité : si f > 0 alors J f@)
a % ab
3. Croissance : si f < g alors f < f g 4. Chasles : pour ce I on a f f= J f +f f

b
o < [ 1@ as
Q “ Y,

Démonstration de la proposition n°3 : L’idée est d’utiliser les propriétés de l'intégrale déja démontrée pour les fonctions en
escalier avec la définition de l'intégrale comme borne supérieure/borne inférieure :

1. e Soit f une fonction en escalier avec f < f et § une fonction en escalier avec § < g, alors f + § < f + g. Et comme f + §
b

5. Inégalité triangulaire :

est une fonction en escalier, on a J f+ge m(f + g). Dés lors

ff+g—bupmf+g f §=Lbf+Lb§

Et ce quelque soit f en escalier tel que f < f. Ainsi, J f+g9-— j est un majorant de m(f), donc

[rea-[amom s [
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b b b
Des lors J f+g-— f f= f g, et ce pour tout § fonction en escalier tel que § < g. En passant a la borne supérieure, on
a a a

b b b b b b
obtientff—i—g—ff}m(g):Jg.OnadoncprouvéqueJf+g>ff+fg

e En considérant cette fois-ci f = f et § = g et en travaillant avec M (f) et M(g), on obtient Pautre inégalité. Ce qui prouve

ff+g—ff+f

e SiA=0, alorsf)\f—o— ff

a

b b b b
e Si A >0, et f en escalier telle que f < f, alors Af < Af, ainsi )\J f < supm(Af) = j Af. Des lors J f< %f Af, en

b b b b
1
passant & la borne supérieure J f =supm(f) < XJ Af. Donc )\J < J Af. En appliquant ce résultat & A™! et a la
a a a a

b

b b b
fonction Af, on obtient /\ﬂf (Af) = f A"H(Af). Par conséquent f Af = )\J f.

a a
e Si A\ <0, laissé au lecteur, (attention multiplier par un nombre négatif a le mauvais gott de changer les inégalits)
b b

0 € m(f). Donc bf=supm(f) >JO=O.

. Si f =0, alors 0 est une fonction en escalier, ainsi f
a

a
b

b b
g—f=0. Parlinéarité,fg—J f=0
. Soit f1 en escalier sur [a;c] et fa en escalier sur [¢;b]. Avec fi < fifa; C] et fo < fie;b]- Posons fz )size[a;c]

et f(x) = fz(:v) siz € ]c;b]. Alors, f est en escalier et f < f. Ainsi, J f =supm(f f f= f f +J f= J i+ beg.

. Si f<g,alors g — f >0, en utilisant la positivité, J

a

b b c
Donc, J - f fa = J f1, et ce quelque soit f1 € &([a;c],R) tel que f1 < f. En passant & la borne supérieure, J ;-
a (& a a
b

Lbfz = sup(m(fifa;c])) = J f. Donc, J J f= J f2, donc en passant & la borne supérieure, J J f= J f. Donc

(&

b c b
J f= J f+ f f. La seconde inégalité est laissée au lecteur.
a a (&3

b b b b b b
. On a —|f| < f < f, en utilisant la croissance de l'intégrale, il vient J —|f] < f f< J | f]. Ainsi, —J lfl < f f< f I,

Lbf <Lb|f\-

donc

iJ Proposition n°4 : nullité de ’intégrale et fonctions positives

1. Si f est continue sur I, positive sur I et qu’il existe g € I tel que f(zo) > 0 alors f f>0

2. Si f est continue sur I, positive sur I et si J f =0 alors f est nulle sur I.

Démonstration de la proposition n°4 :

f(zo)

1. S’il existe zo € I tel que f(zo) > 0, en posant € = > 0, par continuité de f en xo, il existe 6 > 0 tel que pour

tout z € I, |x —xzo| < 9, f(zo) — € < f(z) < f(zo) +&. Posons J = [z0—6;20+5] n I = [a;5] avec a < . Posons
g =¢el[s5—5,20+5]~1/2, alors g est une fonction en escalier et g < f, une subdivision adaptée & g étant @ < a < 8 < b (si
«a = a, on retire « idem pour ) Dés lors

ff:supm(f)ZfgzO(a—a)-ﬁ-&:(ﬂ—a)/Q-ﬁ-O(b—ﬁ)>0

a

2. Contraposée du point précédent. |

&Attention aux fonctions en escalier

< La proposition 4 est vraie avec des fonctions continues, elle est fausse avec des fonctions en escalier.
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Remarques 3. e La proposition 4 s’adapte si f est négative.
b a

e Sia > b, on pose f fz)dax = — f f(z) de. Mais la croissance, la positivité de 'intégrale, I'inégalité triangulaire

a b
ne sont plus valables. En cas de doute, et quitte a rajoutez un moins, changez les bornes de l'intégrale de fagon a
obtenir des borngs dans le bon sens.

e Sia=b,alors | f(z)dz =0 (par convention).

a
e On l’a vu, lintégrale d’une fonction en escalier est la somme des aires de ses rectangles. Cependant, cette aire
est comptée négativement lorsque la fonction prend des valeurs négatives. C’est la méme chose pour les fonctions
continues.

FIGURE 4 — Les aires des parties sous la courbe comptent négativement dans le calcul de 'intégrale.

b
e Si fe?¥%(a;b],R), ﬁj f(¢) dt est la valeur moyenne de f sur [a;b].

3 Calculs d’intégrales

3.1 Intégrales et primitives

)
Déﬁnition d’une primitive
| Soit f: I — R une fonction. On appelle primitive de f toute fonction F dérivable sur I telle que F’ = f.

Démonstration du théoréme n° 2 :

Glz+h) = G@) —> f(z). Fixons € > 0 et = € I, calculons

1. Montrons que G est une primitive de f, i.e que pour tout x € I : b "
-0

donc —G(z + hiz —Gl@) — f(x):
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1 z+h
5 — f(z) = Ef f@)dt — f(z) Chasles
x+h
([ rwa-nrw)
1 z:L‘-f—h x+h
-5 (J f)de — f f(x) dt> intégration d’une fonction constante
1ot P
= EL (f(t) — f(x)) dt linéarité de J
G h)—-G 1 |[=tr
SN )| = [0 - @) at
< %fjh F(t) — f()] dt Sih>0
G(z + h) — G(z) 1 ®
GEED=EO | < [0 s s
< [ ro- @ dt’ sih<0
|h‘ xz+h
<" 1r0) = @) at sih<0
|h‘ z+h
Ecrivons la continuité de f en x : >0 Viel t—z|<d = |f(z)—f(¥)|<e.
x+h
Ainsi pour 0 < h < §, on a w—f@)ééf edt=¢
Ainsi pour -6 < h <0, on a w — flo)| < |T11\ ’ edt = ﬁ(—h)a =¢ Dot
z+h

Gz + h) + G(z)

Ve>0 36>0 VheR |h|<§ =— ‘ - —flz)| <e

D’ou Glz+h) + Gl — f(x). Ainsi, G est donc dérivable et G'(z) = f(x), il est clair que G(zo) = 0. Ainsi G est une
primitive de f sur I qui s’annule en zo.

2. Soit c € R, alors G + c est encore dérivable et (G + ¢)’ = G' = f, ainsi G + ¢ est une primitive de f. Soit F' une primitive de
f, alors F — G est dérivable et (F —G)' = F' — G’ = f — f = 0. Ainsi, F — G a une dérivée nulle sur un intervalle donc est
constante. Ainsi, il existe ce R tel que FF — G =c. Déslors F = G + ¢

3. Soit F' une primitive de f qui s’annule en zo. Par ce qui précede, il existe c€ R, F = G + ¢. D’out F(x0) = G(x0) + ¢, donc
c=0. Ainsi F = G. |

iJ Proposition n°5 : calcul d’intégrale

b
Soit f € €°([a;b],R) et F une primitive de f, alors : J f(x)dz = F(b) — F(a).
. . o * . G = F(a)+
Démonstration de la proposition n°5 : posons G(z) = J; f(x)dz. Il existe c € R tel que G = F +c, alors, {G((Z)) _ F((Z)) 4 z
b
Par différence, F'(b) — F(a) = G(b) — G(a) = J f(z) dz. |

T
Exemples 1. 1. Montrer que = — J et® dt est dérivable et calculer sa dérivée.
0
CE2 5
2. De méme avec x — J et dt.
x

a+T T
3. Si f e ¢°(R,R) est T-périodique et a € R, alors J f= f f-

a
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/’Comment étudier la dérivabilité de fonctions définies par des intégrales ?
T

o Sip(x)= | f(t)dtavec f continue, alors, d’apres le théoréme fondamental de I’analyse, ¢ est une primitive
de f, donc Zo est dérivable et ¢’ = f.
b(z)
o Sip(x) = f(t) dt avec f continue, alors f admet une primitive, notée F', p(z) = F(b(z)) — F(a(z)),

a(z)
ainsi, si a et b sont des fonctions dérivables, alors par composée et différence, ¢ est dérivable et

' = V(@) F(b(x)) — d' (2) F(a(2)) = V' (2) £ (b(x)) — a'(2) f (a(x))

T
Remarque 4. On pose, pour z > 0, In(z) = f n dt, ainsi In est une fonction dérivable et pour tout x > 0, In'(z) = 1/.
1
On prouve ensuite que In(ab) = In(a) + In(b), et que In réalise une bijection de R* vers R. On pose exp = In"'. Avec le
1

—1
T) = exp(z). On a donc démontré I'existence
x

théoréme de la dérivée de la bijection réciproque, x € R, exp’(x) = (
exp

(admise auparavant) du logarithme et de I’exponentielle.

3.2 Intégration par parties/changement de variable

ij Théoréme n° 3 d’intégration par parties

Soit (u,v) € € ([a;b],R)?, alors : Jbu’(x)v(x) dz = [u(z)v(z)]’ — Jbu(x)v’(x) dx

a a a
Exemple 2. Si f € €°([—a;a],R) est paire, alors /= 2[ f, si f est impaire alors f=0.
—a 0

—a

4 Somme de Riemann

a b
S

FI1GURE 5 — La fonction f et son approximation par une somme de Riemann
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Démonstration du théoréme n° 5 : Supposons que f est C-lipschitizienne : pour tout (x,2') € I?, |f(x) — f(z')| < Clz — 2|
—a

Commencons par calculer la différence entre la somme de Riemann et 'intégrale. Posons o; = a + ¢ pour tout i € [0;n] :

b—a " b d “Irp—a i+l d Chas]
O FOEEEDY |t = [ s ae) asles
n=l rojyg
= J f(oi) = f(z)dz linéarité de J
i=0 Joi
b—a 'S b— b SHlEE
fla+i — | flz)dz| < floi) — f(z)dx inég. triangulaire
n
i=0 a i=0 1Yoi
n—1 oit1
<3 [ - f@)
i=0 v9i
n—1 it
< f Clo; — x| dz lipschitzienne
=0 vV
n—1 o _
< f Toboa dx
i=0 Y
n—1 )2 2
< C(b 2a) _C(b a)
= n n

Remarque 5. La démonstration montre la vitesse de convergence de la somme de Riemann vers 'intégrale.
Dans la pratique, a = 0 et b = 1, ainsi les termes de la somme sont de la forme f(k/n)/n

1 n=1

Exemple 3. Trouver lim — > &*.
n—+o N, k=0

5 Extension au cas des fonctions a valeurs complexes

-
Déﬁnition de l’intégrale d’une fonction & valeurs complexes

b b b
Soit f € €°([a;b],C), alors on définit I'intégrale de f sur I par J f(z)da = J Re(f(z)) dz + i-[ Im(f(x)) dz.

a

N

L/ oy . .’ ’, . . ’, .
-' Proposition n° 6 : propriétés encore vraies pour ’intégrale des fonctions complexes

La linéarité, l'inégalité triangulaire (avec des modules), 'IPP, le changement de variable, le théoréme fondamental
de l'analyse, le théoréeme de Riemann sont encore vrais. )

iJ Proposition n° 7 : inégalité des accroissements finis pour une fonction a valeurs complexes A
| Soient fe @' (I,C) et M tel que |f’| < M, alors pour tout (z,2') € [a;b]?, |f(z) — f(2)] < M|z — ac’|.)

Démonstration de la proposition n°7 : Soit (z,2') € [a;b]?
e Si x = x, rien & faire

T
o Siz > 2, alors J f'(t)dt = f(z) — f(z'), en passant au module et en utilisant 1'inégalité triangulaire, on a :
$/

5@ — £ < [ IFOlas [ M =M —o) = pjo o

e Siz < 2, alors on obtient, par ce qui précede |f(z') — f(z)| < M|z’ — =|.
Dans tous les cas, on obtient 'inégalité obtenue. |
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6 Formule de Taylor reste intégrale et inégalité de Taylor-Lagrange

Remarque 6. Ce théoréme donne l’écart entre f(b) et le polynéme du développement limité de f en a sous la forme
d’une intégrale (en générale difficile & calculer). Par contre, ici b est fixé et ne tend pas forcément vers a.

Démonstration du théoréme n° 6 : Fixons (a,z) € I? Posons ’hypothése de récurrence suivante :

P(n) :« Vfe€ " I,K) f(z) = o [ —a)” +f G f("+1)(t)dt»

e Pour n = 0. Prenons f € ¢'(I,K). Alors

(k) T — 1 -
Zf —a)t 4 j E= D" port0) 4y at = f(a) + j F(t)dt = f(a) + f(z) — f(a) = f(a)

Ainsi, 22(0) est vérifiée.
o Supposons Z(n) vraie. Soit f € €""2(I,K). Alors, f € €™ et on peut lui appliquer &(n) :

M), CE=t)" e
r0= 3 et | B g ar

/(1) v(®)

—(.’E _ t)n+1

Posons v: t — f"H(t) et u: t — NCrFS

, alors (u,v) € €' (I,K) et on peut procéder & une intégration par parties :

_ v ) k@ =" iy e [C =@ =) e
f(:c)—Z—(a:—a) +[Wf +1(t)]“_LWXf 2 (1) dt
%’_/u(@ (1) %r—’u(t) /(1)

En calculant le terme entre crochets :

noe(k) (g, 2 —a)+! L Tz — )"t
f(w) =k§).f k'( )(z—a)k+ ((n+)l)' f(n+ )(a)+L ((n —:)1)' f( + )(t) dt

Des lors, Z(n + 1) est vérifiée.
e Ainsi, par récurrence, pour tout n € N, #(n) est vraie. |

22
Exemple 4. Majorer |sin(z) — z + 23/6| pour z € R, puis In(1 + z) — x + ? pour x = —1/2 .

* Théoréme n° 7 : inégalité de Taylor-Lagrange
Soient I un intervalle de R et f € € (I,K) et M € R, tel que pour tout t € I, |f"+1(t)] < M. Pour tout = € I

B 2 B (a

n+1
—a)k < |z — af
(z—a) (n+ 1)
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