
Intégration
Chapitre 20

Prérequis :
‚ Les outils de calculs d’intégrales et de primitives : IPP, changement de variable, primitives de fonctions de la forme

x ÞÑ 1
ax2 ` bx ` c

.
‚ Connaître les primitives de références.

L’objectif de ce chapitre est de donner une définition rigoureuse de l’intégrale et de prouver les outils de calculs d’intégrales.

Ce polycopié contient plusieurs animations, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de pdf capable de lire les
animations (comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).

Attention : utiliser un lecteur de pdf adapté

Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, I “ r a ; b s désigne un segment de R (avec a ă b).
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1 Intégrale des fonctions en escalier

On dit que f : I ÝÑ R est une fonction en escalier s’il existe a “ σ0 ă σ1 ă . . . ă σn´1 ă σn “ b tels que f soit
constante sur chaque intervalle s σi ; σi`1 r : @i P rr 0 ; n ´ 1 ss Dci P R @x P s σi ; σi`1 r fpxq “ ci

On dit que pσ0, σ1, . . . , σnq est une subdivision adaptée à f . On note ρ “ maxpσi`1 ´ σiq le pas de la subdivision.

Définition d’une fonction en escalier

˝
a “ σ0 σ̋1 σ̋2 σ̋3 σ̋4 σ̋5

˝
b “ σ6

‚
‚

‚

‚
‚

‚

‚

c0

c1

c2, c3
c4

c5

(a) σ une subdivision de I adaptée à f .

˝
a “ τ0 τ̋1 τ̋2 τ̋3 τ̋4 τ̋5 τ̋6 τ̋7

˝
b “ τ8

‚
‚

‚

‚ ‚
‚ ‚

‚

‚

c0

c1

c2, c3, c4
c5, c6

c7

(b) τ une autre subdivision de I aussi adaptée à f .

Figure 1 – Une fonction en escalier, et deux subdivisions adaptées. Les parenthèses signifient qu’on ne prend pas le bord
de l’intervalle. Les valeurs de la fonction aux points de la subdivision sont représentées en ‚.
Il n’y a pas unicité de la subdivision adaptée.

L’ensemble des fonctions en escalier sur I, noté E pI,Rq est un sous-espace vectoriel de F pI,Rq.
Proposition no 1 : structure des fonctions en escalier

Démonstration de la proposition no 1 :
‚ La fonction nulle est une fonction en escalier.
‚ Soient pf, gq P E pI,Rq

2 et λ P R. Il existe σ “ pσ0, σ1, . . . , σnq une subdivision adaptée à f et τ “ pτ0, τ1, . . . , τnq une
subdivision adaptée à g. Posons E “ tσ0, . . . , σnu

Ť

tτ1, . . . , τpu. On note ρ0 “ a ă ρ1 ă . . . ă ρs “ b les éléments de E
rangés par ordre croissant. La subdivision ρ est adaptée à f et à g. Ainsi λf ` g est constante sur chacun des s ρi ; ρi`1 r.
Ainsi λf ` g P E pI,Rq. ■

Soient f P E pI,Rq et σ “ pσ0, σ1, . . . , σnq une subdivision adaptée à f . Notons ci la valeur de f sur s σi ; σi`1 r. On

définit l’intégrale de f sur I par :
ż

I

f “
ż b

a

f “
ż b

a

fpxq dx “
n´1
ř

k“0
ck ˆ pσk`1 ´ σkq.

Définition de l’intégrale d’une fonction en escalier

˝
a “ σ0 σ̋1 σ̋2 σ̋3 σ̋4 σ̋5

˝
b “ σ6

(a) Si la fonction est positive, l’intégrale est définie comme la
somme des aires des rectangles.

˝
a “ σ0 σ̋1 σ̋2

˝
σ3

˝
σ4

˝
σ5

˝b “ σ6

`
`

`

´

`

´
(b) Si la fonction prend des valeurs négatives, l’intégrale est dé-
finie comme la somme des aires algébriques des rectangles.

Figure 2 – On définit l’intégrale comme la somme des aires des rectangles, attention si la valeur de la constante est
négative, l’aire est comptée négativement.

Remarque 1. Si f P E pI,Rq, alors on peut montrer que
ż

I

f ne dépend pas de la subdivision adaptée à f choisie.
On remarque que l’intégrale de f ne dépend pas de la valeur de f aux points de la subdivision.
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Pour tous pf, gq P E pI,Rq2 et λ P R, on a les propriétés suivantes :
ż b

a

λf ` g “ λ

ż b

a

f `
ż b

a

g i.e. h ÞÝÑ
ż

I

h est une forme linéaire sur E pI,Rq1.

Si f ě 0 alors
ż b

a

fpxq dx ě 0 (positivité)2. Si f ď g alors
ż b

a

f ď
ż b

a

g (croissance)3.

Pour c P I,
ż b

a

f “
ż c

a

f `
ż b

c

f (Chasles)4.

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ż b

a

|f | (inégalité triangulaire)5.

Si f ě 0 et
ż b

a

f “ 0, alors f “ 0 sauf en un nombre fini de points6.

Proposition no 2 : propriétés de l’intégrale des fonctions en escalier

Démonstration de la proposition no 2 : Comme on peut écrire les intégrales comme des sommes, ces propriétés découlent
directement de la somme. ■

2 Définition de l’intégrale d’une fonction continue et propriétés

Soit f P C 0pI,Rq. On note mpfq “
#

ż b

a

g, g P E pI,Rq, g ď f

+

et Mpfq “
#

ż b

a

g, g P E pI,Rq, g ě f

+

.

L’ensemble mpfq (resp. Mpfq) a une borne supérieure (resp. inférieure), de plus : sup mpfq “ inf Mpfq.

Théorème no 1 : approximation par des fonctions par défaut ou par excès (admis)

Figure 3 – La fonction f , ainsi que deux fonctions en escalier une plus grande que f l’autre plus petite.

Démonstration du théorème no 1 :
‚ Fixons un ε ą 0. Et montrons d’abord qu’il existe g P E pr a ; b s ,Rq tel que g ´ ε ď f ď g ` ε :

— Posons
T “ tt P r a ; b s Dg P E pr a ; t s ,Rq @x P r a ; t s gpxq ´ ε ď fpxq ď gpxq ` εu

Si jamais on arrive à montrer que b P T , on aura gagné la partie.
— Tout d’abord a P T , en effet, g : a ÞÑ fpaq P E pr a ; a s ,Rq.
— L’ensemble T étant non vide et bornée par b, T admet une borne supérieure. Posons t0 “ sup T P r a ; b s.
— Comme f est continue en t0 :

Dδ ą 0 @x P r a ; b s t0 ´ δ ď x ď t0 ` δ ùñ fpt0q ´ ε ď fpxq ď fpt0q ` ε (1)

Comme t0 ´ δ n’est pas un majorant de T , il existe t1 P T tel que t0 ´ δ ă t1 ď t0. Ainsi, par définition de T , il existe
g P E pr a ; t1 s ,Rq tel que

@x P r a ; t1 s gpxq ´ ε ď fpxq ď gpxq ` ε (2)
Posons m “ minpt0 ` δ, bq. Prolongeons g sur l’intervalle s t1 ; m s :

g̃ :

$

’

&

’

%

r a ; m s ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

gpxq si x P r a ; t1 s

fpt0q si x P s t1 ; m s
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Alors g̃ P E pr a ; m s ,Rq et d’après (1) et (2) on a

@x P r a ; m s g̃pxq ´ ε ď fpxq ď g̃pxq ` ε

Ainsi m P T . Si m “ t0 ` δ, cela contredit la définition de t0 “ sup T , d’où m “ b P T .
‚ Soit n P N˚, d’après ce qui précède, il existe g P E pr a ; b s ,Rq tel que pour tout x P r a ; b s tel que gpxq´

1
n

ď fpxq ď gpxq`
1
n

.

Ainsi
ż b

a

ˆ

gpxq ´
1
n

˙

dx P mpfq et
ż b

a

ˆ

gpxq `
1
n

˙

dx P Mpfq. Les ensembles mpfq et Mpfq sont non vides.

‚ Si ph, h̃q P E pr a ; b s ,Rq
2 tel que h ď f et f ď h̃, alors h ď h̃, par croissance de l’intégrale,

ż b

a

h ď

ż b

a

h̃ et ce pour tout h ď f ,

ceci montre que mpfq est majorée par
ż b

a

h̃. Donc mpfq admet une borne supérieure et sup mpfq ď

ż b

a

h̃ et ce pour tout

h̃ ě f , ceci montre que Mpfq est minorée par sup mpfq, ainsi Mpfq admet une borne inférieure et sup mpfq ď inf Mpfq.

‚ Comme
ż b

a

ˆ

gpxq ´
1
n

˙

dx P mpfq et
ż b

a

ˆ

gpxq `
1
n

˙

dx P Mpfq. On obtient donc :

ż b

a

gpxq dx ´
b ´ a

n
ď sup mpfq et inf Mpfq ď

ż b

a

gpxq dx `
b ´ a

n

On a donc :

0 ď inf Mpfq ´ sup mpfq ď

ˆ
ż b

a

gpxq dx `
b ´ a

n

˙

´

ˆ
ż b

a

gpxq dx ´
b ´ a

n

˙

“
2pb ´ aq

n

En passant à la limite quand n Ñ `8, on a inf Mpfq “ sup mpfq. ■

On définit l’intégrale de f P C 0pI,Rq par
ż

I

f “
ż b

a

f “
ż b

a

fptq dt “ sup mpfq “ inf Mpfq.

Définition de l’intégrale d’une fonction continue

Remarque 2. Si f est constante, alors elle est à la fois en escalier et à la fois continue, ainsi l’intégrale de f a été définie
de deux façon différentes. Heureusement, ces deux définitions coïncident dans le cas des fonctions constantes.
Justification de la remarque 2 : notons E “

ż b

a

f l’intégrale de f vue comme une fonction en escalier et C “

ż b

a

f l’intégrale

de f vue comme une fonction continue. Alors f ď f , ainsi, E P mpfq, donc E ď sup mpfq “ C. De même f ě f , donc E P Mpfq,
ainsi E ě inf Mpfq “ C. D’où E “ C.

Pour tout pf, gq P C 0pI,Rq2 et λ P R, on a les propriétés suivantes :

Linéarité :
ż b

a

pλf ` gq “ λ

ż b

a

f `
ż b

a

g1. Positivité : si f ě 0 alors
ż b

a

fptq dt ě 02.

Croissance : si f ď g alors
ż b

a

f ď
ż b

a

g3. Chasles : pour c P I on a
ż b

a

f “
ż c

a

f `
ż b

c

f4.

Inégalité triangulaire :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ż b

a

|fpxq| dx5.

Proposition no 3 : propriétés de l’intégrale des fonctions continues sur un segment

Démonstration de la proposition no 3 : L’idée est d’utiliser les propriétés de l’intégrale déjà démontrée pour les fonctions en
escalier avec la définition de l’intégrale comme borne supérieure/borne inférieure :

1. ‚ Soit f̃ une fonction en escalier avec f̃ ď f et g̃ une fonction en escalier avec g̃ ď g, alors f̃ ` g̃ ď f ` g. Et comme f̃ ` g̃

est une fonction en escalier, on a
ż b

a

f̃ ` g̃ P mpf ` gq. Dès lors

ż b

a

f ` g “ sup mpf ` gq ě

ż b

a

f̃ ` g̃ “

ż b

a

f̃ `

ż b

a

g̃

Et ce quelque soit f̃ en escalier tel que f̃ ď f . Ainsi,
ż b

a

f ` g ´

ż b

a

g̃ est un majorant de mpfq, donc

ż b

a

f ` g ´

ż b

a

g̃ ě sup mpfq “

ż b

a

f
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Dès lors
ż b

a

f ` g ´

ż b

a

f ě

ż b

a

g̃, et ce pour tout g̃ fonction en escalier tel que g̃ ď g. En passant à la borne supérieure, on

obtient
ż b

a

f ` g ´

ż b

a

f̃ ě mpgq “

ż b

a

g. On a donc prouvé que
ż b

a

f ` g ě

ż b

a

f `

ż b

a

g.

‚ En considérant cette fois-ci f̃ ě f et g̃ ě g et en travaillant avec Mpfq et Mpgq, on obtient l’autre inégalité. Ce qui prouve
ż b

a

f ` g “

ż b

a

f `

ż b

a

g.

‚ Si λ “ 0, alors
ż b

a

λf “ 0 “ λ

ż b

a

f .

‚ Si λ ą 0, et f̃ en escalier telle que f̃ ď f , alors λf̃ ď λf , ainsi λ

ż b

a

f̃ ď sup mpλfq “

ż b

a

λf . Dès lors
ż b

a

f̃ ď
1
λ

ż b

a

λf , en

passant à la borne supérieure
ż b

a

f “ sup mpfq ď
1
λ

ż b

a

λf . Donc λ

ż b

a

f ď

ż b

a

λf . En appliquant ce résultat à λ´1 et à la

fonction λf , on obtient λ´1
ż b

a

pλfq ě

ż b

a

λ´1
pλfq. Par conséquent

ż b

a

λf ě λ

ż b

a

f .

‚ Si λ ă 0, laissé au lecteur, (attention multiplier par un nombre négatif a le mauvais goût de changer les inégalits)

2. Si f ě 0, alors 0 est une fonction en escalier, ainsi
ż b

a

0 P mpfq. Donc
ż b

a

f “ sup mpfq ě

ż b

a

0 “ 0.

3. Si f ď g, alors g ´ f ě 0, en utilisant la positivité,
ż b

a

g ´ f ě 0. Par linéarité,
ż b

a

g ´

ż b

a

f ě 0.

4. Soit f̃1 en escalier sur r a ; c s et f̃2 en escalier sur r c ; b s. Avec f̃1 ď f|r a ; c s et f̃2 ď f|r c ; b s. Posons f̃pxq “ f1pxq si x P r a ; c s

et f̃pxq “ f̃2pxq si x P s c ; b s. Alors, f̃ est en escalier et f̃ ď f . Ainsi,
ż b

a

f “ sup mpfq ě

ż b

a

f̃ “

ż c

a

f̃ `

ż b

c

f̃ “

ż c

a

f̃1 `

ż b

c

f̃2.

Donc,
ż b

a

f ´

ż b

c

f̃2 ě

ż c

a

f̃1, et ce quelque soit f1 P E pr a ; c s ,Rq tel que f1 ď f . En passant à la borne supérieure,
ż b

a

f ´

ż b

c

f̃2 ě suppmpf|r a ; c sqq “

ż c

a

f . Donc,
ż b

a

f ´

ż c

a

f ě

ż b

c

f̃2, donc en passant à la borne supérieure,
ż b

a

f ´

ż c

a

f ě

ż b

c

f . Donc
ż b

a

f ě

ż c

a

f `

ż b

c

f . La seconde inégalité est laissée au lecteur.

5. On a ´|f | ď f ď f , en utilisant la croissance de l’intégrale, il vient
ż b

a

´ |f | ď

ż b

a

f ď

ż b

a

|f |. Ainsi, ´

ż b

a

|f | ď

ż b

a

f ď

ż b

a

|f |,

donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|f |. ■

1. Si f est continue sur I, positive sur I et qu’il existe x0 P I tel que fpx0q ą 0 alors
ż b

a

f ą 0

2. Si f est continue sur I, positive sur I et si
ż b

a

f “ 0 alors f est nulle sur I.

Proposition no 4 : nullité de l’intégrale et fonctions positives

Démonstration de la proposition no 4 :

1. S’il existe x0 P I tel que fpx0q ą 0, en posant ε “
fpx0q

2 ą 0, par continuité de f en x0, il existe δ ą 0 tel que pour
tout x P I, |x ´ x0| ď δ, fpx0q ´ ε ď fpxq ď fpx0q ` ε. Posons J “ r x0 ´ δ ; x0 ` δ s X I “ r α ; β s avec α ă β. Posons
g “ ε1r x0´δ ; x0`δ sXI{2, alors g est une fonction en escalier et g ď f , une subdivision adaptée à g étant a ď α ă β ď b (si
α “ a, on retire α idem pour β) Dès lors

ż b

a

f “ sup mpfq ě

ż b

a

g “ 0pα ´ aq ` εpβ ´ αq{2 ` 0pb ´ βq ą 0

2. Contraposée du point précédent. ■

La proposition 4 est vraie avec des fonctions continues, elle est fausse avec des fonctions en escalier.
Attention aux fonctions en escalier
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Remarques 3. ‚ La proposition 4 s’adapte si f est négative.

‚ Si a ą b, on pose
ż b

a

fpxq dx “ ´
ż a

b

fpxq dx. Mais la croissance, la positivité de l’intégrale, l’inégalité triangulaire
ne sont plus valables. En cas de doute, et quitte à rajoutez un moins, changez les bornes de l’intégrale de façon à
obtenir des bornes dans le bon sens.

‚ Si a “ b, alors
ż b

a

fpxq dx “ 0 (par convention).
‚ On l’a vu, l’intégrale d’une fonction en escalier est la somme des aires de ses rectangles. Cependant, cette aire

est comptée négativement lorsque la fonction prend des valeurs négatives. C’est la même chose pour les fonctions
continues.

Figure 4 – Les aires des parties sous la courbe comptent négativement dans le calcul de l’intégrale.

‚ Si f P C 0pr a ; b s ,Rq, 1
b ´ a

ż b

a

fptq dt est la valeur moyenne de f sur r a ; b s.

3 Calculs d’intégrales

3.1 Intégrales et primitives

Soit f : I ÝÑ R une fonction. On appelle primitive de f toute fonction F dérivable sur I telle que F 1 “ f .

Définition d’une primitive

Soient I un intervalle, x0 P I et f P C 0pI,Rq. Posons, pour x P I, Gpxq “
ż x

x0

fptq dt.

1. G est une primitive de f qui s’annule en x0.
2. Les primitives de f sont exactement les fonctions de la forme G ` c où c P R.
3. La fonction G est l’unique primitive de f sur I qui s’annule en x0.

Théorème no 2 fondamental de l’analyse

Démonstration du théorème no 2 :

1. Montrons que G est une primitive de f , i.e que pour tout x P I : Gpx ` hq ´ Gpxq

h
ÝÑ
hÑ0

fpxq. Fixons ε ą 0 et x P I, calculons

donc Gpx ` hq ´ Gpxq

h
´ fpxq :
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Gpx ` hq ´ Gpxq

h
´ fpxq “

1
h

ż x`h

x

fptq dt ´ fpxq Chasles

“
1
h

ˆ
ż x`h

x

fptq dt ´ hfpxq

˙

“
1
h

ˆ
ż x`h

x

fptq dt ´

ż x`h

x

fpxq dt

˙

intégration d’une fonction constante

“
1
h

ż x`h

x

pfptq ´ fpxqq dt linéarité de
ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpx ` hq ´ Gpxq

h
´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

|h|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x`h

x

fptq ´ fpxq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
h

ż x`h

x

|fptq ´ fpxq| dt si h ą 0
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpx ` hq ´ Gpxq

h
´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

|h|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

ż x

x`h

fptq ´ fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

|h|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x`h

fptq ´ fpxq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

si h ă 0

ď
1

|h|

ż x

x`h

|fptq ´ fpxq| dt si h ă 0

Écrivons la continuité de f en x : Dδ ą 0 @t P I |t ´ x| ď δ ùñ |fpxq ´ fptq| ď ε.

Ainsi pour 0 ă h ď δ, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpx ` hq ´ Gpxq

h
´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
h

ż x`h

x

ε dt “ ε

Ainsi pour ´δ ď h ă 0, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpx ` hq ´ Gpxq

h
´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

|h|

ż x

x`h

ε dt “
1

|h|
p´hqε “ ε D’où

@ε ą 0 Dδ ą 0 @h P R |h| ď δ ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpx ` hq ` Gpxq

h
´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε

D’où Gpx ` hq ` Gpxq

h
ÝÑ
hÑ0

fpxq. Ainsi, G est donc dérivable et G1
pxq “ fpxq, il est clair que Gpx0q “ 0. Ainsi G est une

primitive de f sur I qui s’annule en x0.
2. Soit c P R, alors G ` c est encore dérivable et pG ` cq

1
“ G1

“ f , ainsi G ` c est une primitive de f . Soit F une primitive de
f , alors F ´ G est dérivable et pF ´ Gq

1
“ F 1

´ G1
“ f ´ f “ 0. Ainsi, F ´ G a une dérivée nulle sur un intervalle donc est

constante. Ainsi, il existe c P R tel que F ´ G “ c. Dès lors F “ G ` c

3. Soit F une primitive de f qui s’annule en x0. Par ce qui précède, il existe c P R, F “ G ` c. D’où F px0q “ Gpx0q ` c, donc
c “ 0. Ainsi F “ G. ■

Soit f P C 0pr a ; b s ,Rq et F une primitive de f , alors :
ż b

a

fpxq dx “ F pbq ´ F paq.
Proposition no 5 : calcul d’intégrale

Démonstration de la proposition no 5 : posons Gpxq “

ż x

a

fpxqdx. Il existe c P R tel que G “ F `c, alors,
"

Gpaq “ F paq ` c
Gpbq “ F pbq ` c

.

Par différence, F pbq ´ F paq “ Gpbq ´ Gpaq “

ż b

a

fpxq dx. ■

Exemples 1. 1. Montrer que x ÞÑ
ż x

0
e t2 dt est dérivable et calculer sa dérivée.

2. De même avec x ÞÑ
ż x2

x

e t2 dt.

3. Si f P C 0pR,Rq est T -périodique et a P R, alors
ż a`T

a

f “
ż T

0
f .
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‚ Si φpxq “
ż x

a

fptqdt avec f continue, alors, d’après le théorème fondamental de l’analyse, φ est une primitive

de f , donc φ est dérivable et φ1 “ f .

‚ Si φpxq “
ż bpxq

apxq

fptq dt avec f continue, alors f admet une primitive, notée F , φpxq “ F pbpxqq ´ F papxqq,
ainsi, si a et b sont des fonctions dérivables, alors par composée et différence, φ est dérivable et

φ1 : x ÞÑ b1pxqF 1pbpxqq ´ a1pxqF 1papxqq “ b1pxqfpbpxqq ´ a1pxqfpapxqq

Comment étudier la dérivabilité de fonctions définies par des intégrales ?

Remarque 4. On pose, pour x ą 0, lnpxq “
ż x

1

1
t

dt, ainsi ln est une fonction dérivable et pour tout x ą 0, ln1pxq “ 1{x.

On prouve ensuite que lnpabq “ lnpaq ` lnpbq, et que ln réalise une bijection de R˚
` vers R. On pose exp “ ln´1. Avec le

théorème de la dérivée de la bijection réciproque, x P R, exp1pxq “
ˆ

1
exppxq

˙´1
“ exppxq. On a donc démontré l’existence

(admise auparavant) du logarithme et de l’exponentielle.

3.2 Intégration par parties/changement de variable

Soit pu, vq P C 1pr a ; b s ,Rq2, alors :
ż b

a

u1pxqvpxq dx “ rupxqvpxqsb
a ´

ż b

a

upxqv1pxq dx

Théorème no 3 d’intégration par parties

Soient φ P C 1pr a ; b s ,Rq et f P C 0pφpr a ; b sq,Rq, alors
ż φpbq

φpaq

fpxq dx “
ż b

a

fpφptqqφ1ptq dt

Théorème no 4 de changement de variable

Exemple 2. Si f P C 0pr ´a ; a s ,Rq est paire, alors
ż a

´a

f “ 2
ż a

0
f , si f est impaire alors

ż a

´a

f “ 0.

4 Somme de Riemann

Si f P C 0pr a ; b s ,Rq, alors b ´ a

n

n´1
ř

k“0
f

ˆ

a ` k
b ´ a

n

˙

ÝÝÝÑ
nÑ8

ż b

a

f

Théorème no 5 des sommes de Riemann (admis sauf version f C-lipschitzienne)

Figure 5 – La fonction f et son approximation par une somme de Riemann
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Démonstration du théorème no 5 : Supposons que f est C-lipschitizienne : pour tout px, x1
q P I2, |fpxq ´ fpx1

q| ď C|x ´ x1
|.

Commençons par calculer la différence entre la somme de Riemann et l’intégrale. Posons σi “ a ` i
b ´ a

n
pour tout i P rr 0 ; n ss :

b ´ a

n

n´1
ÿ

i“0

fpσiq ´

ż b

a

fpxq dx “

n´1
ÿ

i“0

„

b ´ a

n
fpσiq ´

ż σi`1

σi

fpxq dx

ȷ

Chasles

“

n´1
ÿ

i“0

ż σi`1

σi

fpσiq ´ fpxq dx linéarité de
ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b ´ a

n

n´1
ÿ

i“0

f

ˆ

a ` i
b ´ a

n

˙

´

ż b

a

fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n´1
ÿ

i“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż σi`1

σi

fpσiq ´ fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

inég. triangulaire

ď

n´1
ÿ

i“0

ż σi`1

σi

|fpσiq ´ fpxq| dx

ď

n´1
ÿ

i“0

ż σi`1

σi

C|σi ´ x| dx lipschitzienne

ď

n´1
ÿ

i“0

ż σi`1

σi

C
b ´ a

n
dx

ď

n´1
ÿ

i“0

C
pb ´ aq

2

n2 “ C
pb ´ aq

2

n

Remarque 5. La démonstration montre la vitesse de convergence de la somme de Riemann vers l’intégrale.
Dans la pratique, a “ 0 et b “ 1, ainsi les termes de la somme sont de la forme fpk{nq{n

Exemple 3. Trouver lim
nÑ`8

1
n3

n´1
ř

k“0
k2.

5 Extension au cas des fonctions à valeurs complexes

Soit f P C 0pr a ; b s ,Cq, alors on définit l’intégrale de f sur I par
ż b

a

fpxq dx “
ż b

a

Repfpxqq dx ` i
ż b

a

Impfpxqq dx.

Définition de l’intégrale d’une fonction à valeurs complexes

La linéarité, l’inégalité triangulaire (avec des modules), l’IPP, le changement de variable, le théorème fondamental
de l’analyse, le théorème de Riemann sont encore vrais.

Proposition no 6 : propriétés encore vraies pour l’intégrale des fonctions complexes

Soient f P C 1pI,Cq et M tel que |f 1| ď M , alors pour tout px, x1q P r a ; b s 2, |fpxq ´ fpx1q| ď M |x ´ x1|.
Proposition no 7 : inégalité des accroissements finis pour une fonction à valeurs complexes

Démonstration de la proposition no 7 : Soit px, x1
q P r a ; b s

2

‚ Si x “ x, rien à faire
‚ Si x ą x1, alors

ż x

x1

f 1
ptq dt “ fpxq ´ fpx1

q, en passant au module et en utilisant l’inégalité triangulaire, on a :

|fpxq ´ fpx1
q| ď

ż x

x1

|f 1
ptq| dt ď

ż x

x1

M “ Mpx ´ x1
q “ M |x ´ x1

|

‚ Si x ă x1, alors on obtient, par ce qui précède |fpx1
q ´ fpxq| ď M |x1

´ x|.
Dans tous les cas, on obtient l’inégalité obtenue. ■
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6 Formule de Taylor reste intégrale et inégalité de Taylor-Lagrange

Soient I un intervalle, a P I et f P C n`1pI,Kq. Pour tout b P I,

fpbq “
n

ÿ

k“0

f pkqpaq
k! pb ´ aqk `

ż b

a

pb ´ tqn

n! f pn`1qptq dt

Théorème no 6 formule de Taylor avec reste intégral

Remarque 6. Ce théorème donne l’écart entre fpbq et le polynôme du développement limité de f en a sous la forme
d’une intégrale (en générale difficile à calculer). Par contre, ici b est fixé et ne tend pas forcément vers a.

Démonstration du théorème no 6 : Fixons pa, xq P I2 Posons l’hypothèse de récurrence suivante :

Ppnq :« @f P C n`1
pI,Kq fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkq
paq

k! px ´ aq
k

`

ż x

a

px ´ tqn

n! f pn`1q
ptq dt»

‚ Pour n “ 0. Prenons f P C 1
pI,Kq. Alors

n
ÿ

k“0

f pkq
paq

k! px ´ aq
k

`

ż x

a

px ´ tqn

n! f pn`1q
ptq dt “ fpaq `

ż x

a

f 1
ptq dt “ fpaq ` fpxq ´ fpaq “ fpxq

Ainsi, Pp0q est vérifiée.
‚ Supposons Ppnq vraie. Soit f P C n`2

pI,Kq. Alors, f P C n`1 et on peut lui appliquer Ppnq :

fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkq
paq

k! px ´ aq
k

`

ż x

a

px ´ tqn

n!
looomooon

u1ptq

ˆ f pn`1q
ptq

loooomoooon

vptq

dt

Posons v : t ÞÑ f pn`1q
ptq et u : t ÞÑ

´px ´ tqn`1

pn ` 1q! , alors pu, vq P C 1
pI,Kq et on peut procéder à une intégration par parties :

fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkq
paq

k! px ´ aq
k

`
“ ´px ´ tqn`1

pn ` 1q!
looooooomooooooon

uptq

f pn`1q
ptq

loooomoooon

vptq

‰x

a
´

ż x

a

´px ´ tqn`1

pn ` 1q!
looooooomooooooon

uptq

ˆ f pn`2q
ptq

loooomoooon

v1ptq

dt

En calculant le terme entre crochets :

fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkq
paq

k! px ´ aq
k

`
px ´ aq

n`1

pn ` 1q! f pn`1q
paq `

ż x

a

px ´ tqn`1

pn ` 1q! f pn`2q
ptq dt

Dès lors, Ppn ` 1q est vérifiée.
‚ Ainsi, par récurrence, pour tout n P N, Ppnq est vraie. ■

Exemple 4. Majorer | sinpxq ´ x ` x3{6| pour x P R, puis lnp1 ` xq ´ x ` x2

2 pour x ě ´1{2 .

Soient I un intervalle de R et f P C n`1pI,Kq et M P R` tel que pour tout t P I, |f pn`1qptq| ď M . Pour tout x P I

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´
n

ÿ

k“0

f pkqpaq
k! px ´ aqk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď M
|x ´ a|n`1

pn ` 1q!

Théorème no 7 : inégalité de Taylor-Lagrange
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