Q) Chapitre 21
Séries numériques

Prérequis :
e Sommes
e Suites
e Développements limités
Intégration (en particulier la formule de Taylor avec reste intégrale)
Objectifs :
e Donner un sens a une «somme infinie» lorsque c’est possible.
e Déterminer si c’est possible.
e Le cas échéant, calculer cette somme si c’est possible.
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Dans tout ce chapitre, K est égal & R ou C et (uy)nen € KY, une suite d’éléments de K.
1 Généralités sur les séries

‘ ’ . . ’ 0
Deﬁnltlon d’une série

n
On pose, pour tout n € N, S,, = >’ ug. On appelle série de terme général u,, la suite (S, )nen. Le terme S, est
k=0
la somme partielle d’indice n de cette série. On note > u, = (S, ), la série de terme général u,,.

Remarque 1. Sy = ug, S1 = ug + uy, So = ug + up + usg ete.

>
Deﬁnltlon de la convergence ou de la divergence d’une série et somme

On dit >, u, converge (respectivement diverge) lorsque la suite (S )nen converge (respectivement diverge).
+00
Si la série Y. u, converge, on appelle somme de la série > u, la limite de (S,),, notée > wuy
k=0
+00 n
Zukz lim S, = lim Zuk
n—+0o0 n—+ao
k=0 k=0
‘ ’ . . ’, .
Deﬁnltlon du reste d’une série convergente
+00 n +00
Si > uy, converge, soit n € N, on pose R, = >, ugp— >, up = . uk, R, est appelé le reste d’ordre n de la série.
k=0 k=0 k=n+1

~

%Exemple des séries géométriques

Soit g € C. On s’intéresse a la série géométrique Y ¢™.

n 1— qn+1
e VneN siq;él,Sn=qu=1— sig=1,S,=n+1
k=0 —4q
+00 +00 ik
e si|g| < 1, alors Y™ est convergente et >, ¢" = et pour tout ne N, R, = Y ¢F =
n=0 —q k=n+1 I—q
\ e sig| =1, alors Y g™ diverge. )
1
2
\\
&
FIGURE 1 — Les séries géométriques (avec ¢ = 1/2), c’est pas de la tarte!
8 Péril imminent : la série géométrique de raison 1
1— anrl 1
On s’assure que ¢ # 1 avant d’écrire 7 ou 1 , sous peine d’avoir des problemes judiciaires.
—q _
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&Attention a ne pas confondre série, somme partielle et somme

n
La suite (up), et le nombre u, ne doivent pas étre confondus. De méme, la série > u,, le réel > wuy et le réel

k=0
+00
> uk (qui n’existe qu’apres avoir montré que la série converge) ne doivent pas étre confondus.
k=0
n
Remarque 2. Si (up)n>n, €St une suite définie & partir de ng, on définit de méme > wu,, par [ > ux , et en
nzngo k=n n>no
+00
cas de convergence, on note Y, wup = lim Z U,
k=n0 n—+ wk no
+00 an
Exemple 1. Si g€ C, alors Y, ¢" converge ssi |g| < 1 et dans ce cas >ogt =
n=ng n=ngo 1- q
+00
Remarque 3. Soit Y u, une série convergente, alors pour tout n € N, S, + R, = > uy et R, —— 0.
k=0 n—o0
( - : h
@Exemple : la série harmonique
o 1
Posons H,, = >, — pour n € N*. La série >, 1/n diverge, alors que l/n — 0.
=1 k n>1 =0
\_ J
€ — . N
Prop0s1t10n n° 1 : condition nécessaire de convergence
| Si la série Y, u, converge, alors u,, —— 0.
n—o0
\_ Par contraposée, si u,, b 0, alors la série > u,, diverge, on dit que > u, diverge grossiérement. )
+00
Démonstration de la proposition n°1 : Supposons que Y, u, converge, alors S, = Z ur, —— >, Uk. Or (Sn—1)n>1 est
k=0 n=90 k=0
+00
une suite extraite de (Sy), donc converge aussi vers >, wuj. Ainsi, en faisant la différence des deux suites, S,, — Sp,—1 —— 0. Or
k=0 n— o0
n—1
Sy — Sn_1 = Z Uk — Y, Uk = Un, ainsi (un)n est nécessairement une suite qui tend vers 0. [ |
k=0 k=0
. R .\ n + cos(n)
Exemple 2. Si |g| > 1, alors >, ¢™ diverge grossiérement tout comme Y n, >, ——=.
n
(¢ )
Péril imminent la réciproque est fausse
$ Si u, — 0, cela ne prouve pas que Y, u, converge (cf. >;1/n).
n—o0 )
e — ) — — N
‘ Proposition n° 2 : espace vectoriel des séries convergentes et linéarité de la somme
Soient des séries convergentes Y, un, >, v, et A € K, alors > Au, + v, converge et
+00 +00 +00
Z()\un—i-vn) =)\Zun+ Z Uy,
n=0 n=0 n=0
La somme est une forme linéaire de I'espace vectoriel des séries convergentes.
Soit (2n)nen € CV, alors la série Y. z,, converge si et seulement si Y. Re(z,) et Y. Im(z,) convergent, et alors
+00 +00 +00
Z 2p = Z Re(z,) +1 Z Im(zy,)
\ n=0 n=0 n=0 )
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Démonstration de la proposition n°®2 : Supposons que Y, u, et Y, v, converge, alors
n n n +00 +00
Au =
Z kK Azuk+kaE’)\Zuk+ka
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Ceci prouve que Y| Aui + vk est une série convergente et que
+o0 +o0 +o0
Z/\unJrvn:)\ZunJr Zvn
n=0 n=0 n=0

Soit (zn)nen € CY, en se souvenant qu’une suite & valeurs complexes converge si et seulement si sa suite des parties réelles et sa suite
des parties imaginaires convergent, on obtient :

sz converge <= I eC sz—>£

k=0 n—00

— IHeC Re (i zk> —— Re(?) et Im (i zk> —— Im(¥)

n—00 n—00
k=0 k=0

< JeC kZ::O Re(zk) — Re(¢) et ,;0 Im(zy) — Im(¢)

— Z Re(zn) et Z Im(z,) sont des séries convergentes

+00 +0 +©
De plus, on a montré qu’en cas de convergence, si £ = Y, zn, alors Re({) = >, Re(zn) et Im(¢) = >} Im(z,). Ce qui montre que
n=0 n=0 n=0
+oo +o0 +00
Z zn = £ = Re(¢) +ilm(¢) = Z Re(zn) + 1 Z Im(zn) [ ]
n=0 n=0 n=0

Remarque 4. Si Y u, converge et >, v, diverge, alors > u,, + v, diverge.
Si > uy, diverge et >, v, diverge, alors on ne peut rien dire de Y u, + vy,.

L/ o . ’ . ’ .
‘ Proposition n° 3 : convergence de la série télescopique
| La suite (uy,), converge si et seulement si la série Y. (u,+1 — u,) converge.

Exemple 3. La série Y, est convergente et sa somme vaut 1.

asin(n+1)

«Exemple : ’exponentielle

on +00 Zk
Pour tout z € C, la série 3} — converge et >} i e.
n. k=0 -

2 Séries a termes positifs

Remarque 5. Tous les résultats de cette partie resteraient vrais avec (uy), & termes positifs seulement a partir d’un
certain rang.

2.1 Critere de convergence des séries positives
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-' Proposition n°4 : convergence des séries a termes positives et majorées

Soit Y u, une série & termes positifs.
1. La série Y u, converge si et seulement si la suite des sommes partielles (S, )nen est majorée.
n +00
2. Si Y, uy, converge, alors pour tout n € N, >} up < D) up.
k=0 k=0
+00
3. Si Y uy, diverge, alors lim S, = +00. On note alors, >} wuy = +00.
\ n—+00 k=0 )

Démonstration de la proposition n°4 :
n
e Notons S, = Y, ux la somme partielle d’indice n. Alors, on a déja calculé que Sp41 — Sn = un41 = 0, ainsi la suite (Sn)n
k=0

est croissante. D’apres le théoréme de la limite monotone, (Sy), converge si et seulement si (Sy,)n est majorée. Ainsi, > u,
converge si et seulement si (S»)n est majorée.

e Si Y uy, converge, alors (Sy). est majorée, notons S sa limite, alors d’aprés le théoréme de la convergence monotone, S, < S.

e (S,)n est croissante donc soit elle converge vers une limite finie soit vers plus 'infini. Donc si )] u, diverge, nécessairement
Sy —> +00. |

n—00

2.2 Comparaison série-intégrale

/ e . . ’, . . ’
l' Proposition n°5 : comparaison série-intégrale
Soient ng € N et f: [ng;+00[ — R, une fonction continue décroissante et positive. Alors :

n
La série >, f(n) converge si et seulement si la suite <j f(z) dac) converge.
nzn

>
n=ngo =T1o

Démonstration de la proposition n°®5 : Supposons que la série > f(n) converge. Soit un entier n = ng. Fixons k € [no;n].
nz=ng
k+1

Comme f est décroissante sur [ng;+o0 [, pour tout ¢t € [k; k + 1], f(t) < f(k), par croissance de 'intégrale, il vient, ft)dt <

k
k+1

f(n) dt, en sommant cette inégalité, pour k € [no;n — 1], il vient par Chasles
k

RCEES ORI

k=ng k=ng

est majorée. De plus, cette suite est croissante, en effet, pour tout entier n > no, J f(x)dz—

Ceci montre que (Jn f(z) da:)

no=M

n+1
j flz)dz = f(z)dz = 0 (par positivité de f et par positivité de 'intégrale). Donc d’apres le théoréme de la limite monotone,

n

la suite (J fz dm) converge.
no nz=n

=2n0

n
Réciproquement, supposons que la suite (J f(x) d:c) converge. Soit k = ng + 1, par décroissance de f sur [k —1;k],

nzng

k k

pour tout t € [k —1;k], f(k) < f(t), par croissance de l'intégrale, il vient f J f(t) dt, dés lors f(k) < f@t)dt
k—1

En sommant cette relation, pour k € [no + 1;n ], il vient >,  f(k) J f(t) dt, or la suite (J f(z dx) étant croissante

k=ng+1 n=ng
et convergente, on sait d’apres le théoréme de la limite monotone, que cette suite est minorée par sa limite notée ¢, ainsi, pour tout

f 10

Prouvant que la suite ( > f(k:)) est majorée par £ + f(ng). Ainsi Y, f(n) est une série a termes positif convergente (voir
nzng

entier n = ng, il vient

k= n0+1

k=ng nzngo

proposition 4). [ ]
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no ng+1 n—1 n no ng+1 n
n n n n—1
(@ X fh<| fl@)ds ®) | flwdz< X f(k)
k=ng+1 no no k=ng

FIGURE 2 — Comparaison série-intégrale : la somme partielle est interprétée comme la somme des aires de rectangles de
largeur 1 et de longueur f(k), ainsi, on peut la comparer & 'intégrale de la fonction f.

<>
Deﬁmtlon des séries de Riemann

| Soit a € R, on appelle série de Riemann de paramétre «, la série Y. 1/n®.

Y/ o . . ’ . . ’ . ’, -~ 2, 2’ . .
‘ Proposition n° 6 : comparaison série-intégrale appliquée a I’étude des séries de Riemann
| Soit a € R, la série de Riemann ) 1/n® converge si et seulement si o > 1.

1 +00 2
Exemple 4. ] 3 converge et kZ 26 (dur & montrer).
=1

& Déterminer des équivalents de somme partielle ou de reste avec des comparaison série-intégrale

1. H, = i 1. In(n).
=1 K

n
2. Sia€e]0;1], trouver un équivalent de la somme partielle d’ordre n :

o1 ke
+00 1
3. Si a > 1, trouver un équivalent du reste d’ordre n : T
k=n+1 k
2.3 Comparaison de séries a termes positifs
* Proposition n° 7 : comparaison de deux séries a termes positifs
Soient >, uyn, Y, v, deux séries & termes positifs telles que : dnpe N VYn =ng 0<u, <v,
+00 +00
1. Si la série >, v, converge, alors la série > u,, converge et Up < D Up
n=mno n=no

2. Si la série Y, uy,, diverge, alors la série >, v,, diverge.
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n n
Démonstration de la proposition n°7 : Supposons que Y, v, converge, alors pour tout entier n = ng,ona >, wur < Y, vk <
k=ng k=n

k=ng

+00 n
> wi € R. Ceci montre que ( > uk> est une suite majorée, en utilisant la proposition 4, cela montre que Y, u, converge. De
k=ng

n

plus, comme les inégalités larges passent a la limite, on obtient que

+o0 n +00
IRTERND YRR
n—+o0
k=ng k=ng k=ng
Le second point n’étant que la contraposée du premier. |

Exemple 5. Etude de la nature des séries 3 e®("") /n3 et SIn(n)/n.

\

Soient Y uy,, Y, v, deux séries & termes strictement positifs telles que u,, ~ v,. Alors > v, et >, u, ont méme
+00

(iJ Proposition n° 8 : séries dont les termes sont équivalents

nature. /

\_

~

(&Attention les sommes ne sont pas équivalentes

n n +00 +00
% Si wy ~ v, en général > uk £ >, v et >, up # D, v (en effet, les sommations d’équivalents sont interdites).
\ k=0 k=0 k=0 k=0 )

1

Exemple 6. Etude de la nature de la série 3’ ()’
n + In(n

3 Séries absolument convergentes

3.1 Définitions

‘ ’ . .
%@ Définition
On dit que Y] u,, une série & termes réels ou complexes, converge absolument (ou que la suite (u,), est som-
+00
mable) si la série > |u,| converge. On note dans ce cas Y. |u,| < +00.

n=0

in

i
5 est absolument convergente.

Exemple 7. La série >, —
n

Remarque 6. Soit Y u, une série & termes positifs, > u,, converge si et seulement si elle converge absolument.

Remarque 7. Pour étudier la convergence absolue, on utilise les outils vus précédemment pour ' |uy,|.

L/ ’ . A
‘ Théoréme n°1 : la convergence absolue entraine la convergence

Si la série Y u, converge absolument, alors elle converge, de plus :

+00
Z Unp
n=0

+00
< 2 ual
n=0
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Démonstration du théoréme n°1 :

e Commengons par le cas K = R, supposons que Y, u, converge absolument et soit & valeurs dans R. Pour tout n € N,
—|un| € un < |unl, ainsi 0 < un + |un| < 2|un|. Posons v, = un + |un|, par hypothése > |un| converge, donc >, 2|u,| aussi.
Par comparaison de séries & termes positifs, on peut en déduit que > v, converge. De plus, un = v, — |un|, ainsi comme
> vy, converge et Y |u,| converge. On peut en conclure que Y, u, converge.

e Continuons avec le cas K = C, supposons que Y, z, est converge absolument et soit & valeurs dans C. Alors pour tout n € N,
|Re(2zn)| < |zn|, par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que | |Re(zy)| converge. Ainsi, Y Re(zn) est une
série absolument convergente réelle donc converge en vertu du point précédent. De méme, >, Im(u, ) converge. Ainsi, d’aprés
une propriété sur la convergence des séries & valeurs complexes, on en déduit que Y z, converge.

e Soit Yz, une série absolument convergente complexe. Soit n € N, d’apres I'inégalité triangulaire (qui est vraie dans R avec
la valeur absolue et dans C avec le module), on a que

n n
YneN sz <Z|zk|
k=0 k=0
n +00 1
Or, nous savons que lim > zx = >, zk, de plus z — |z| est continue, on peut donc dire que
n—+0o0 k=0 k=0
n +o0
lim Z K| = Z 2k
n—+0oo0
k=0 k=0

De plus, comme Y| |uk| est une série & termes positifs, on en déduit que

n n +00
VneN sz<2\zk|<2|zk|
k=0 k=0 k=0
Comme les inégalités larges passent a la limite, on obtient
+0o0 +0o0
>l < Yl .
k=0 k=0

Remarque 8. La réciproque est fausse pour une série de signe quelconque.

_1)" _
(=1) —, alors > uy, converge, mais (up)nen n'est pas sommable.

Exemple 8. Posons u,, = m

3.2 Comparaison de séries

(l’_:J Théoréme n°2 : O, 0, ~ d’une série SATP convergente

Soit v, une série & termes strictement positifs convergente (pour tout n € N, v,, > 0).
\_ Si up, = O(vy) ou u, = o(vy,) ou bien u, ~ v, alors >’ u, converge absolument donc converge.

Démonstration du théoréme n°2 : Supposons que u, = O(v,), cela veut dire qu’il existe M € Ry tel que pour tout n € N,

u . s 1. . .

U—" < M, ainsi, |un| < M|v,| = Mv,, comme > v, converge, on en déduit que Y, Mv, converge, par comparaison de suites
n

positives, > |u,| converge, ainsi Y, u, converge absolument donc converge. [ |

Exemple 9. Etude de la nature des séries Y11 — cos(1/n) et Y +/n + 1 —+/n

n—o0

nol
Exemple 10. 3, 7 In(n) —— v €]0;1[ (constante d’Euler). v € Q? Répondre a cette question et c’est la gloire!
k=1
Remarque 9. Souvent, on fera des développements limités/asymptotique, il faut pousser l'ordre de fagon & avoir un
terme dans le © ou le O qui donne une série convergente.

Remarque 10. Faire des DL avec des O permet souvent de conclure sur la convergence des séries et peut permettre de
calculer un ordre en moins dans les DL, dans la pratique, on fera souvent en sorte d’obtenir un O(1/n?).

Péril imminent il faut que Y v, soit une SATP pour appliquer le théoréme.

< Si > w, n'est pas une SATP, il est possible que . v,, converge et que > u, diverge avec u, = O(vy,).

1. Rappelons que si (zn)n est une suite convergente vers a et que f est continue en a, alors (f(zn))n tend vers f(a).
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1 -1)" 1
Exemple 11. On peut montrer que () =0 <m> avec . m diverge.

Attention a ne pas oublier la condition convergente

Si > v, diverge et u, = O(vy,), on ne peut rien dire de Y uy,.
En particulier, si u, = O(1/n).
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4 Cartes mentales

4.1 Convergence d’une série

; cf. u, positive
divergence

grossiere

Convergence absolue =
un 0 convergence de Y |uy,|

série géométrique

(un)n

de Yjupn? quelconque

N

Série
télescopique

Convergence

série de Riemann
\
(Up)n poSitive DL, O, o avec
> v, une SATP convergente

comparaison S 2
série-intégrale
4.2 Somme d’une série
Série
télescopique

Décomposition en
éléments simples

Linéarité
partie réelle
ou imaginaire

série géométrique

Taylor Reste intégral
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