Correction de I’exercice 1. a) On pose u, = sin(1/n) —In(1 + 1/n). Alors,

n=1/n4+0(1/n%) — (1/n+ O(1/n%) = O(1/n?)

Comme Y. 1/n? converge (série de Riemann de parameétre 2>>1). Par comparaison a une SATP, Y u,, converge.

/ / 1 1
\/n2+n+1—\/n2 n—1=mn 1+ +7_ —i———f Onposealorsu———i—j,alors

+0( 2) et O(ud) = o=

u

n2 n5

2 . —n? —n?

Par croissance comparée n“e —— 0, donce = 0(1/n?), par comparaison & une série & termes positifs
n—oo

—_n2

et convergente ) e converge.
1 1 1 In(n) 1
- - - = In _ SN -~ = i
pESY ey Or n exp( - ) — 1 Ainsi, e ESY - Or > 1/n diverge, donc par
1
comparaison de deux SATP }} ———— T4/ diverge.
Faire un DL
Faire un DL
1
La fonction z — n(z) est décroissante, continue et positive sur [2;+00[. De plus,
zIn(x
no
———dz = [In(In(x))]), —— +0
|, i 4o = Dnln@)l; =+
. f 1 .
Par comparaison série-intégrale Y, ———— diverge.
nln(n)
1n2024 (p, 1 1 1n2024 (),
Pour n > 3, A > —. Or, > — diverge. Par comparaison entre deux SATP, >’ (n) diverge.
n n n
P . . n d n di . t
ar croissance comparée, ey g— +00, donc )| m iverge grossiérement.
‘  In20%(p) 1
Par croissance comparée, ——— = 0(n™ %), or 3, n"~ 2 converge (série de Riemann de parameétre 1.2 > 1).
nl.
. R L _ In29%4(p)
Par comparaison a une série a termes positifs et convergente, >’ 5 converge.
nl.

1

Par croissance comparée, n~06 = 0(71 505 4( ot /2), or Zn_o'ﬁ diverge (série de Riemann de parameétre
n n)n
0.6 < 1). Par comparaison de séries a termes positifs, >’ W diverge.

Faisons un DL, or le seul DL de arctan que 1’on connaisse est en 0. Dans ce cas, appliquons la formule !
arctan(z) + arctan(1l/z) = 7/2 pour tout z > 0. Ainsi, pour tout n € N*,

1 1
4) — - - ) )= - -
arctan(n + 2024) — arctan(n) <7r/2 arctan <(n n 2024)>) <7r/2 arctan (n))
t ! t !
= arctan | — | —arctan | —————
wEARn ) T g 2024
1 1 1 1
ol voff— -
n <n3> n + 2024 * <(n + 2024)3)

2024 1 1
nm+mmg+0<ﬁ>zo<ﬁ>

1. Rappelons que cette formule se démontre en dérivant f: x +— arctan(z) + arctan(1/x) sur R*, on obtient une dérivée nulle,

donc f est constante sur R* et R*. Enfin on trouve les deux valeurs constantes en calculant f(1) et f(—1).
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1
Justifions la manipulation des O effectuée : n + 2024 ~ n, donc (n + 2024)% ~ n3, ainsi O | ————— | =
(n 4+ 2024)3

O ( —5 |- Par comparaison a une série a termes positifs et convergente, > arctan(n + 2024) — arctan(n)
n
converge.
cos(n?) " 1 3 i
m) Posons u, = ——5—, or, pour tout n € N*, |u,| < —. Comme },1/n” converge, par comparaison de deux
n n

SATP, >’ |uy| converge, ainsi >, u, converge absolument donc converge.
n) Par croissance comparée n? x n2024e —vn — 0, donc n2024e =V — o(1/n?). Comme ¥ 1/n? converge, par
n—

comparaison & une série & terme positifs, >} n20%4e ~Vn converge.
0) Faire un DL

1 n
p) Posons u, = (1 + ) — e, alors :
n

1 1 1 1 1
u, = exp(nln(l+1/n))—e =exp <n (n ~5at O(n?’)>> —e =exp <1 5.t (9(712)) —e
—1 1
= e (exp <2n + (’)(n2)> - 1)
On pose alors u = —% + O(1/n?), alors O(u?) = O(1/n?), ainsi on applique le DL;i(0) de exp(u) =

1 _
1+u+ O(u?). Ainsi, u, = e (1 —1/2n+ O(1/n?)—) ~ . Comme > — diverge, Y] 2—e diverge aussi, par
n n n

comparaison de deux séries & termes négatifs >, > u, diverge.
Correction de I’exercice 2.
Correction de I’exercice 3.

Correction de ’exercice 4. 1. Supposons que Y u,, converge avec (u,), une suite positive. Comme > uy,
converge, u, —— 0. Ainsi, il existe ng € N tel que pour tout entier n > ng, 0 < u,, < 1. En multipliant
n—0oo

par ,, on obtient 0 < u,? < uy, or Y. u, converge, par comparaison de deux SATP, > u,,? converge.

2. Siu, =1/n, alors Y. u,? converge mais ) u,, diverge.
n=1 n=1

3. Si > u, converge absolument, alors Y |u,| converge. Comme ) |u,| est une SATP, on peut lui appliquer
la question 1, 3 |u,|? converge. Or, pour tout entier n, u,? = |u,|?. Ainsi, Y u,? converge.

Correction de ’exercice 5.

Correction de ’exercice 6.

2, 72
. . . , e
Correction de I’exercice 7. Soit (a,b) € R2, alors (a — b)? > 0, donc en développant, ab < . Ainsi,
Up + Up s , .
pour tout n € N, /UnVp = +/Un\/Un < — Or > u, et > v, convergent, comme l’ensemble des séries
Uy, + UV

. n . s . N o, .
convergente est un espace vectoriel, >’ —5 converge. Par comparaison de deux séries & termes positifs,
>\ Un Uy converge.

Correction de I’exercice 8. 1. Supposons que pour n = ng, on ait v,41 < rv,. Posons 'hypothese de
récurrence suivante, pour n = ng : Z(n) : «vp < vpy " "0»
e Initialisation : pour n = ng, on a bien vy, < vy, = v;,07 "0, P (ng) est vraie.
e Hérédité : soit n > ng, si Z(n) vraie, alors v, 11 < 70, < 7(Vpgr™ ™) = vy, P70 P(n + 1) est
vraie.

2. En effet si >, u, et v, sont deux séries & termes négatif avec up ~ vy, alors —u, ~ —v, et on en déduit que >, —un et >, —v,
ont méme nature donc que > u, et >, v, ont méme nature.
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e Conclusion : pour tout n = ng, v, < up,r" " "0.

De méme, supposons® que pour n = ng, on ait v,4+1 = rv,. En divisant par 7”1, pour tout entier n = n
) 05 + ; 0

v v
TZ—ﬁ > —Z, ainsi la suite (v /T")n=n, est croissante. Des lors, pour tout entier n = ng, vy /1™ = vy, /r™°.
En multipliant par " le résultat en découle.

1—4

2. Supposons que £ < 1, cherchons € > 0 tel que £+ ¢ < 1, il faut alors que € < 1 — ¢. Posons donc ¢ = —

comme ¢ < 1, on a € > 0. Comme lir{loo |tn+1/un| = £, on peut donc dire qu'il existe ng € N tel que :
n—

YneN n=ny =— [F{—e<

posons

1—-¢ 144 1+1
= < =
2 2 2
Ainsi 7 < 1. Comme, pour tout entier n = ng, |unt1|/|un| < r, d’apres la question 1, pour tout entier
n = ng, |un| < |un,|r~™0r"™, or >, r™ est une série géométrique convergente car |r| < 1. Donc ] |up,|r~"0r"
converge, par comparaison de séries a termes positifs, >’ |u,| converge. Ainsi, > u,, converge absolument
donc converge.

r=~»0+e=10+ 1

-1
3. Supposons que £ > 1, cherchons € > 0 tel que £ —e > 1, il faut alors que € < £ — 1. Posons donc € = —5

comme £ > 1, on a € > 0. Comme hr{loo |tn+1/un| = £, on peut donc dire qu'il existe ng € N tel que
n—

|un+1|

<fl+e
|y |

VneN n=ny =—=>F¢—¢c<

Posons
(-1 £+1 1+1

>
2 2 2
Ainsi r > 1. Comme, pour tout entier n = ng, |up+1|/|un| = r, d’aprés question 1, pour tout entier n = ny,
[tn| = |tung|r—0r" — 0. Ainsi, > u,, diverge grossiérement.
n—

r=0—c=1/{— 1

Un+1

4. Prenons u, = 1/n, alors u,4+1 ~ u, et donc —— 1 =/ et Y u, diverge. Prenons u, = 1/n?, alors

Unp,

Un+1 e e . . .
—— 1 ={ et > u, converge. Ainsi, si / = 1, on ne peut rien dire.
Up, n—0o0

Unpi1 ~ Uy €t donc

Correction de ’exercice 9.

n +00
Correction de I’exercice 10. Posons S, = >, ug et S = >, uy , alors
k=0 k=0
2n
0<nugn < Y up="S5m—S ——>5—8=0
n—a0
k=n+1

Alors par théoréeme d’encadrement, nus, —— 0, en multipliant par 2, 2nus, —— 0.
n—o0 n—0o0
Considérons 0 < (2n+1)ugn+1 = Ugp+1+2nU2p+1 < Uzpt1+2nug,. Comme la série converge, uy, — 0, par
n—

extraction ug,+1 —— 0 et par ce qui précede 2nug, —— 0, par théoreme d’encadrement (2n + 1)ugy+1 ——
0 n—a0 n—ao0 n—oo

Ainsi, la suite des termes pairs de (nuy), tend vers 0 ainsi que la suite des termes impairs de (nuy), tend
vers 0. D’apres un théoréme de cours, nu, —— 0.
n—o0

Correction de ’exercice 11.

3. On peut refaire une récurrence, mais proposons une méthode avec plus de panache.
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1+«

Correction de I’exercice 12. 1. Si a > 1, alors considérons v € | 1;a[, (par exemple vy = ), remar-

quons, alors que

1

no—"y 11’1/8 (n) n— 00

u
VneN, nx=2 T":yﬁun:
ny

En effet, comme v < a;, n*77 o+ et par croissance comparée, n® 7 In?(n) —— +o00. Ainsi u, =
—00 n—ao0

0 (1/n7). Or >]1/n" est une série de Riemann convergente et a termes positifs, car v > 1, par comparaison
des séries a termes positifs, > u,, converge.

2. Si a < 1, alors

nl—a n-o

Ainsi, 1/n = o (1/(n® In” (n)) Comme Y} 1/n diverge, par la contraposée du théoréme de comparaison a
une série & terme positifs, 31 1/(n In” (n) diverge.

3. Posons la fonction f: x — définie sur [ 2; +o0 [. Par dérivation, il existe un entier ng € N* tel que

z1n’(x)
f est décroissante sur [ ng;+o0[. De plus, f est continue et positive. D’apres le théoréme de comparaison

3
série-intégrale, > u, = >_ f(n) converge si et seulement si la suite (j f(z) dx) converge. Si  # 1,
n n=ng

on a
"o In(z)'=#71"  In(n)*? 1In(ng)*
N n= ——de=|——| = -
Vn € n = ng f :Cln(x)ﬁ T [ -7 . -7 -
Comme In(n) —— +o0, (In(n)'=%), converge si et seulement si 1 — f < 0. Dans le cas § € R*\{1},

n—o0

n
(f f(x) dl‘) converge si et seulement si 8 > 1. Si 8 = 1, alors
2 2

n
1
dz = In(In(n)) — In(In(2)) —— +0
|, i 4 = (n(n) ~ n(in() > -
Ainsi, > u, converge si et seulement si 5 > 1.
En conclusion, )] u, converge si et seulement si « > 1 ou (e« =1et > 1).
Correction de ’exercice 13. Soit (uy), une suite strictement positive, on suppose que /u, — .
1. Sif <1, onposee=(1-1¢)/2>0, ainsi il existe Ny € N tel que
Vn e N n=Ny = Yu,<l+e=(1+4))2=

Comme x — z" est croissante sur R, , on obtient pour tout n > Ny, u, < r", comme r < 1, on sait que
> 7™ converge (série géométrique de raison r avec |r| < 1), par critére de comparaison des séries & termes
positifs >, u, converge.

2. Sif¢>1,o0nposee=(¢{—1)/2>0, ainsi il existe Ny € N tel que

Vn e N n=Ny = Yu,=2l—c=(1+4))2=

Comme x — z" est croissante sur R, on obtient pour tout n > Ny, u, = r", comme r > 1, r"* — +00,
donc u, — +00, ainsi Y, u, diverge grossiérement.
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Correction de D’exercice 14. 1. Pour tout n € N, 0 < v, —uy, < wy —uy. Comme Y u, et > w, convergent
et que l'ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel, > w, — u, converge. Par comparaison
entre deux SATP, > v, — u, converge. Comme ), u, converge, par somme » (v, — Up) + U, converge.
Ainsi, v, converge.

2. Supposons que Y, u, converge absolument. Alors pour tout n € N, —|u,| < u, < |up|. Or X |uy,| converge,
par stabilité par multiplication par un scalaire, > —|u,| converge. En appliquant la premieére question,
> uy, converge.

Correction de I’exercice 15. 1. Comme >]1/n? converge et que I’ensemble des séries convergente est un
espace vectoriel, Y. 1/(2n)? converge, de plus, par linéarité de la somme,

+00 +00 +00 2 2
1 1 1 1 1
D Y DIE S FRa.s
(2n) 4n? 4 n 4 6 24
n=1 n=1 n=1
2n+41 1
2. Soit n € N* | en séparant les indices pairs et impairs dans >’ 72 il vient :
k=1
znl 1 27551 1 Z 1 2 n?  r?
Ok +1)2 2 2 how 6 94 8
= (2k + 1) = A (2k)?2 n>o0 6 24 8
A 1 S | L
insi, 3 ——— ()
insi, Y, CESIE converge e nz=:() e A
3. Soit n € N*, en séparant les indices pairs et impairs :
Z (_1)k i (—l)k . i (_1)k E(i/f) 1 E((n—1)/2) 1 R 2
2 2 2 2 2 noow 94 ] 19
=k P} k = k = (2p) = (2p+1)2 n>o 24 8 12
k pair k impair
o (D" e VR
Ainsi, )] —— converge et nz=]1 = =13
1
Correction de ’exercice 16. 1. >} — est une série de Riemann de parametre z. Ainsi, ((z) est défini
ssi z > 1. L’ensemble de définition de ¢ est | 1;+o0[.
+00 1 1
2. Soit (z,2’) € |1;+00][ tel que x < 2/, alors, par linéarité de la somme, ((z) — ((z') = > (w - x,)
n=1 \"N n
Remarquons que pour n =1, n® = n* = 1, ainsi,
1 1 &1
/
C(ﬂf)—C(l‘)Zﬁ—ﬁ+Zﬁ—W
n=3
. ¢ . Lo 4 a1 1
Pour un entier k > 2, t — k™" = exp(—tIn(k)) est strictement décroissante sur R". Ainsi 9 v >0
1 1 5 . o
et pour tout n > 3, — — — > 0, comme les inégalités larges sont conservées® par passage a la limite,
n n

+0 1 1
Zi_i

iz n® n®’
strictement décroissante sur | 1;+00][.

> 0. Par somme d’inégalités dont une est stricte, ((z) — ¢(2’) > 0. En conclusion, ¢ est

1 :
3. Soit xe|1;+0], t — i t~% est décroissante °.

4. Car de dérivée t — —In(k) exp(—tIn(k)) < 0.
5. C’est pour cela que I’on affirme que la somme est positive ou nulle et non strictement positive, méme si elle ’est.
6. Car de dérivée t — (—z)t~ "~ < 0.
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e Soit un entier k > 1. Pour tout t € [k;k + 1], t7% < k™7 en intégrant par croissance de 'intégrale,

k+1 k+1
f T dt < J k™% dt
k k
En calculant les intégrales :
1
— ((k+ 1) —k") < k™"
1—=x (( +1) )
Sommons ces inégalités pour k€ [1;n] :
1 /1 1 S| 1
> <x - x> <)<
z—1&\k (k+1) =k x—1

Comme on reconnait nue somme télescopique

1 1 noq
(1— ><ka

r—1 (n+1)®

Comme le passage a la limite conserve les inégalités larges :

Soit un entier” k > 2. Pour tout t € [k — 1;k], k=% < t~% en intégrant par croissance de l'intégrale,

k

k
f K0 dt < f v dt
k—1 k—1
En calculant les intégrales :
1
kT < E8—(k—1)""
L (- 1))

Sommons ces inégalités pour k€ [2;n ] :

21 1 & 1 1
§2w<m—1,§<(k—1)w_m>

Comme on reconnait des sommes télescopiques et en rajoutant 1 aux membres de l'inégalité :
n
1 1 1
}: EE <1+ 1 (1-—I>
= T — n

Comme le passage a la limite, quand n — +00, conserve les inégalités larges

Des lors, pour tout = > 1,
1 1
<) <14+ ——
z—1 ¢@) -1
1 1 L . : ,
, par théoreme d’encadrement des équivalents, il en découle que

Comme 1 + ~
x—1zs1+x—1
1

rz—1t T — 1

7. Attention, ici k ne peut pas valoir 1, car sinon on intégrerait ¢~ sur [0;1]. Or ¢t — t~% = exp(—=zIn(¢)) n’est pas définie en

0 ni prolongeable par continuité car t~* —— +0. On est donc obligé de partir a kK = 2 quitte a rajouter a la fin le terme pour
x—0

k=1
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1 o
et donc ((x) —— +00. Malheureusement, z — +o0, —— ——— 0 et 1+ —— ———— 1, ainsi nos deux
r—1+ r—1 >+ r—1 x>+

+00
gendarmes ne vont pas au méme endroit. Cependant, pour tout > 1, ((x) = 1+ >, n™*, ainsi, ((z) > 1.
n=2

1 PR ) -
Donc, 1 < ¢(z) <1+ L par le théoréme d’encadrement, ((x) — 1.

Remarque 1. Cette fonction est la célebre fonction ¢ de Riemann. On peut la prolonger d’une certaine maniere
sur C\{1}. Un des problémes les plus complexes est de déterminer ou cette fonction s’annule.

N

FIGURE 1 — Graphe de la fonction ¢ de Riemann en rouge et vert ses asymptotes.

Correction de ’exercice 17.
Correction de 1’exercice 18.

Correction de 1’exercice 19.
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