
Correction de l’exercice 1. Aucun de ces exemples n’est un produit scalaire :
1. φ n’est pas positive : en effet si p “ p1, 3, 1q, alors φpp, pq “ ´4 ă 0.
2. φ n’est pas à valeurs dans R.
3. φ n’est pas définie : φpX,Xq “ 0 et X ‰ 0.
4. φ n’est pas définie : si f : x ÞÑ 1, φpf, fq “ 0.

Correction de l’exercice 2. Soit pP,Qq P RrXs2. Par croissance comparée,

P pnqQpnqe ´n

1
n2

ÝÝÝÑ
nÑ8

0

Ainsi, P pnqQpnqe ´n “ Opn´2q, la série
ř

P pnqQpnqe ´n est convergente par comparaison à une série positive
et convergente (série de Riemann de paramètre 2 ą 1). La fonction ϕ existe donc bien. On montre après qu’elle
est bilinéaire (par linéarité de Σ), symétrique, positive. Enfin si φpP, P q “ 0, on en déduit que

ř

P pnqP pnqe ´n

est une série à terme positive et de somme nulle, donc pour tout n P N, P 2pnqe ´n “ 0. Comme exponentielle
ne s’annule pas P pnq “ 0 pour tout n P N, donc P a une infinité de racines. Donc P “ 0. Soit pP,Qq P RrXs2,
alors :

˜

`8
ÿ

n“0
P pnqQpnqe ´n

¸2

ď

˜

`8
ÿ

n“0
P pnq2e ´n

¸ ˜

`8
ÿ

n“0
Qpnq2e ´n

¸

Correction de l’exercice 3. 1. À démontrer point par point
2. Appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz avec px, y, zq et

`1
2 , 1,

1
3
˘

. On obtient :

ϕ

ˆ

px, y, zq,

ˆ

1
2 , 1,

1
3

˙˙2
ď }px, y, zq}2

›

›

›

›

ˆ

1
2 , 1,

1
3

˙›

›

›

›

2

px` y ` zq2 ď }px, y, zq}2 11
6 ď

11
6

Correction de l’exercice 4. Soit x ą 0. Utilisons le produit scalaire usuel sur C pr 0 ;x s ,Rq : xf, gy “
ż x

0
fptqgptq dt. Comme f P C 1 et fp0q “ 0, pour tout x ą 0, fpxq “

ż x

0
f 1ptq dt “ xf 1, 1y. Soit x ą 0. Appliquons

l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

fpxq “
@

f 1, 1
D

ď }f 1} ˆ }1} “

d

ż x

0
f 1ptq2 dtˆ

?
x

Correction de l’exercice 5.

Correction de l’exercice 6. 1. Soit pX,Y q P Mn,1pRq2

‚ Remarquons que XJY est une matrice de taille p1, 1q (donc un réel) donc symétrique, ainsi pXJY qJ “

XJY , soit Y JX “ XJY . Ceci prouve que le produit scalaire est symétrique.
‚ Considérons X 1 P Mn,1pRq et λ P R, alors par linéarité de la transposée et par distributivité du produit

matriciel pλX `X 1qJY “ pλXJ `X 1JqY “ λXJY `X 1J. Ceci prouve la linéarité à gauche (et donc
à droite par symétrie).

‚ XJX “
n
ř

i“1
Xi

2 ě 0. Ceci prouve la positivité.

‚ Supposons que XJX “ 0, alors
n
ř

i“1
Xi

2 “ 0, on a une somme de réels positifs qui est nulle, donc pour

tout i P rr 1 ;n ss, Xi
2 “ 0 soit X “ 0. Ceci prouve le caractère défini

Ainsi, pX,Y q ÞÑ XJY est un produit scalaire sur Mn,1pRq.
2. Soit X P KerpAq, alors AX “ 0, donc AJpAXq “ AJ0 “ 0, donc X P KerpAJAq. Dès lors KerpAq Ă

KerpAJAq. Soit X P KerpAJAq, donc AJAX “ 0, donc XJAJAX “ 0, soit pAXqJpAXq “ 0, donc
xAX,AXy “ 0, comme le produit scalaire est définie, AX “ 0 donc X P KerpAq. Ceci prouve que
KerpAJAq Ă KerpAq. Par conséquent KerpAJAq “ KerpAq.
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3. Soit Y P ImpAJAq, alors il existe X P Mn,1pRq tel que Y “ AJAX, en particulier Y “ AJpAXq P ImpAJq.
Ceci prouve que ImpAJAq Ă ImpAJq. De plus, en appliquant le théorème du rang matriciel 1 :

dimpImpAJqq “ dimpImpAqq “ n´ dimpKerpAqq “ n´ dimpKerpAJAqq “ dimpImpAJAqq

Ainsi, les deux images ont même dimension et l’une est inclus dans l’autre, donc ImpAJAq “ ImpAJq

Correction de l’exercice 7. Soit g P HK : @f P H,
ż 1

0
fptqgptqdt “ 0. Or, t ÞÑ tgptq P H donc

ż 1

0
tg2ptqdt “ 0.

La fonction t ÞÑ tg2ptq est une fonction positive et continue sur r 0 ; 1 s donc c’est la fonction nulle. Ainsi pour
tout t P s 0 ; 1 s, gptq “ 0. Par continuité en 0, gp0q “ 0 donc g “ 0. Ainsi, HK Ă t0u. Comme 0 P HK. On
HK “ t0u. On a donc pHKqK “ E ‰ H.

Correction de l’exercice 8. On rappelle que pA,Bq ÞÑ xA,By “ trpABJq est le produit scalaire usuel
sur MnpRq. Redémontrons rapidement que SnpRq et AnpRq sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans MnpRq :

‚ SnpRq (resp. AnpRq) est est un SEV de MnpRq car est le noyau de l’application linéaire M ÞÑ M ´MJ

(resp. M ÞÑ M `MJ).
‚ Soit M P SnpRq X AnpRq, alors MJ “ M “ ´M . Donc 2M “ 0n, d’où M “ 0n, ainsi SnpRq ‘ AnpRq.
‚ Soit M P MnpRq, on pose S “

1
2pM`MJq, A “

1
2pM´MJq, alors on vérifie que S P SnpRq, A P AnpRq

et que S `A “ M , ainsi MnpRq “ SnpRq ` AnpRq.
Ainsi, SnpRq et AnpRq sont bien des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans MnpRq. Soit S P SnpRq et
A P AnpRq, alors

xS,Ay “ trpSAJq “ trpSp´Aqq “ ´trpSAq

De plus, par symétrie du produit scalaire :

xS,Ay “ xA,Sy “ trpASJq “ trpASq “ trpSAq “ ´ xS,Ay

Ainsi, xS,Ay “ 0. Donc SnpRq et AnpRq sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux. Ainsi, SnpRq et AnpRq

sont des supplémentaires orthogonaux. Ainsi, pour M P MnpRq, M “
1
2

`

M `MJ
˘

`
1
2

`

M ´MJ
˘

avec
1
2

`

M `MJ
˘

P SnpRq et 1
2

`

M ´MJ
˘

P AnpRq “ SnpRqK donc en notant p la projection orthogonale sur

SnpRq, p : M ÞÑ
1
2

`

M `MJ
˘

.

Correction de l’exercice 9.

Correction de l’exercice 10. 1. Soient pf, g, hq P E3, λ P R.

‚ φpf, gq “

ż 1

0
pfptqgptq ` f 1ptqg1ptqq dt “

ż 1

0
pgptqfptq ` g1ptqf 1ptqq dt “ φpg, fq. Ainsi, φ est symétrique.

‚ Par linéarité de la dérivation et de l’intégrale :

φpλf ` h, gq “

ż 1

0
pλf ` hqptqgptq ` pλf ` hq1ptqg1ptq dt

“

ż 1

0
λfptqgptq ` hptqgptq ` λf 1ptqg1ptq ` h1ptqg1ptq dt

“ λ

ż 1

0
fptqgptq ` f 1ptqg1ptq dt`

ż 1

0
hptqgptq ` h1ptqg1ptq dt “ λφpf, gq ` φph, gq

Ainsi, φ est linéaire à gauche, par symétrie, elle est linéaire à droite, φ est finalement une forme
bilinéaire.

‚ φpf, fq “

ż 1

0
fptq2 ` f 1ptq2 dt ě 0 (par positivité de l’intégrale). Ainsi, φ est positive.

1. Rappel si A est une matrice, alors dimpKerpAqq ` dimpImpAqq “ le nombre de colonnes de A.
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‚ Supposons φpf, fq “ 0. Or t ÞÑ fptq2 ` f 1ptq2 est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle,
d’après le théorème de nullité de l’intégrale, pour tout t P r 0 ; 1 s, fptq2 ` f 1ptq2 “ 0. Or fptq2 ě 0 et
f 1ptq ě 0, on en déduit que fptq “ 0 pour tout t P r 0 ; 1 s. Ainsi, f est la fonction nulle. Ainsi, φ est
définie.

Nous avons donc montré que φ est un produit scalaire sur E.

2. En posant ϕ :
#

E ÝÑ R2

f ÞÝÑ pfp0q, f 1p0qq
et ψ :

#

E ÝÑ C 0pr 0 ; 1 s ,Rq

f ÞÝÑ f2 ´ f
, ϕ et ψ sont des applications linéaires

définies sur E et donc V “ Kerpϕq et W “ Kerpψq sont des sous-espaces vectoriels de E.
Montrons que V et W sont orthogonaux. Soit v P V et w P W , alors :

φpv, wq “

ż 1

0
vptqwptq`v1ptqw1ptqdt “

ż 1

0
vptqw2ptq`v1ptqw1ptqdt “

“

vptqw1ptq
‰1

0 “ vp1qw1p1q´vp0qw1p0q “ 0

Dès lors, V et W sont orthogonaux.
Montrons que V et W sont supplémentaires. Soit f P E. Montrons, par analyse-synthèse, qu’il existe un
unique pv, wq P V ˆW tel que f “ v ` w.

‚ Analyse : supposons qu’il existe v P V et w P W tel que f “ v ` w, alors w2 “ w, d’où w2 ´ w “

0. On reconnait alors une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants et
homogène. Ainsi, il existe pA,Bq P R2 tel que w : t ÞÑ Ae t ` Be ´t. Dès lors, pour tout t P r 0 ; 1 s,
fptq “ vptq `Ae t `Be ´t. En particulier, fp0q “ vp0q `A`B “ A`B et fp1q “ vp1q `Ae 1 `Be ´1.
Comme v P V , vp0q “ vp1q “ 0. Ainsi, on obtient le système suivant 2, que l’on résout :

"

A`B “ fp0q

Ae 1 `Be ´1 “ fp1q
ðñ

L2ÐL2´e ´1L1

"

B “ fp0q ´A
Ape 1 ´ e ´1q “ fp1q ´ e ´1fp0q

ðñ

$

’

&

’

%

A “
fp1q ´ e ´1fp0q

e 1 ´ e ´1

B “ fp0q ´
fp1q ´ e ´1fp0q

e 1 ´ e ´1 “
fp0qe 1 ´ fp1q

e 1 ´ e ´1

Ainsi, on a montré que si f “ v ` w avec v P V et w P W , alors w : t ÞÑ
fp1q ´ e ´1fp0q

e 1 ´ e ´1 e t `

fp0qe 1 ´ fp1q

e 1 ´ e ´1 e ´t et v “ f ´ w.

‚ Synthèse : posons w : t ÞÑ
fp1q ´ e ´1fp0q

e 1 ´ e ´1 e t `
fp0qe 1 ´ fp1q

e 1 ´ e ´1 e ´t et v “ f ´w. Alors, v`w “ f , par
dérivation de l’exponentielle, w2 “ w, donc w P W . De plus,

vp0q “ fp0q ´ wp0q “ fp0q ´
fp1q ´ e ´1fp0q

e 1 ´ e ´1 ´
fp0qe 1 ´ fp1q

e 1 ´ e ´1 “ 0

vp1q “ fp1q ´ wp1q “ fp1q ´
fp1q ´ e ´1fp0q

e 1 ´ e ´1 e 1 ´
fp0qe 1 ´ fp1q

e 1 ´ e ´1 e ´1 “ 0

Ainsi, v P V . Par conséquent, on a montré qu’il existait v P V et w P W tel que f “ v ` w.
La synthèse a montré l’existence de v P V et de w P W tel que f “ v ` w. L’analyse a montré qu’ils
étaient uniques. Ainsi, V et W sont supplémentaires, comme ils sont orthogonaux, on en conclut qu’ils
sont supplémentaires orthogonaux.

Correction de l’exercice 11.
2. Les calculs auraient pu être beaucoup plus simples et plus élégants si on résolvait l’équation différentielle avec ch et sh

à la place de t ÞÑ e t et t ÞÑ e ´t, il aurait fallu écrire, pour tout t P r 0 ; 1 s, wptq “ Achptq ` Bshptq. Le système aurait
"

Achp0q ` Bshp0q “ fp0q

Achp1q ` Bshp1q “ fp1q
ssi

$

&

%

A “ fp0q

B “
fp1q ´ fp0qchp1q

shp1q

.
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Correction de l’exercice 12. 1. Fixons j P rr 1 ;n ss. Alors en utilisant l’équation avec x “ ej , on obtient

}ej}2 “

n
ÿ

k“1
xej , eky

2
“ xej , ejy `

n
ÿ

k“1
k‰j

xej , eky
2

Comme }ej}2 “ xej , ejy “ 1, on obtient, en retranchant, 1 des deux côtés de l’équation

n
ÿ

k“1
k‰j

xej , eky
2

“ 0

Or, si une somme de réels positifs est nul c’est que tous les termes sont nuls, ainsi, pour tout k P rr 1 ;n ss,
si k ‰ j, on obtient xej , eky “ 0 et si k “ j, xej , ejy “ 1. Et ce, pour tout j P rr 1 ;n ss, la famille B est
donc orthonormale. Ainsi, B est une famille libre et }B} “ n “ dimpEq donc B est une base E. On peut
donc en conclure que B est une base orthonormale de E.

2. Ne supposons plus que E est de dimension n. Posons F “ vect pe1, e2, . . . , enq, alors par ce qui précède,
appliqué à F , B est une base orthonormée de F . Soit x P FK. Alors, pour tout k P rr 1 ;n ss, xx, eky “ 0,
ainsi }x}2 “ 0 donc x “ 0E . Ceci montre que FK “ t0Eu, en repassant à l’orthogonal, on obtient que
pFKqK “ t0EuK. Or comme E est un espace euclidien, pFKqK “ F . En outre, t0EuK “ E. Dès lors, E “ F
et B est une base orthonormée de F donc de E.

Remarque 1. On sait déjà, d’après le cours, que si B “ pe1, e2, . . . , enq est une base orthonormale de E, alors
}x}2 “

n
ř

k“1
xx, eky

2. Ici, on a étudié une réciproque partielle (dans le cas où les vecteurs étaient unitaires).

Correction de l’exercice 13. La base canonique de 3 R3rXs est p1, X,X2, X3q.

1. }1} “
a

x1, 1y “

d

ż 1

´1
1 dt “

?
2, on pose donc P1 “

1
}1}

“
1

?
2

.

2. On pose U “ X ´ xX,P1yP1, avec xX,P1y “

ż 1

´1
tˆ

1
?

2
dt “ 0, ainsi U “ X, de plus }X} “

a

xX,Xy “

d

ż 1

´1
t2 dt “

c

2
3 , ainsi on pose P2 “

U

}U}
“

c

3
2X.

3. On pose U “ X2 ´
@

X2, P1
D

P1 ´
@

X2, P2
D

P2. Or,

@

X2, P2
D

“

ż 1

´1

c

3
2 t

3 dt “ 0 et
@

X2, P1
D

“

ż 1

´1

1
?

2
t2 dt “

1
?

2
2
3

Ainsi, U “ X2 ´
1

?
2

2
3P1, donc X2 “ U `

1
?

2
2
3P1 avec U K

1
?

2
2
3P1, ainsi d’après le théorème de

Pythagore : }X2}2 “ }U}2 `

›

›

›

›

1
?

2
2
3P1

›

›

›

›

2
, soit

}U}2 “

ż 1

´1
t4 dt´

2
9}P1}2 “

2
5 ´

2
9 “

8
45

Donc }U} “
2
3

c

2
5 . Posons P3 “

U

}U}
“

3
2

c

5
2

ˆ

X2 ´
1
3

˙

.

3. Dans ce qui suit, on pourrait alléger les calculs en remarquant, une bonne fois pour toutes, que
@

Xi, Xj
D

“ 0 si i ` j est

impair et
@

Xi, Xj
D

“
2

i ` j ` 1 si i ` j est pair.
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4. Posons U “ X3 ´
@

X3, P1
D

P1 ´
@

X3, P2
D

P2 ´
@

X3, P3
D

P3. Or,

@

X3, P1
D

“

ż 1

´1
t3

1
?

2
dt “ 0

@

X3, P2
D

“

ż 1

´1

c

3
2 t

4dt “

c

3
2

2
5 , et

@

X3, P3
D

“

ż 1

´1

3
2

c

5
2 t

3
ˆ

t2 ´
1
3

˙

dt “ 0

Ainsi, U “ X3 ´

c

3
2

2
5P2, donc X3 “ U `

c

3
2

2
5P2 avec U K

c

3
2

2
5P2, ainsi d’après le théorème de

Pythagore : }X3}2 “ }U}2 `

›

›

›

›

c

3
2

2
5P2

›

›

›

›

2

, soit :

}U}2 “

ż 1

´1
t6 dt´

3
2 ˆ

4
25}P2}2 “

2
7 ´

6
25 “

50 ´ 42
7 ˆ 25 “

8
7 ˆ 25

Ainsi, }U} “
2
5

c

2
7 . On pose alors P4 “

U

}U}
“

5
2

c

7
2

ˆ

X3 ´
3
5X

˙

.

En conclusion,
ˆ

1
?

2
,

c

3
2X,

3
2

c

5
2

ˆ

X2 ´
1
3

˙

,
5
2

c

7
2

ˆ

X3 ´
3
5X

˙˙

est une base orthonormée de R3rXs.

Correction de l’exercice 14.

Correction de l’exercice 15.

Correction de l’exercice 16. On pose V “ vectpIn, Jq, V est un espace vectoriel dont pIn, Jq est une famille
génératrice. De plus, pIn, Jq est une famille libre (car n ě 2). Cherchons une base orthonormée de V grâce à
l’algorithme de Gram-Schmidt :

1. }In} “
a

xIn, Iny “

b

trpIn ˆ In
Jq “

a

trpInq “
?
n. On pose alors M1 “

In

}In}
“

1
?
n
In.

2. On pose U “ J ´ xJ,M1yM1, or xJ,M1y “
1

?
n

xJ, Iny “
1

?
n

trpJIn
Jq “

1
?
n

trpJq “
?
n. Ainsi, U “

J ´
?
nM1, donc J “ U `

?
nM1 avec U K

?
nM1, ainsi par Pythagore, }J}2 “ }U}2 ` }

?
nM1}2, donc

}U}2 “ trpJJJq ´ n}M1}2 “ trpnJq ´ n “ ntrpJq ´ n “ n2 ´ n “ npn´ 1q

Ainsi, }U} “
a

npn´ 1q, dès lors posons, M2 “
1

}U}
U “

1
a

npn´ 1q
pJ ´ Inq.

Par conséquent,
˜

1
?
n
In,

1
a

npn´ 1q
pJ ´ Inq

¸

est une base orthonormée de V . Puis, en notant p la projection

orthogonale sur V

inf
pa,bqPR2

}M´aIn´bJ} “ inf
pa,bqPR2

}M´paIn`bJq} “ inf
NPV

}M´N} “ }M´ppMq} “ }M´xM,M1yM1´xM,M2yM2}

Or :
M “ M ´ xM,M1yM1 ´ xM,M2yM2

looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

PV K

` xM,M1yM1
loooooomoooooon

PV

` xM,M2yM2
loooooomoooooon

PV

Ainsi M ´ xM,M1yM1 ´ xM,M2yM2 K xM,M1yM1 et M ´ xM,M1yM1 ´ xM,M2yM2 K xM,M2yM2. De
plus, comme pM1,M2q est une base orthonormale de V , xM,M1yM1 K xM,M2yM2. On peut donc appliquer
le théorème de Pythagore :

}M}2 “ }M ´ xM,M1yM1 ´ xM,M2yM2}2 ` } xM,M1yM1}2 ` } xM,M2yM2}2

Dès lors :

}M ´ xM,M1yM1 ´ xM,M2yM2}2 “ trpMMJq ´ xM,M1y
2

}M1}2 ´ xM,M2y
2

}M2}2

“ trpMMJq ´
1
n

trpMIn
Jq2 ´

1
npn´ 1q

trpMpJ ´ InqJq2
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Finalement :

inf
pa,bqPR2

}M ´ aIn ´ bJ} “

d

trpMMJq ´
1
n

trpMq2 ´
1

npn´ 1q
trpMpJ ´ Inqq2

Correction de l’exercice 17. 1. On vérifie facilement que φ est une forme bilinéraire, symétrique et po-
sitive. Montrons qu’elle est définie. Soit f P E tel que φpf, fq “ 0. Alors f2 est continue et positive sur
r 0 ; 2π s et d’intégrale nulle. Donc pour tout x P r 0 ; 2π s, f2pxq “ 0. Donc f est nulle sur r 0 ; 2π s, par
2π-périodicité, f est nulle sur R.

2. Soit n P N et pp,mq P pN˚q2 avec n ‰ m et m ‰ p, il faut donc montrer que
ż 2π

0
cospnθq cospmθqdθ “ 0

ż 2π

0
sinpmθq sinppθqdθ “ 0 et

ż 2π

0
cospnθq sinppθqdθ “ 0

Pour cela, on peut par exemple remplacer cos et sin par les formules d’Euler (faire attention aux divisions
par 0.

3. Quitte à diviser par les normes (qui sont non nulles), B “

ˆ

c0
}c0}

,
c1

}c1}
, . . . ,

cn

}cn}
,
s1

}s1}
, . . . ,

sn

}sn}

˙

est une

base orthonormale de Vn. Ainsi, on peut calculer la projection de f sur Vn grâce à la formule de projection

pnpfq “

n
ÿ

i“0

B

f,
ci

}ci}

F

ci

}ci}
`

n
ÿ

i“1

B

f,
si

}si}

F

si

}si}
“

n
ÿ

i“0
xf, ciy

ci

}ci}
2 `

n
ÿ

i“1
xf, siy

si

}si}
2

Il reste donc à calculer }si}
2 et }ci}

2 (encore une fois passer par les formules d’Euler).

Correction de l’exercice 18.

Correction de l’exercice 19.

Correction de l’exercice 20.

Correction de l’exercice 21. 1. Si px1, x2, . . . , xnq est une famille orthonormale de E, alors xxi, xjy “ δi,j ,
ainsi G px1, x2, . . . , xnq “ detpInq “ 1.

2. Supposons que px1, x2, . . . , xnq soit liée, il existe k P rr 1 ;n ss tel que xk P vectpx1, x2, . . . , xk´1, xk`1, . . . , xnq.
Ainsi, il existe pλ1, . . . , λk´1, λk`1, . . . , λnq P Rn´1 tel que xk “

n
ř

j“1
j‰k

λjxj Soit i P rr 1 ;n ss. Alors, par linéa-

rité à droite du produit scalaire,

xxi, xky “

C

xi,
n

ÿ

j“1
j‰k

λjxj

G

“

n
ÿ

j“1
j‰k

λk xxi, xjy

Ainsi, en notant Cj la j-ième ligne de la matrice pxxi, xjyqi,jq, on a montré que Ck “
n
ř

j“1
j‰k

λjCj . Ainsi,

rgpxxi, xjyqi,jq ă n, la matrice pxxi, xjyqi,j n’est donc pas inversible. Son déterminant est alors nul, en
conclusion, G px1, x2, . . . , xnq “ 0.

3. Supposons G px1, x2, . . . , xnq “ 0. Alors, la matrice pxxi, xjyqi,j n’est pas inversible, alors son rang est
strictement plus petit que n, ainsi l’une des colonnes est combinaison linéaire des autres :

Dk P rr 1 ;n ss Ck P vectpC1, C2, . . . , Ck´1, Ck`1, . . . , Cnq
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Il existe alors pλ1, . . . , λk´1, λk`1, . . . , λnq P Rn´1 tel que Ck “
n
ř

j“1
j‰k

λjCj , ainsi, pour tout i P rr 1 ;n ss,

xxi, xky “
n
ř

j“1
j‰k

λj xxi, xjy. Par linéarité du produit scalaire à droite, pour tout i P rr 1 ;n ss,

C

xi, xk ´

n
ÿ

j“1
j‰k

λjxj

G

“ 0

Posons x “ xk ´
n
ř

j“1
j‰k

λjxj . Ainsi, x P vect px1, x2, . . . , xnq et comme, pour tout i P rr 1 ;n ss, x K xi,

x P vect px1, x2, . . . , xnq
K. Ainsi, x P vect px1, x2, . . . , xnq

Ş

vect px1, x2, . . . , xnq
K

“ t0Eu. Ceci montre que

xk “

n
ÿ

j“1
j‰k

λjxj P vectpx1, x2, . . . , xk´1, xk`1, . . . , xnq

Par conséquent, la famille px1, x2, . . . , xnq est liée.
4. Soit i P rr 1 ;n ss, par linéarité du produit scalaire,

xx, eiy “ xppxq ` px´ ppxqq, eiy “ xppxq, eiy ` xx´ ppxq, eiy

Or x´ ppxq P FK, donc xx´ ppxq, eiy “ 0. Ainsi, xx, eiy “ xppxq, eiy.
De plus, comme ppxq P F et x´ ppxq P FK, ppxq K px´ ppxqq. D’après le théorème de Pythagore,

}ppxq}2 ` }x´ ppxq}2 “ }ppxq ` px´ ppxqq}2 “ }x}2

5. Détaillons Gpe1, . . . , en, xq en utilisant le fait xei, xy “ xei, ppxqy et xx, xy “ }x}2 “ }ppxq}2 ` }x ´ ppxq}2,
il en découle que

Gpe1, . . . , en, xq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xe1, e1y xe1, e2y . . . xe1, eny xe1, ppxqy ` 0
xe2, e1y xe2, e2y . . . xe2, eny xe2, ppxqy ` 0

...
...

...
xen, e1y xen, e2y . . . xen, eny xen, ppxqy ` 0

xppxq, e1y xppxq, e2y . . . xppxq, eny xppxq, ppxqy ` }x´ ppxq}2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En utilisant la linéarité du déterminant par rapport à la n` 1-ième colonne, il vient :

Gpe1, . . . , en, xq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xe1, e1y xe1, e2y . . . xe1, eny xe1, ppxqy

xe2, e1y xe2, e2y . . . xe2, eny xe2, ppxqy
...

...
...

xen, e1y xen, e2y . . . xen, eny xen, ppxqy

xppxq, e1y xppxq, e2y . . . xppxq, eny xppxq, ppxqy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

`

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xe1, e1y xe1, e2y . . . xe1, eny 0
xe2, e1y xe2, e2y . . . xe2, eny 0

...
...

...
xen, e1y xen, e2y . . . xen, eny 0

xppxq, e1y xppxq, e2y . . . xppxq, eny }x´ ppxq}2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Dans le premier déterminant, on reconnaît Gpe1, . . . , en, ppxqq, dans le deuxième déterminant, on peut
développer par rapport à la n` 1-ième colonne, ainsi,

Gpe1, . . . , en, xq “ Gpe1, . . . , en, ppxqq ` }x´ ppxq}2Gpe1, . . . , enq

Or, ppxq P F “ vectpe1, . . . , enq, donc pe1, . . . , en, ppxqq est liée, d’après la question 2, Gpe1, . . . , en, ppxqq “

0. De plus, }x´ ppxq} “ dpx, F q. Ainsi, Gpe1, . . . , en, xq “ d2px, F qG pe1, e2, . . . , enq.
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6. Il s’agit de calculer la distance au carré entre f : t ÞÑ t5 et F “ vectpe1, e2q avec e1 : t ÞÑ 1 et e2 : t ÞÑ t, La
famille pe1, e2q est une famille génératrice de F . En outre,

Gpe1, e2q “

∣∣∣∣∣xe1, e1y xe1, e2y

xe2, e1y xe2, e2y

∣∣∣∣∣ “

∣∣∣∣∣∣
2 0
0 2

3

∣∣∣∣∣∣ “
4
3 ‰ 0

Ainsi, par la contraposée de la question 2, la famille pe1, e2q est libre, donc est une base de F . alors en
appliquant ce qui précède, Gpe1, e2, fq “ d2pf, F qGpe1, e2q. De plus,

Gpe1, e2, fq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0
0 2

3
2
7

0 2
7

2
11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
3

2
7

2
7

2
11

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ 8p
1
33 ´

1
49q “

8 ˆ 16
49 ˆ 33

Ainsi,

inf
pa,bqPR2

ż 1

´1
pt5 ´ pat` bqq2 dt “ d2pf, F q “

Gpe1, e2, fq

Gpe1, e2q
“

2 ˆ 16
49 ˆ 11 “

32
439
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