Correction de I’exercice 1. Aucun de ces exemples n’est un produit scalaire :
1. ¢ n’est pas positive : en effet si p = (1,3,1), alors p(p,p) = —4 < 0.
2. ¢ n’est pas a valeurs dans R.
3. @ n’est pas définie : p(X,X)=0et X # 0.
4. ¢ n’est pas définie : si f: x — 1, o(f, f) = 0.

Correction de I’exercice 2. Soit (P, Q) € R[X]?. Par croissance comparée,

PmQme™

n—0o0

1
n2

Ainsi, P(n)Q(n)e ™™ = o(n~2), la série Y. P(n)Q(n)e ™ est convergente par comparaison  une série positive
et convergente (série de Riemann de parametre 2 > 1). La fonction ¢ existe donc bien. On montre apres qu’elle
est bilinéaire (par linéarité de X), symétrique, positive. Enfin si ¢(P, P) = 0, on en déduit que >, P(n)P(n)e ™
est une série & terme positive et de somme nulle, donc pour tout n € N, P?(n)e ™" = 0. Comme exponentielle
ne s’annule pas P(n) = 0 pour tout n € N, donc P a une infinité de racines. Donc P = 0. Soit (P, Q) € R[X]?,

alors :
+00 2 +90 +00
<Z P(n)Q(n)e") < (2 P(n)ze"> (Z Q(n)ze">
n=0 n=0 n=0

Correction de ’exercice 3. 1. A démontrer point par point

2. Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec (x,y, z) et (1 1 1). On obtient :

213
1
1,1
(313)

1. 1\)? )
¢ ((x)y7 Z)7 (27173>) < H(xay7 Z)H
E

11
(iL’-f-y—i—Z)Q < ”(.T,y,Z)H2€ < 6

Correction de ’exercice 4. Soit z > 0. Utilisons le produit scalaire usuel sur €([0;z],R) : {(f,g) =
f(t)g(t) dt. Comme f € €' et f(0) = 0, pour tout > 0, f(z) = f f(t)dt = {f’,1). Soit = > 0. Appliquons
0

0
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2

F@) = P15 < If) < 1) = fo/(t)Q dt x

Correction de ’exercice 5.

Correction de l’exercice 6. 1. Soit (X,Y) € .#,,1(R)?
e Remarquons que X 'Y est une matrice de taille (1,1) (donc un réel) donc symétrique, ainsi (X'Y)" =
XTY, s0it YTX = XTY. Ceci prouve que le produit scalaire est symétrique.
e Considérons X' € 4, 1(R) et A € R, alors par linéarité de la transposée et par distributivité du produit
matriciel (AX + X')TY = AXT + X’T)Y = AXTY + X’". Ceci prouve la linéarité a gauche (et donc
a droite par symétrie).
n
e XTX =3 X,;2>0. Ceci prouve la positivité.
i=1
n
e Supposons que X' X = 0, alors '21 X;%2 =0, on a une somme de réels positifs qui est nulle, donc pour
1=
tout i € [1;n]], X;*> = 0 soit X = 0. Ceci prouve le caractére défini
Ainsi, (X,Y) — XY est un produit scalaire sur ., 1(R).

2. Soit X € Ker(A), alors AX = 0, donc AT(AX) = AT0 = 0, donc X € Ker(ATA). Dés lors Ker(A)
Ker(AT A). Soit X € Ker(ATA), donc ATAX = 0, donc XTATAX = 0, soit (AX)"(AX) = 0, donc
(AX,AX) = 0, comme le produit scalaire est définie, AX = 0 donc X € Ker(A4). Ceci prouve que
Ker(ATA)  Ker(A). Par conséquent Ker(ATA) = Ker(A).
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3. Soit Y € Im(AT A), alors il existe X € .#, 1(R) tel que Y = AT AX, en particulier Y = AT (AX) € Im(AT).
Ceci prouve que Im(ATA) = Im(AT). De plus, en appliquant le théoréme du rang matriciel ' :

dim(Im(A")) = dim(Im(A)) = n — dim(Ker(A)) = n — dim(Ker(A"T A)) = dim(Im(A " A))

Ainsi, les deux images ont méme dimension et I'une est inclus dans I'autre, donc Im(AT A) = Im(AT)

1 1
Correction de I’exercice 7. Soit ge H- : Vf e H, J f(t)g(t)dt = 0. Or, t — tg(t) € H donc f tg?(t)dt = 0.
0 0

La fonction ¢ + tg?(t) est une fonction positive et continue sur [0;1] donc c’est la fonction nulle. Ainsi pour
tout t € ]0;1], g(t) = 0. Par continuité en 0, g(0) = 0 donc g = 0. Ainsi, H+ < {0}. Comme 0 € H*. On
H* ={0}. Onadonc (H)* = E # H.

Correction de I’exercice 8. On rappelle que (A,B) — (A, B) = tr(AB") est le produit scalaire usuel
sur #p(R). Redémontrons rapidement que .7, (R) et 7,(R) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans ., (R) :
o 7n(R) (resp. #,(R)) est est un SEV de .#,(R) car est le noyau de I’application linéaire M > M — M T
(resp. M +—> M + MT).
e Soit M € .7,(R) n .#,(R), alors M = M = —M. Donc 2M = 0,,, d’ott M = 0,, ainsi .7,(R) ® </, (R).
e Soit M € 4, (R), on pose S = %(M—i—MT), A= %(M—MT), alors on vérifie que S € .7, (R), A € 4, (R)
et que S+ A = M, ainsi #,(R) = .7, (R) + o7,(R).
Ainsi, .7, (R) et o7,(R) sont bien des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans ., (R). Soit S € .7, (R) et
A € o, (R), alors
(8, Ay = tr(SAT) = tr(S(—A)) = —tr(SA)

De plus, par symétrie du produit scalaire :
(8,A) =(A,S) = tr(AST) = tr(AS) = tr(SA) = — (S, A)

Ainsi, (S, A) = 0. Donc .7, (R) et #,(R) sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux. Ainsi, .7, (R) et 7,(R)

1 1
sont des supplémentaires orthogonaux. Ainsi, pour M € #,(R), M = 3 (M + MT) + B (M— MT) avec

1 1

5 (M+MT) e Z,(R) et B (M —MT) € @,(R) = .%,(R)* donc en notant p la projection orthogonale sur
1

In(R), p: M =~ 3 (M+MT).

Correction de ’exercice 9.

Correction de I’exercice 10. 1. Soient (f,g,h) € E3, A e R.
1 1

-wﬁy)=f(ﬂﬂﬂﬂ+fﬁwﬁﬁdﬁ=f(ﬂﬂﬂﬂ+d@ﬁﬁ»dﬁwdmﬂnmmhwﬁtwm&mme

e Par linéarité de la dérivation et de l'intégrale :

1
SO + ) ‘[uf+mwaw+uf+m%mwnu

0

1
fo Af()g(t) + h(t)g(t) + Af'(£)g () + W' (t)g(t) dt
1

1
Afo f®)g(t) + f'(t)g'(t) dt + J h(t)g(t) + 1'(t)g'(t) dt = Ap(f, 9) + »(h, g)

0

Ainsi, ¢ est linéaire a gauche, par symétrie, elle est linéaire a droite, ¢ est finalement une forme
bilinéaire.

1
o o(f, f) = L f()? + f'(t)? dt = 0 (par positivité de I'intégrale). Ainsi, ¢ est positive.

1. Rappel si A est une matrice, alors dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = le nombre de colonnes de A.
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. En posant ¢: {

e Supposons ¢(f, f) = 0. Or t — f(t)? + f'(t)? est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle,
d’apres le théoréme de nullité de l'intégrale, pour tout t € [0;1], f(¢)2 + f/(t)> = 0. Or f(t)?> = 0 et
f/(t) = 0, on en déduit que f(t) = 0 pour tout ¢ € [0;1]. Ainsi, f est la fonction nulle. Ainsi, ¢ est
définie.

Nous avons donc montré que ¢ est un produit scalaire sur E.

E — R2 E — ¢°0;1],R
w:{ ([0;1],R)

f— (f(0), £(0)) fr—f"=F
définies sur E et donc V = Ker(¢) et W = Ker(v) sont des sous-espaces vectoriels de E.

Montrons que V et W sont orthogonaux. Soit ve V et we W, alors :

, ¢ et 1 sont des applications linéaires

1

(v, w) = L w(B)w(t)+' (' (£)dt = L ot (£) 4 (£ ()t = [u(t)! (B)]} = v(L)w! (1) —o(0)w'(0) = 0

Des lors, V' et W sont orthogonaux.
Montrons que V' et W sont supplémentaires. Soit f € E. Montrons, par analyse-synthese, qu’il existe un
unique (v,w) € V- x W tel que f = v + w.

e Analyse : supposons qu’il existe v € V et w € W tel que f = v + w, alors w” = w, d’ou w” —w =
0. On reconnait alors une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants et
homogene. Ainsi, il existe (A, B) € R? tel que w: t — Ae’ + Be~'. Dés lors, pour tout ¢ € [0;1],
f(t) = v(t) + Ae' + Be'. En particulier, f(0) = v(0)+ A+ B = A+ Bet f(1) =v(l) + Ae! + Be 1.
Comme v € V, v(0) = v(1) = 0. Ainsi, on obtient le systéme suivant ?, que I’on résout :

A+ B = f(0) B = f(0)—A
Ael + Be™! = f(1) L2<—[</2:—271L1 Alet —e™) = f(1)—e 1f(0)
A = 10O
= I e ) _ f©)e! — 1)
B = f(0)— el _ -1 - el — -1
Ainsi, on a montré que si f = v+ w avec v € V et w € W, alors w: t — f(lgl__eei{(o)et +

f(0)e! — f(1)

- e tetv=f—w.
el —e—

fQ)—e 'f(0) ,  f(0)e'—f(1)
el —e-! el —e~l
dérivation de I’exponentielle, w” = w, donc w € W. De plus,

f) —e 1f(0)  f(O)e! — f(1)

e Syntheése : posons w: t — el +

e tetv=f—w. Alors, v+w = f, par

U(O) B f(O)_w(O):f(O)_ el —e—1 o el — -1 =0
—e ! el —
v(1) = f(1)—w(1) = f(1) - f(lil_e{(O)el f(z)l_efl(l)e_l i

Ainsi, v € V. Par conséquent, on a montré qu’il existait ve V et w e W tel que f = v + w.

La synthése a montré 'existence de v € V et de w € W tel que f = v + w. L’analyse a montré qu’ils
étaient uniques. Ainsi, V' et W sont supplémentaires, comme ils sont orthogonaux, on en conclut qu’ils
sont supplémentaires orthogonaux.

Correction de ’exercice 11.

2. Les calculs auraient pu étre beaucoup plus simples et plus élégants si on résolvait I’équation différentielle avec ch et sh

4 la place de t — e’ et t — e~ il aurait fallu écrire, pour tout ¢t € [0;1], w(t) = Ach(t) + Bsh(t). Le systéme aurait

{

Ach(0) + Bsh(0)
Ach(1) + Bsh(1)

{cf((()l)) f(0)ch(1)
B= "0

I
[y
—
=
0
2.
—
b
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Correction de I’exercice 12. 1. Fixons j € [1;n]. Alors en utilisant I’équation avec x = e;, on obtient

n n

eI = D Cejren)” = Lejoey + D (ejren)’
=1 =1
i)

Comme |le;|? = {ej,e;» = 1, on obtient, en retranchant, 1 des deux c6tés de I’équation

n

Z <ej7 6k‘>2 =0

k=1

k#j
Or, si une somme de réels positifs est nul c’est que tous les termes sont nuls, ainsi, pour tout k€ [1;n],
si k # j, on obtient {ej,ex) = 0 et si k = j, {ej,ejy = 1. Et ce, pour tout j € [1;n], la famille 2 est
donc orthonormale. Ainsi, Z est une famille libre et |#| = n = dim(F) donc £ est une base E. On peut
donc en conclure que & est une base orthonormale de F.

2. Ne supposons plus que E est de dimension n. Posons F' = vect (e1, eg,...,e,), alors par ce qui précede,
appliqué & F, % est une base orthonormée de F. Soit x € F*. Alors, pour tout k € [1;n], (x,ex) = 0,
ainsi |z|? = 0 donc = 0g. Ceci montre que F- = {0}, en repassant & l'orthogonal, on obtient que
(FY)* = {0g}*. Or comme E est un espace euclidien, (F+)* = F. En outre, {0g}* = E. Dés lors, E = F
et A est une base orthonormée de F' donc de E.

Remarque 1. On sait déja, d’apres le cours, que si Z = (e1,e2,...,e,) est une base orthonormale de F, alors

n
|22 = 3 (x,e)?. Ici, on a étudié une réciproque partielle (dans le cas ol les vecteurs étaient unitaires).
k=1

Correction de I’exercice 13. La base canonique de® R3[X] est (1, X, X2, X3).

! 1 1
L1 =+/{1,1) = J 1dt =+/2, on pose donc P, = —— = ——.
1 1 v2

1
1
2. On pose U = X — (X, P) Py, avec (X, P) :f t x \ﬁdt =0, ainsi U = X, de plus | X| = \/(X, X) =
-1

1
2 U 3
t2dt = \/7, ainsi on pose Py = — =4 /=X
\/T 3 o] V2

3. On pose U = X? — (X% Py Pl —(X? Py) P,. Or,

<X2 P2> = jl \/§t3 dt =0 et <X2 P1> = Jl Lﬁ dt = 12
) . 9 ’ _1\/5 \/53

12
———P;, ainsi d’aprés le théoreme de

/23

12
Ainsi, U = X? — \—@gPl, donc X? = U +

Pythagore : | X2|2 = |U|2 + H

12

\@3P1 avec U L

12 |?
——P;|| , soit
V23!

1
2 2 2 8
UP=| ##dt—2|p2=2-2=-2>
vl J—l 9H 1| 5 9

45
2 /2 U 3 /5 1
D — 2\ P Py=— =242 (x2-2).
onc |U] 3\/; osons P o]~ 2\32 < 3>

3. Dans ce qui suit, on pourrait alléger les calculs en remarquant, une bonne fois pour toutes, que <Xi,Xj> =0sii+j est

impair et <Xi,Xj> =

2
— si ¢ + 7 est pair.
i+7+1 J P

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, TD22 4


devilliers.loic@gmail.com

4. Posons U = X? — (X3, Py Pl —(X? Py) P, — (X? P3) P3. Or,
3 32 '3 /5 1
(X* P)= f t?’—dt =0 (X* P)= J_l\/gt‘ldt = \[25, et (X P3)= LQ\/;S <t2 —~ 3) dt = 0

32 32 32
Ainsi, U = X3 — \/;5P2, donc X3 = U + \/;5]32 avec U L \/Q5P2, ainsi d’apres le théoreme de

32 |
Pythagore : | X3|? = |U|? + ‘)\/;5P2 ,

soit :

3 2 6 50— 42 8
2 6 2

v = sa-3xtppo2-58 =

1 f Pl = T T T

2 /2
Ainsi, U] = 5\/;. On pose alors Py = ‘g‘ = Z\/Z <X3 - §X>
1 1
En conclusion, (\@, \/gX, 2\/2 <X2 — 3) ,g ; <X3 - ‘::))X)) est une base orthonormée de R3[X].

Correction de 1’exercice 14.

Correction de 1’exercice 15.

Correction de ’exercice 16. On pose V' = vect(l,, J), V est un espace vectoriel dont (I, .J) est une famille
génératrice. De plus, (I, J) est une famille libre (car n > 2). Cherchons une base orthonormée de V' grace a
I’algorithme de Gram-Schmidt :

I
L || = /T, Iy = A/tr(I, x I,") = \/tr(I,) = v/n. On pose alors M; = i

1
- I,
vn
1 1
2. On pose U = J — (J, M) M, or {J,M;) = %<J, I,y = %tr(JInT) = tr(J) = 4/n. Ainsi, U =
J —y/nMjy, donc J = U + \/nM; avec U L \/nMjy, ainsi par Pythagore, ||J||> = |U|? + |«/nM]|?, donc

—_ =

5

HUH2 = tr(JJT) — nHM1||2 = tr(nJ) —n=mntr(J) —n= n?—n= n(n —1)

1

Ainsi, |U| = +/n(n — 1), des lors posons, My = HUH U= 1) (J —1I,).

Par conséquent, (\/,I est une base orthonormée de V. Puis, en notant p la projection

1
s WU— In))

orthogonale sur V

B IM—al,=bJ| = inf M~ (oL, b)] = nf [M=N] = |M-p(3)] = MM, M1y My—(M. M) M|
Or:
M = M — (M, My) My — (M, My) My + (M, Myy My + (M, My) My
e;/rl eV ev
Ainsi M — <M,M1>M1 — <M,M2>M2 1 <M,M1>M1 et M — <M,M1>M1 — <M,M2>M2 1 <M,M2>M2. De
plus, comme (M, Mj) est une base orthonormale de V', (M, M) My L (M, Ms) M. On peut donc appliquer
le théoreme de Pythagore :

| M[* = | M — (M, My)y My — (M, May Mo | + || (M, My)y My|* + || (M, M) My|?
Dés lors :
| M — (M, Myy My — (M, My) Mo |* = tr(MM ") — (M, My)* | M| — (M, My)® | My

— tr(MM") — %tr(MInT)Q - n(nl_l)tr(M(J —I,)")?
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Finalement :

1

mtr(M(J —I))?

inf | M — al, —bJ| = \/tr(MMT) ~ Ly -
(a,b)eR? n

Correction de I’exercice 17. 1. On vérifie facilement que ¢ est une forme bilinéraire, symétrique et po-
sitive. Montrons qu’elle est définie. Soit f € E tel que o(f, f) = 0. Alors f? est continue et positive sur
[0;27] et d’intégrale nulle. Donc pour tout = € [0;27], f2(z) = 0. Donc f est nulle sur [0;27], par
2m-périodicité, f est nulle sur R.

2. Soit n € N et (p,m) € (N*)? avec n # m et m # p, il faut donc montrer que

21 21

sin(m@) sin(pf)dd = 0 et J cos(nd) sin(pd)dd = 0
0

fzﬂ cos(n#) cos(m#)dd = 0 f

0 0

Pour cela, on peut par exemple remplacer cos et sin par les formules d’Euler (faire attention aux divisions
par 0.

3. Quitte a diviser par les normes (qui sont non nulles), % = < 0 , c , & 1 on ) est une
leoll” flexll” " llenll” [sall™™ " sl
base orthonormale de V;,. Ainsi, on peut calculer la projection de f sur V,, grace a la formule de projection

- C; C; L S; S;
f)‘;o<f’ci\ \cir\+i21<f’sz-| o Z<f’ ] ZH”Z“’ ) o

Il reste donc & calculer |s;]? et |c;|? (encore une fois passer par les formules d’Euler).

Correction de ’exercice 18.
Correction de ’exercice 19.

Correction de ’exercice 20.

Correction de 1’exercice 21. 1. Si(x1,22,...,2,) est une famille orthonormale de E, alors (x;, ;) = 6; j,
ainsi G (x1, 2, ...,z,) = det(,) = 1.
2. Supposons que (x1, z2, . .., Z,) soit liée, il existe k € [ 1;n ] tel que T € VECt(T1, X2, .« oy L1y Thily- -+ Tp)-

Ainsi, il existe (A1, ..., Ae—1, Mot 1, -+ - An) € R"71 tel que 2y, = Z Ajxj Soit i € [1;n]]. Alors, par linéa-
=
J#k

rité a droite du produit scalaire,

(i, xp) = <a:z, 2 AT Z A (T, T5)
Tk

J#k

n
Ainsi, en notant C; la j-ieme ligne de la matrice ((x;,z;));;), on a montré que Cy = >} A\;C;. Ainsi,
jf

ik

rg({xs,25))ij) < m, la matrice ((x;,2;));; n’est donc pas inversible. Son déterminant est alors nul, en
conclusion, G (x1,xo,...,z,) = 0.

3. Supposons G (x1,22,...,2,) = 0. Alors, la matrice ((z;,x;));; n'est pas inversible, alors son rang est

strictement plus petit que n, ainsi I'une des colonnes est combinaison linéaire des autres :

Jdke1l;n] Cy € vect(C1,Co, ..., Cr—1,Crs1,...,Cp)
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n
Il existe alors (A1,..., Ag—1, Met1,-- -5 An) € R?71 tel que C = > A;Cj, ainsi, pour tout i € [1;n],

j=1
j#k
n
(i, xp) = '21 Aj (i, xj). Par linéarité du produit scalaire & droite, pour tout i € [1;n [,
j:
j#k

<$¢,J}k — 2 )\jxj> =0
7=1

j#k

n
Posons © = z — ), A\jz;. Ainsi, z € vect (z1,x2,...,2,) et comme, pour tout ¢ € [1;n], z L z,

j=1
j#k
x € vect (x1,x9, . .. ,xn)l. Ainsi, z € vect (x1,x2,...,2,) [ vect (x1, T2, . .. ,:cn)L = {0g}. Ceci montre que
n
T = Z \jxj € vect(T1, T2, ..., Th—1, Thtl,--->Tn)
j=1
Jj#k

Par conséquent, la famille (z1, z9,...,x,) est liée.

. Soit i € [ 1;n]], par linéarité du produit scalaire,

(@, €;) = {p(x) + (x — p(z)), ) = P(2), &) + (¥ — p(x), €:)
Or z — p(z) € F*, donc (& — p(x), e;) = 0. Ainsi, (x,e;) = (p(x), ;).
De plus, comme p(z) € F et z — p(z) € FL, p(z) L (z — p(z)). D’aprés le théoreme de Pythagore,

Ip(@)|* + 2 = p()|* = [p(z) + (z = p(a)|* = [=|?

- en, @) en utilisant le fait (e;, ) = (e;, p(w)) et {w,z) = 2] = |p(2)|* + = — p(2)|?,

”

. Détaillons G(eq, ..
il en découle que

e1,e1)

(e1,e2)

ez, e1)

(e, e2)
G(el,...,en, ) = :

<en;e1> <en;€2>
(p(z),e1) (p(z),e2)

<617 6n>
<62> €n>

(ens en)

{e1,p(xz))+0
(ea,p(z)) + 0

len,p(x))+0

P(x),eny (). p(2)) + |z — p(z)[?

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la n + 1-iéme colonne, il vient :

G(el, ..

'76717:1:) =

<€1a €1>
(e, e1)

(e1,e2)
(e, e2)

(emer)  (enen)
<p(33), €1> <p(33)’ €2>

<€17 €n>
<€27 6n>

{e1,p(x))
(ea,p(x))

<en,. €n) {en,p(x))
p(z);en) p(z),p(2))

le1,e1)  {e1,e2) {e1,en) 0
{ea, e1) (e2,€2) (e2,€n) 0
+ : : :
<€”7 61> <6n, 62> <€n; en> 0 ‘
(p(z),e1) <{p(z),e2) p(x),eny |z —plo)]?

Dans le premier déterminant, on reconnait G(ey,...,e,,p(z)), dans le deuxiéme déterminant, on peut
développer par rapport a la n + 1-iéme colonne, ainsi,

G(eh ) eTL,x) = G(ela s 7en7p(x)) + H.%' —p(x)HQG(el, s 767L)
Or, p(x) € F = vect(ey,...,ey), donc (e1,..., e, p(x)) est liée, d’apres la question 2, G(ey, ..., ey, p(x)) =

0. De plus, |z — p(x)| = d(z, F). Ainsi, G(ey, ..., ey, x) = d*(z, F)G (e1, ez, ..., e).
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6. Il s’agit de calculer la distance au carré entre f: t +— t° et F = vect(ey, ez) avec ej: t — let eg: t— ¢, La
famille (eq,es) est une famille génératrice de F. En outre,

G(el, 62) =

2 0
0

(e1,e1) (e1,e2)
(e2,e1) (e2,€2)

1
— - #0
3 *

wl N

Ainsi, par la contraposée de la question 2, la famille (e, e2) est libre, donc est une base de F'. alors en
appliquant ce qui précede, G(eq, ez, f) = d*(f, F)G(e1, e2). De plus,

2

Ly
Gleernf) = 3 7| =2 g Z :8(%_£)= 489X><1363
Ainsi,
G(eq,ea, 2 x 16 32
(a,ibr)lefRJ (= (at +8))" dt = d*(£, F) = G((21,262{) TA9x 11 439
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