
Nagez dans la baie de la Somme !

1.
n
ř

k“2
uk “ u2 ˆ

1 ´ 2n´2`1

1 ´ 2 “ u4 ˆ 22´4 ˆ p2n´1 ´ 1q “ 2p2n´1 ´ 1q “ 2n ´ 2

2. Comme c’est une somme télescopique,
n
ř

k“2

ˆ

1
?

k
´

1
?

k ` 1

˙

“
1

?
2

´
1

?
n ` 1

3. Si pa, b, nq P C2 ˆ N, pa ` bqn “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

akbn´k

4. On effectue le changement d’indice j “ k ´ 1 :

n
ÿ

k“2

ˆ

n

k ´ 1

˙

3k`1 “

n´1
ÿ

j“1

ˆ

n

j

˙

3j`2 “ 9
˜

n´1
ÿ

j“1

ˆ

n

j

˙

3j

¸

“ 9

¨

˚

˚

˚

˚

˝

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

3j1n´j ´

ˆ

n

0

˙

301n´0

looooomooooon

terme pour j“0

´

ˆ

n

n

˙

3n1n´n

loooooomoooooon

terme pour j“n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ 9p4n ´ 1 ´ 3nq

5. Ici, on a un choix, sommer sur i d’abord puis par j ou l’inverse, les deux fonctionnent en reconnaissant
des sommes de suites géométriques (de raison 1

2 puis de raison 2 ou l’inverse)
‚ Si on prend j comme indice de la première somme :

ÿ

1ďiďjďn

2j´i “

n
ÿ

j“1

˜

j
ÿ

i“1
2j

ˆ

1
2

˙i
¸

“

n
ÿ

j“1
2j´1

1 ´

ˆ

1
2

˙j

1 ´
1
2

“

n
ÿ

j“1

2j´1 ´
1
2

1
2

“

n
ÿ

j“1
2j ´ 1 “

n
ÿ

j“1
2j ´

n
ÿ

j“1
1 “ 21 ´ 2n

1 ´ 2 ´ n “ 2n`1 ´ 2 ´ n

‚ Si on prend i comme indice de la première somme :

ÿ

1ďiďjďn

2j´i “

n
ÿ

i“1

˜

n
ÿ

j“i

2j

ˆ

1
2

˙i
¸

“

n
ÿ

i“1
1 ˆ

1 ´ 2n´i`1

1 ´ 2 “

n
ÿ

i“1
2n`1´i ´ 1

“

n
ÿ

i“1
2n`1

ˆ

1
2

˙i

´

n
ÿ

i“1
1 “ 2n ˆ

1 ´

ˆ

1
2

˙n

1 ´
1
2

´ n “ 2n`1 ´ 2 ´ n

Arccos, ce sale gosse !
1. Présentons deux méthodes :

‚ Soit x P R,

— En effectuant la différence : 1 ´
1 ´ x2

1 ` x2 “
2x2

1 ` x2 ě 0, donc 1 ´ x2

1 ` x2 ď 1

— En effectuant la différence : 1 ´ x2

1 ` x2 ´ p´1q “
2

1 ` x2 ě 0 donc ´1 ď
1 ´ x2

1 ` x2 .
‚ Soit x P R,

— Comme ´x2 ď x2, il vient 1 ´ x2 ď 1 ` x2, en divisant cette inégalité par 1 ` x2 ą 0, on en

déduit que 1 ´ x2

1 ` x2 ď 1.

— ´1 ď 1, ainsi ´1 ´ x2 ď 1 ´ x2, en divisant cette inégalité par 1 ` x2 ą 0, il vient, ´1 ď
1 ´ x2

1 ` x2 .

En conclusion, pour tout x P R, 1 ´ x2

1 ` x2 P r ´1 ; 1 s
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2. Comme arccos est définie sur r ´1 ; 1 s, et que pour tout x P R, 1 ´ x2

1 ` x2 P r ´1 ; 1 s, f est définie sur R.

3. arccos est dérivable sur s ´1 ; 1 r, pour que f soit dérivable en x P R, il suffit, par composition que
1 ´ x2

1 ` x2 P s ´1 ; 1 r. Or, 1 ´ x2

1 ` x2 P r ´1 ; 1 s, de plus, 1 ´ x2

1 ` x2 “ 1 ssi 1 ´ x2 “ 1 ` x2 ssi 2x2 “ 0 ssi

x “ 0, et 1 ´ x2

1 ` x2 “ ´1 ssi 1 ´ x2 “ ´1 ´ x2 ssi 1 “ ´1, ainsi, pour tout x P R, 1 ´ x2

1 ` x2 ‰ ´1, ainsi,

g : x ÞÑ
1 ´ x2

1 ` x2 , définie sur R˚ et à valeurs dans s ´1 ; 1 r est dérivable sur R˚ et arccos : s ´1 ; 1 r Ñ R

est dérivable sur s ´1 ; 1 r, par composée 1, f “ arccos ˝g est dérivable sur R˚. Pour tout x P R˚,

f 1pxq “
´2xp1 ` x2q ´ 2xp1 ´ x2q

p1 ` x2q2 ˆ
´1

d

1 ´

ˆ

1 ´ x2

1 ` x2

˙2

“
4x

p1 ` x2q2

d

p1 ` x2q2 ´ p1 ´ x2q2

p1 ` x2q2

“
4x

p1 ` x2q2

?
4x2

1 ` x2

“
2x

p1 ` x2q|x|

4. Pour x ą 0, f 1pxq “
2

1 ` x2 , ceci prouve que f est une primitive de x ÞÑ
2

1 ` x2 sur R˚
`, tout comme

2 arctan. Or, toutes les primitives d’une même fonction diffèrent d’une constante additive. Ainsi, il
existe C P R tel que pour tout x ą 0, fpxq “ 2 arctanpxq ` C, ainsi, fp1q “ 2 arctanp1q ` C, or fp1q “

arccosp0q “
π

2 et 2 arctanp1q “
π

2 . Par conséquent, C “ 0, ainsi pour tout x ą 0, fpxq “ 2 arctanpxq

Remarque 1. Comme fp0q “ 0 et arctanp0q “ 0 cette égalité est encore vraie pour x “ 0. Si x ă 0,
alors, par parité de f , fpxq “ fp´xq “ 2 arctanp´xq “ 2 arctanp|x|q. Ainsi, la fonction f est la fonction
x ÞÑ 2 arctanp|x|q sur R.

1-T-Célèbre coupe
1. En proposant deux méthodes

‚ En reconnaissant la forme u1u2,
ż π

3

0
cospxq sinpxq2 dx “

„

sin3pxq

3

ȷ

π
3

0
“

ˆ

?
3

2

˙3

3 ´ 0 “

?
3

8 .

‚ En posant 2 t “ sinpxq, alors dt “ cospxq dx, ainsi,

ż π
3

0
cospxq sinpxq2 dx “

ż 1
2

0
u2 du “

„

u2

3

ȷ

1
2

0
“

ˆ

?
3

2

˙3

3 ´ 0 “

?
3

8

2. On pose u : x ÞÑ x et v : x ÞÑ ´ cospxq, de sorte que u et v soient des fonctions de classe C 1 sur
r 0 ; π{6 s, alors u1 : x ÞÑ 1 et v1 : x ÞÑ sinpxq, par intégration par parties :

ż π
6

0
x

loomoon

upxq

sinpxq
loomoon

v1pxq

dx “ r x
loomoon

upxq

p´ cospxqq
loooomoooon

vpxq

s
π
6
0 ´

ż π
6

0
1

loomoon

u1pxq

ˆ p´ cospxqq
loooomoooon

v1pxq

dx

“ ´
π

6 ˆ

?
3

2 ` rsinpxqs
π
6
0

“ ´

?
3π

12 `
1
2

1. Notez que cela n’indique pas si f est dérivable en 0 ou non, car le théorème de dérivation d’une composée ne dit rien si
l’une des deux fonctions n’est pas dérivable en un point.

2. Si on ne sait pas s’il faut poser t “ sinpxq ou t “ cospxq, on tente les deux au brouillon, le premier qui marche, on le fait.
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3.

cospaq cospbq “
e i a ` e ´i a

2 ˆ
e i b ` e ´i b

2

“
e i pa`bq ` e ´i pa`bq ` e i pa´bq ` e i pb´aq

4

“
2 cospa ` bq ` 2 cospa ´ bq

4 “
1
2 pcospa ` bq ` cospa ´ bqq

4. Soit pm, nq P Z2

‚ Si m ‰ n et m ‰ ´n, en utilisant la question précédente :
ż 2π

0
cospmtq cospntq dt “

ż 2π

0

1
2 pcospmt ` ntq ` cospmt ´ ntqq dt

“

„

1
2

sinppm ` nqtq

m ` n
`

1
2

sinppm ´ nqtq

m ´ n

ȷ2π

0
“ 0

‚ Si m “ n ‰ 0, alors
ż 2π

0
cospmtq cospntq dt “

ż 2π

0

1
2 pcospmt ` ntq ` cospmt ´ ntqq dt

“

ż 2π

0

1
2 pcosp2mtq ` 1q dt

“

„

1
2

ˆ

sinp2mtq

2m
` t

˙ȷ2π

0
“ π

‚ Si m P Z˚ et m “ ´n, alors en utilisant la parité du cosinus, on utilise le cas précédent :
ż 2π

0
cospmtq cospntq dt “

ż 2π

0
cospmtq cosp´mtq dt “

ż 2π

0
cospmtq cospmtq dt “ π

‚ Si m “ n “ 0, alors
ż 2π

0
cospmtq cospmtq dt “ rts2π

0 “ 2π.

5. On pose u “ e t, alors du “ e t dt, ainsi,
ż x e t dt

e 2t ` 11e t ` 18 “

ż e x du

u2 ` 11u ` 18 “

ż e x du

pu ` 9qpu ` 2q

Or, il existe pA, Bq P R2 tel que pour tout x P Rzt´2, ´9u, 1
pu ` 9qpu ` 2q

“
A

u ` 9 `
B

u ` 2 , en

multipliant par u ` 9 et remplaçant, u par ´9, il vient A “ ´
1
7 , en multipliant par u ` 2 et en

remplaçant u par ´2, il vient B “
1
7 , ainsi,

ż x e t dt

e 2t ` 11e t ` 18 “

ż e x

´
1
7 ˆ

1
u ` 9 `

1
7 ˆ

1
u ` 2 du

“ r´
1
7 lnp|u ` 9|q ` lnp|u ` 2|qse x

“
1
7 ln

ˆ

2 ` e x

9 ` e x

˙

Ainsi, x ÞÑ
1
7 ln

ˆ

2 ` e x

9 ` e x

˙

est une primitive de x ÞÑ
e x

e 2x ` 11e x ` 18 sur R

6. Proposons deux méthodes :
‚ x ÞÑ

1
2 ˆ 2x ˆ

1
1 ` px2q2 se primitive en x ÞÑ

1
2 arctanpx2q.
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‚ On cherche à calculer
ż x t dt

1 ` t4 , cela ressemble à de la dérivée d’arctan, on pose alors u “ t2, alors

du “ 2t dt, donc t dt “
du

2 , ainsi, par changement de variable

ż x t dt

1 ` t4 “

ż x2
du

2
1 ` u2 “

„

1
2 arctanpuq

ȷx2

“
1
2 arctanpx2q

Donc x ÞÑ
1
2 arctanpx2q est une primitive de x ÞÑ

x

1 ` x4 .

Appliquez-vous pour résoudre ce système

Pour px, y, zq P R3, on pose fpx, y, zq “ px ` 2y ` 2z, 4x ` 8y ` 2z, ´3x ` 2y ` 3zq P R3, ainsi, f : R3 Ñ R3.
1. Soient px, y, zq P R3

$

&

%

x `2y `2z “ 11
4x `8y `2z “ 26

´3x `2y `3z “ 10
ðñ

L2ÐL2´4L1
L3ÐL3`3L1

$

&

%

x `2y `2z “ 11
´6z “ ´18

`8y `9z “ 43
ðñ

L2ØL3

$

&

%

x `2y `2z “ 11
`8y `9z “ 43

z “ 3

ðñ

$

&

%

z “ 3
y “ 2
x “ 1

Ainsi, p1, 2, 3q est l’unique solution de ce système.
2. Soit px, y, zq P R3. Alors, px, y, zq est un antécédent de p11, 26, 10q par f ssi fpx, y, zq “ p11, 26, 10q ssi

$

&

%

x ` 2y ` 2z “ 11
4x ` 8y ` 2z “ 26

´3x ` 2y ` 3z “ 10
ssi px, y, zq “ p1, 2, 3q (en utilisant la question précédente). Ainsi, p1, 2, 3q est

le seul antécédent de p11, 26, 10q par la fonction f .
3. Soit pa, b, cq P R3 fixé. Pour tout px, y, zq P R3

fpx, y, zq “ pa, b, cq ðñ

$

&

%

x `2y `2z “ a
4x `8y `2z “ b

´3x `2y `3z “ c
ðñ

L2ÐL2´4L1
L3ÐL3`3L1

$

&

%

x `2y `2z “ a
´6z “ b ´ 4a

`8y `9z “ c ` 3a

ðñ
L2ØL3

$

’

&

’

%

x `2y `2z “ a
`8y `9z “ c ` 3a

z “
b ´ 4a

´6

ðñ

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x “ a ´ 2y ´ 2z

y “

c ` 3a ´ 9
ˆ

2a

3 ´
b

6

˙

8 “ ´
3a

8 `
3b

16 `
c

8
z “

2a

3 ´
b

6

ðñ

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x “

ˆ

1 `
6
8 ´

4
3

˙

a `

ˆ

´
3
8 `

1
3

˙

b `

ˆ

´
1
4

˙

c

y “
´3a

8 `
3b

16 `
c

8
z “

2a

3 ´
b

6

ðñ px, y, zq “

ˆ

5a

12 ´
b

24 ´
c

4 ,
´3a

8 `
3b

16 `
c

8 ,
2a

3 ´
b

6

˙

Ainsi, pa, b, cq admet un unique antécédent par f qui vaut
ˆ

5a

12 ´
b

24 ´
c

4 ,
´3a

8 `
3b

16 `
c

8 ,
2a

3 ´
b

6

˙

, la

fonction f : R3 Ñ R3 est donc bijective et f´1 : pa, b, cq ÞÑ

ˆ

5a

12 ´
b

24 ´
c

4 ,
´3a

8 `
3b

16 `
c

8 ,
2a

3 ´
b

6

˙
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4. fpAq “ tfpx, 0, 0q | x P Ru “ tpx, 4x, ´3xq | x P Ru (droite passant par l’origine et de vecteur directeur
p1, 4, ´3q).

5. Comme f est bijective, f´1pAq “
␣

f´1px, 0, 0q | x P R
(

“

"ˆ

5x

12 , ´
3x

8 ,
2x

3

˙

| x P R
*

Mettez de l’ordre dans les équa-diff !
Les trois parties de ce problème sont indépendantes.

Au premier ordre

1. L’équation homogène y1 `
y

x
“ 0 a pour solutions sur R˚

`, les fonctions x ÞÑ Ce ´ lnpxq “
C

x
où

C P R. Cherchons une solution particulière en utilisant la méthode de la variation de la constante,
soit x ÞÑ Cpxq une fonction dérivable sur R˚

`, et posons yP : x ÞÑ
Cpxq

x
, alors, yP est dérivable (par

quotient de fonctions dérivables sur R˚
` dont le dénominateur ne s’annule pas) ainsi, pour tout x ą 0,

y1
P pxq `

1
x

yP pxq “
C 1pxqx ´ Cpxq

x2 `
1
x

ˆ
Cpxq

x
“

C 1pxq

x

Ainsi, yP est une solution particulière ssi C 1 : x ÞÑ
1
x

, prenons alors C : x ÞÑ lnpxq, on a montré que

yP : x ÞÑ
lnpxq

x
est une solution particulière de l’équation. Par conséquent, les solutions de l’équation

différentielles sont exactement les fonctions x ÞÑ
C ` lnpxq

x
où C P R.

Au second ordre

On considère l’équation pE1q sur R˚
`, x2y2 ´ xy1 ` y “ x.

2. Comme y est solution de pE1q, y est deux fois dérivable sur R˚
`, or exp: R Ñ R˚

` est dérivable, par
composée, g est dérivable sur R. De plus, pour tout t P R, g1ptq “ e ty1pe tq, comme y1 est dérivable
sur R˚

` et exp: R Ñ R˚
`, par composée, puis par produit, g1 est dérivable (donc g est deux fois dérivable)

et pour tout t P R, g2ptq “ e ty1pe tq ` e te ty2pe tq, dès lors, pour tout t P R,

g2ptq ´ 2g1ptq ` gptq “ e ty1pe tq ` e 2ty2pe tq ´ 2pe ty1pe tqq ` ype tq “ e 2ty2pe tq ´ e ty1pe tq ` ype tq “ e t

(en effet, pour x “ e t ą 0, on a x2y2pxq ´ xy1pxq ` ypxq “ x car y est solution de E1 sur R˚
`)

On note pE2q, l’équation g2 ´ 2g1 ` g “ e t

3. Résolvons l’équation homogène g2 ´ 2g1 ` g “ 0, son équation caractéristique r2 ´ 2r ` 1 “ 0 a
pour racine double r “ 1, ainsi les solutions de l’équation homogène sont exactement les fonctions
x ÞÑ pC1x`C2qe x où pC1, C2q P R2. Cherchons une solution particulière sous la forme yP : x ÞÑ Bx2e x.
Alors, y1

P : x ÞÑ Bx2e x ` 2xBe x et y2
P : x ÞÑ Bx2e x ` 4xBe x ` 2Be x, ainsi, pour tout x P R,

y2
P pxq ´ 2y1

P pxq ` yP pxq “ Bx2e x ` 4xBe x ` 2Be x ´ 2pBx2e x ` 2xBe xq ` Bx2e x “ 2Be x

Prenons B “
1
2 , ainsi, yP : x ÞÑ

x2e x

2 est une solution particulière de l’équation pE2q. Ainsi, les

solutions de pE2q sont exactement les fonctions x ÞÑ

ˆ

x2

2 ` C1x ` C2

˙

e x où pC1, C2q P R2

4. En déduire l’ensemble des solutions de pE1q.

Application des équations différentielles à une équation fonctionnelle

On note S l’ensemble des fonctions f : R Ñ R dérivables sur R˚ vérifiant

@px, x1q P R2 fpxx1q “ xfpx1q ` x1fpxq

5. ‚ Pour x “ x1 “ 0, il vient fp0q “ 0fp0q ` 0fp0q soit fp0q “ 0,
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‚ Pour x “ x1 “ 1, il vient fp1q “ fp1q ` fp1q soit fp1q “ 0,
‚ Pour x “ x1 “ ´1, il vient fp1q “ ´fp´1q ´ fp´1q, soit ´2fp´1q “ fp1q “ 0 donc fp´1q “ 0

6. Soit x P R, posons x1 “ ´1, ainsi, fp´xq “ xf 1p´1q ` p´1qfpxq. Comme f 1p´1q “ 0, il vient,
fp´xq “ ´fpxq, ainsi f est impaire.

7. Fixons x1 ą 0 et dérivons l’équation (par rapport à x), on obtient, pour tout x ą 0 : x1f 1pxx1q “

fpx1q ` x1f 1pxq. En prenant x “ 1, il vient x1fpx1q “ fpx1q ` x1k avec k “ f 1p1q. Les lettres étant
muettes, on a donc montré que pour tout x ą 0, xf 1pxq “ fpxq ` kx, ainsi, f est solution sur R˚

` de
l’équation, xf 1 ´ f “ kx.

8. En déduire l’expression de f P S sur R˚
` puis sur R. En divisant par x ą 0, on obtient que f est

solution de l’équation différentielle, y1 ´
1
x

f “ k. Les solutions de l’équation homogène y1 ´
1
x

y “ 0
sont les fonctions x ÞÑ Ce lnpxq “ Cx où C P R. Cherchons une solution particulière grâce à la
variation de la constante. Prenons, C une fonction dérivable sur R˚

`, et yP : x ÞÑ Cpxqx, alors pour

tout x ą 0, yP
1pxq´

1
x

yP pxq “ C 1pxqx`Cpxq´Cpxq “ C 1pxqx. On cherche alors C tel que C 1 : x ÞÑ
k

x
,

C : x ÞÑ k lnpxq convient, ainsi, yP : x ÞÑ k lnpxqx est une solution particulière. Ainsi, l’ensemble
des solutions de y1 ´

1
x

y “ k sont les fonctions x ÞÑ k lnpxqx ` Cx avec C P R. Ainsi, il existe
C P R tel que f : x ÞÑ k lnpxqx ` Cx sur R˚

`. Or, fp1q “ 0 donc, C “ 0, ainsi, f : x ÞÑ k lnpxqx
sur R˚

`. Dès lors, fp0q “ 0 et si x ă 0, alors par imparité, fpxq “ ´fp´xq “ ´k lnp´xqp´xq, ainsi,

f : x ÞÑ

"

kx lnp|x|q si x ‰ 0
0 si x “ 0 .

9. La question précédente, montre que si f P S, alors il existe k P R tel que f : x ÞÑ

"

kx lnp|x|q si x ‰ 0
0 si x “ 0 .

Réciproquement si f : x ÞÑ

"

kx lnp|x|q si x ‰ 0
0 si x “ 0 avec k P R, alors pour tout px, x1q P R2 :

‚ Si x “ 0 ou x1 “ 0, alors xx1 “ 0 et fpxx1q “ 0 tandis que xf 1pxq ` x1fpxq “ 0
‚ Si x ‰ 0 et x1 ‰ 0, alors xx1 ‰ 0 et

fpxx1q “ kxx1 lnp|xx1|q “ kxx lnp|x| ˆ |x1|q “ kxx1 lnp|x|q ` kxx1 lnp|x1|q “ x1fpxq ` xfpx1q

Ainsi, f P S. Par double inclusion, S “

"

x ÞÑ

"

kx lnp|x|q si x ‰ 0
0 si x “ 0 |k P R

*

.

Un exercice sur Möbius (ne vous perdez donc pas de l’autre côté)

Pour tout n P N˚, s’il existe un nombre premier p tel que p2 divise n, on pose µpnq “ 0, sinon si n “
r
ś

i“1
pi

avec ppiq1ďiďr une famille de r nombres premiers deux à deux distincts, on pose µpnq “ p´1qr.

1. µp1q “ 1, µp2q “ ´1, µp3q “ ´1, µp4q “ 0, µp5q “ ´1, µp6q “ 1, µp7q “ ´1, µp8q “ 0, µp9q “ 0 et
µp10q “ 1

2. Comme µp2q “ µp3q “ ´1, ´1 au moins deux antécédents, ainsi µ n’est pas injective. En revanche,
comme µp2q “ ´1, µp4q “ 0 et µp6q “ 1, tout élément de l’ensemble d’arrivée de µ admet au moins
un antécédent, ainsi, µ est surjective.

3. S’il existe p un nombre premier tel que p2 divise m ou n, alors µpmq “ 0 ou µpnq “ 0 donc µpmqµpnq “

0. De plus, p2 divise alors mn donc µpmnq “ 0, l’égalité est donc vérifié dans ce cas là. Si m et n
ne sont jamais divisés par le carré d’un nombre premier, alors m “ p1p2 . . . pr et n “ q1q2 . . . qs

avec pi et qj des nombres premiers deux à deux distincts (car le PGCD de m et de n vaut 1), alors
mn “ p1p2 . . . prq1q2 . . . qs. Et comme pi ‰ qj , il n’existe pas un nombre premier p tel que p2 divise
mn, ainsi, µpmnq “ p´1qr`s “ p´1qrp´1qs “ µpmqµpnq

Soit n P N˚, on pose Spnq “
ř

d|n

µpdq, la somme portant sur tous les diviseurs positifs de n. Par exemple,

Sp6q “ µp1q ` µp2q ` µp3q ` µp6q.
4. Sp1q “ µp1q “ 1
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5. D’après la caractérisation de la divisibilité par la décomposition en facteurs premiers, les diviseurs
positifs de pr sont exactement les nombres pk où k P rr 0 ; r ` 1 ss, ainsi, Spprq “

r
ř

k“0
µppkq. Or, si k ě 2,

alors pk “ p2pk´2 est divisible par p2, ainsi, µppkq “ 0, dès lors,

Spprq “ µpp0q ` µpp1q “ µp1q ` µppq “ 1 ` p´1q “ 0

6. Soient m P N˚ et n P N˚ vérifiant PGCDpm, nq “ 1, montrer que Spmnq “ SpmqSpnq.

7. Soit un entier n ě 2, alors n “
r
ś

i“1
pi

αi avec pi des nombres premiers deux à deux différents et αi des

entiers naturels non nuls, remarquons que pr
αr est premier avec

r´1
ś

i“1
pi

αi , ainsi, en utilisant la question

précédente, Spnq “ Sppi
αiqS

ˆ

r´1
ś

i“1
pi

αi

˙

“ 0, car Sppi
αiq “ 0 (d’après la question 5). Ainsi, si n ě 2,

Spnq “ 0.
8. Soit f : N˚ Ñ C une fonction, on pose, pour n P N˚, gpnq “

ř

d|n

fpdq. Montrer alors que, pour n P N˚,

fpnq “
ÿ

d|n

µ
´n

d

¯

gpdq
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