
Un Café Cours !

1. Soit f : r a ; b s Ñ R continue sur r a ; b s. Si fpaq ď y ď fpbq ou fpbq ď y ď fpaq, alors il existe c P r a ; b s

tel que y “ fpcq

2. Soit f : r a ; b s Ñ R continue sur r a ; b s. Alors il existe pc, dq P r a ; b s 2 tel que pour tout x P r a ; b s,
fpcq ď fpxq ď fpdq.

3. Soit f : r a ; b s Ñ R continue sur r a ; b s et dérivable sur s a ; b r, alors il existe c P s a ; b r tel que

f 1pcq “
fpbq ´ fpaq

b ´ a
.

4. On dit que L est libre si

@ pλ1, λ2, . . . , λnq P Kn
n
ÿ

k“1
λkek “ 0E ùñ @i P rr 1 ; n ss λi “ 0

5. vect pe1, e2, . . . , enq “

"

n
ř

k“1
λkek | pλ1, λ2, . . . , λnq P Kn

*

6. F ` G “ tf ` g | f P F et g P Gu

Exercice : Ne faites pas trop de plans dans la quatrième dimension !

On pose E “ R4 et on définit

F “ vectpp1, 2, 0, 0q, p0, 1, 1, 1qq

G “
␣

px, y, z, tq P R4 | x ` 2y ` z ` t “ 0 et x ` 3y ` z ´ t “ 0
(

1. BF “ pp1, 2, 0, 0q, p0, 1, 1, 1qq est une famille génératrice de F , de plus cette famille est libre (famille
de deux vecteurs non colinéaires), ainsi B est une base de F et dimpF q “ |BF | “ 2.

2. Proposons deux méthodes (sachant que la première nous avance pour la suite) :
‚ Soit p “ px, y, z, tq P R4, alors :

p P G ðñ

"

x `2y `z `t “ 0
x `3y `z ´t “ 0 ðñ

L2ÐL2´L1

"

x `2y `z `t “ 0
y ´2t “ 0

ðñ
L1ÐL1´2L2

"

x `z `5t “ 0
y ´2t “ 0 ðñ

"

x “ ´5t ´ z
y “ 2t

ðñ p “ p´5t ´ z, 2t, z, tq ðñ p “ tp´5, 2, 0, 1q ` zp´1, 0, 1, 0q

ðñ p P vectpp´5, 2, 0, 1q, p´1, 0, 1, 0qq

Par double inclusion, G “ vectpp´5, 2, 0, 1q, p´1, 0, 1, 0qq, ainsi, G est un sous-espace vectoriel de
R4

‚ — G Ă R4

— Comme 0 ` 2 ˆ 0 ` 0 ` 0 “ 0 ` 3 ˆ 0 ` 0 ´ 0 “ 0, p0, 0, 0, 0q P G
— Soit u “ px, y, z, tq P G, v “ px1, y1, z1, t1q P G et λ P R, alors λu ` v “ pλx ` x1, λy ` y1, λz `

z1, λt ` t1q alors :

pλx`x1q`2pλy `y1q`pλz `z1q`pλt` t1q “ λpx`2y `z ` tq`px1 `2y1 `z1 ` t1q “ λˆ0`0 “ 0

De même, pλx ` x1q ` 3pλy ` y1q ` pλz ` z1q ´ pλt ` t1q “ 0 Ainsi, λu ` v P G
Ainsi, par définition d’un sous-espace vectoriel, G est un sous-espace vectoriel de R4.

3. La question précédente montre que BG “ pp´5, 2, 0, 1q, p´1, 0, 1, 0qq est une famille génératrice de G.
Comme c’est une famille de deux vecteurs non colinéaires, c’est aussi une famille libre. Ainsi, BG est
une base de G et dimpGq “ |BG| “ 2.

4. Soit p P F X G. Ainsi, p P F , il existe pa, bq P R2 tel que p “ ap1, 2, 0, 0q ` bp0, 1, 1, 1q “ pa, 2a ` b, b, bq.
Comme p P G, on a a ` 2p2a ` bq ` b ` b “ 0 et a ` 3p2a ` bq ` b ´ b “ 0, on obtient donc le système
suivant que l’on résout :

"

5a ` 4b “ 0
7a ` 3b “ 0 ðñ

L1ÐL1´L2

"

´2a ` b “ 0
7a ` 3b “ 0 ðñ

L2ÐL2´3L1

"

´2a ` b “ 0
13a “ 0
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Donc a “ b “ 0 puis p “ 0R4 . Ainsi, F ‘ G, de plus, dimpF q ` dimpGq “ 2 ` 2 “ 4 “ dimpR4q. Ainsi,
F et G sont supplémentaires dans R4.

5. pp1, 2, 0, 0q, p0, 1, 1, 1q, p´5, 2, 0, 1q, p´1, 0, 1, 0qq est une base adaptée à R4 “ F ‘ G

Exercice : Expliciter la limite d’une suite implicite

On fixe a un réel strictement positif. Soit n P N˚. On définit fn : x ÞÑ
n
ř

k“1
xk ´ a

1. def fn(n,x,a):
S = -a
for k in range(1,n+1):

S = S + x**k
return S

2. On remarque que pour un entier n ě 2 et x un réel, fnpxq “ fn´1pxq ` xn

def fn(n,x,a):
if n == 1:

return x - a
return fn(n-1,x,a) + x**n

3. Tout d’abord fnp0q “ ´a ď 0 tandis que fnpaq “
n
ř

k“1
ak ´ a “

n
ř

k“2
ak ě 0 (par somme de termes

positifs). Ainsi, fnp0q ď 0 ď fnpaq et fn est continue sur r 0 ; a s car polynomiale. D’après le théorème
des valeurs intermédiaires, il existe x P r 0 ; a s tel que fnpxq “ 0. De plus, fn est dérivable (car
polynomiale) et pour tout x P R`, f 1

npxq “
n
ř

k“1
kxk´1 ą 0 par somme de termes positifs ou nuls

dont l’un est strictement positif (pour k “ 1 le terme de la somme vaut 1), ainsi, fn est strictement
croissante sur R` donc injective. Ainsi, 0 ne peut avoir un autre antécédent par fn dans R`. Ainsi, x
est unique et x ď a.

4. def Dichotomie(n,a,epsilon)
alpha = 0 #fn(alpha) <= 0, NDLR : a est déjà pris comme variable
beta = a #fn(beta) >= 0
while beta - alpha > epsilon:

c = (beta + alpha)/2
if fn(n,c,a) > 0: #0 est entre fn(c) et fn(alpha)

beta = c
else: #0 est entre fn(c) et fn(beta)

alpha = c
return alpha

5. Comme fnp0q “ ´a ‰ fnpxnq “ 0, on peut en déduire que xn ‰ 0 et comme on sait que xn P R`, on
en déduit que xn ą 0 fn`1pxnq “ fnpxnq ` xn

n`1 “ 0 ` xn
n`1 ą 0.

6. Ainsi, fn`1pxnq ą 0 “ fn`1pxn`1q. Comme fn`1 est croissante, on en déduit que xn ą xn`1. La
suite pxnqn est donc strictement décroissante. Elle est décroissante et minorée par 0, donc d’après le
théorème de la limite monotone, pxnqn converge.

7. Considérons n ą a, alors fnp1q “ n ´ a ą 0, ainsi xn ‰ 1, donc fnpxnq “ xn
1 ´ xn

n

1 ´ xn
´ a “ 0 en

multipliant par 1 ´ xn, on obtient

xnp1 ´ xn
nq “ ap1 ´ xnq

De plus, comme fnp0q ă 0 ă fnp1q, le théorème des valeurs intermédiaires, assure l’existence d’un
antécédent de 0 dans s 0 ; 1 r (car 0 et 1 ne conviennent pas), par unicité, xn P s 0 ; 1 r (dès que n ą a).
Fixons, n0 P N tel que n0 ą a et n ě n0, alors par décroissance de pxnqn, 0 ď xn ď xn0 , donc
0 ď xn

n ď xn0
n, or par limite d’une suite géométrique dont la raison en valeur absolue est strictement
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plus petite que 1, xn0
n ÝÝÝÑ

nÑ8
0, d’après le théorème d’encadrement xn

n ÝÝÝÑ
nÑ8

0. Notons ℓ la limite de
pxnqn, par unicité de la limite, on obtient ℓ “ ap1 ´ ℓq, donc ℓp1 ` aq “ a, ainsi

xn ÝÝÝÑ
nÑ8

ℓ “
a

1 ` a

Problème : c’est l’histoire de quatre carrés qui rentrent dans un hangar...

Étude de E

1. M est inversible ssi detpMq ‰ 0 et dans ce cas M´1 “
1

ad ´ bc

ˆ

d ´b
´c d

˙

2. Soit A “

ˆ

a b
c d

˙

P E et B “

ˆ

e f
g h

˙

P E. Alors, AB “

ˆ

ae ` bg af ` bh
ce ` dg cf ` dh

˙

Donc

detpABq “ pae ` bgqpcf ` dhq ´ pce ` dgqpaf ` bhq

“ aecf ` aedh ` bgcf ` bgdh ´ ceaf ´ cebh ´ dgaf ´ dgbh

“ aedh ` bgcf ´ cebh ´ dgaf

Tandis que
detpAq detpBq “ pad ´ bcqpeh ´ gfq “ adeh ` bcgf ´ bcec ´ adgf

Ainsi, detpABq “ detpAq detpBq

3. Soit M P E, alors il existe a, b, c et d quatre complexes tels que

M “

ˆ

a b
c d

˙

“ aE1,1 ` bE1,2 ` cE2,1 ` dE2,2

Or, des complexes se décomposent à l’aide de la partie réelle et de la partie imaginaire, ainsi :

M “ pRepaq ` iImpaqqE1,1 ` pRepbq ` iImpbqqE1,2 ` pRepcq ` iImpcqqE2,1 ` pRepdq ` iImpdqqE2,2

En développant on obtient :

M “ RepaqE1,1 ` ImpaqiE1,1 ` RepbqE1,2 ` ImpbqiE1,2 ` RepcqE2,1 ` ImpcqiE2,1 ` RepdqE2,2 ` ImpdqiE2,2

Ceci démontre que M P vectpBq et donc que E Ă vectpBq, comme la famille B est une famille de
l’espace vectoriel E, vectpBq Ă E. Par double inclusion, E “ vectpBq et B est une famille génératrice
de E. Soit pa, b, c, d, e, f, g, hq P R8. Supposons que

aE1,1 ` biE1,1 ` cE1,2 ` diE1,2 ` eE2,1 ` f iE2,1 ` gE2,2 ` hiE2,2 “ 02

Alors,
ˆ

a ` ib c ` id
e ` if g ` ih

˙

“ 02. Comme deux matrices égales ont même coefficients, on obtient que

a ` ib “ c ` id “ e ` if “ g ` ih “ 0. Comme a, b, c, d, e, f , g et h sont réels, par unicité de la partie
réelle et imaginaire, a “ b “ c “ d “ e “ f “ g “ h “ 0. Donc, B est une famille libre de E. Dès lors,
B est une base de E

4. On en déduit que dimRpEq “ |B| “ 8.

Étude des quaternions

On appelle quaternion toute matrice de E de la forme Mpz, wq “

ˆ

z ´w
w z

˙

où pz, wq P C2. En particulier,

on considère les quaternions suivants : I “ Mp1, 0q, J “ Mp0, 1q, K “ Mp0, ´iq et L “ Mp´i, 0q. L’ensemble
de tous les quaternions est H “ tMpz, wq, où pz, wq P C2u.

5. Si cette matrice était un quaternion, on aurait 1̄ “ ´8i ce qui est faux, donc cette matrice n’est pas
un quaternion.

6. ‚ H Ă E
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‚ En posant z “ w “ 0 P C, Mp0, 0q “ 02 P H
‚ Soit pA, B, λq P H2 ˆ R, alors il existe pz, wq P C2 tel que A “ Mpz, wq et il existe pz1, w1q P C2 tel

que B “ Mpz1, w1q, alors :

λA ` B “ λ

ˆ

z ´w
w z

˙

`

ˆ

z1 ´w1

w1 z1

˙

“

ˆ

λz ` z1 λw ` w1

λw ` w1 λz ` z1

˙

On pose alors Z “ λz ` z1 P C et W “ λw ` w1 P C, alors comme λ P R,

Z “ λz ` z1 “ λz ` z1 “ λz ` z1

De même, W “ λw ` w1 de sorte que λA ` B “ MpZ, W q P H
Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de E.

7. Commençons par écrire les matrices de la famille :

‚ I “

ˆ

1 0
0 1

˙

(c’est la matrice identité)

‚ J “

ˆ

0 ´1
1 0

˙

‚ K “

ˆ

0 i
i 0

˙

‚ L “

ˆ

´i 0
0 i

˙

Soit A P H, alors, il existe pz, wq P C2 tel que A “

ˆ

z ´w
w z

˙

. Or il existe pa, b, c, dq P R4 tel que

z “ a ` ib et w “ c ` id, ainsi,

A “

ˆ

a ` ib ´c ´ id
c ´ id a ´ ib

˙

“ a

ˆ

1 0
0 1

˙

` b

ˆ

i 0
0 ´i

˙

` c

ˆ

0 ´1
1 0

˙

` d

ˆ

0 ´i
´i 0

˙

Dès lors, A “ aI ´ bL ` cJ ´ dK P vectpI, J, K, Lq, on a donc montré que H Ă vectpI, J, K, Lq, comme
ces quatre matrices sont dans H et que H est un sous-espace vectoriel, l’autre inclusion est vraie, de
sorte que H “ vectpI, J, K, Lq. Ainsi, pI, J, K, Lq soit une famille génératrice de H. Soit pa, b, c, dq P R4.

Supposons que aI ` bJ ` cK ` dL “ 02 alors
ˆ

a ´ id ´b ` ci
b ` ci a ` id

˙

“ 02. Ainsi, a ´ id “ ´b ` ci “ 0,

comme a, b, c et d sont réelles, par unicité de la partie réelle et de la partie imaginaire, a “ b “ 0 et
d “ c “ 0 donc pI, J, K, Lq est libre. Ainsi, pI, J, K, Lq est une base de H.

8. Comme pI, J, K, Lq est une base de H, dimpHq “ |pI, J, K, Lq| “ 4
9. ‚ Comme I est la matrice identité, I ˆ I “ I, I ˆ J “ J ˆ I “ J , I ˆ K “ K ˆ I “ K et

I ˆ L “ L ˆ I “ L
‚ J ˆ J “ ´I, K ˆ K “ ´I et L ˆ L “ ´I
‚ JK “ L, en multipliant cette relation par J à gauche, il vient J2K “ JL soit JL “ ´K. En

multipliant cette relation par L à droite, on obtient JL2 “ ´KL soit KL “ J en multipliant par
K à gauche, on obtient KJ “ ´L

‚ Comme JK “ L en multipliant par K à droite, on obtient LK “ ´J , en multipliant cette relation
par L à gauche, on obtient LJ “ K

ˆ I J K L

I I J K L
J J ´I L ´K
K K ´L ´I J
L L K ´J ´I

10. Proposons deux méthodes :
‚ Soit pA, Bq P H2, alors il existe pa, b, c, d, e, f, g, hq tel que A “ aI ` bJ ` cK ` dL et B “

eI ` fJ ` gK ` hL, alors par distributivité et en remplaçant les produits par leurs valeurs (en
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utilisant le tableau précédent)

AB “paI ` bJ ` cK ` dLqpeI ` fJ ` gK ` hLq

“aeI ` afJ ` agK ` ahL ` beJ ´ bfI ` bgL ´ bhK`ceK ´ cfL ´ cgI ` chJ

`dL ` dfK ´ dgJ ´ dhI

Ainsi, AB P vectpI, J, K, Lq “ H.
‚ Soit pA, Bq P H2, il existe pz, z1w, w1q P C4 tel que A “ Mpz, wq et B “ Mpz1, w1q. Alors AB “
ˆ

z ´w
w z

˙ˆ

z1 ´w1

w1 z1

˙

“

ˆ

zz1 ´ ww1 ´zw1 ´ z1w

wz1 ` zz1 ´ww1 ` zz1

˙

. On pose alors Z “ zz1 ´ ww1 et W “ zw1 `

z1w, de sorte que AB “

ˆ

Z ´W
W Z

˙

P H

11. Soit M P H, il existe z et w deux complexes tels que M “

ˆ

z ´w
w̄ z̄

˙

, ainsi,

detpMq “ zz ` ww “ |z|2 ` |w|2 ě 0

12. Soit A P H non nulle, il existe z et w deux complexes tels que A “

ˆ

z ´w
w̄ z̄

˙

. Remarquons que z ‰ 0

ou w ‰ 0 (en effet, dans le cas contraire, on aurait A “ 02), ainsi, detpAq “ |z|2 ` |w|2, or comme z ou
w est non nul le module au carré de l’un des deux est strictement positif et l’autre est positif, ainsi,

detpAq ą 0. De plus, A´1 “
1

det A

ˆ

z w
´w z

˙

. On pose alors Z “
z

det A
et W “

´w

det A
de sorte que

A´1 “

ˆ

Z ´W
W Z

˙

P H

13. Soit M P H, alors il existe pz, wq P C2 tel que M “

ˆ

z ´w
w z

˙

. Alors, M P H X S2pCq ssi M est

symétrique ssi ´w “ w, ssi w ` w “ 0 ssi 2Repwq “ 0 ssi w est un imaginaire pur ssi il existe λ P R

tel que M “

ˆ

z ´λi
´λi z

˙

. Ainsi :

H X S2pCq “

"ˆ

z ´λi
´λi z

˙

| pz, λq P C ˆ R
*

“

"ˆ

a ` ib ´λi
´λi a ´ ib

˙

| pa, b, λq P R3
*

“
␣

aI2 ´ bL ´ λK | pa, b, λq P R3( “ vectpI, K, Lq

Ainsi, pI, K, Lq est une famille génératrice de HX S2pCq. De plus, comme cette famille est une famille
incluse dans une famille libre (la base de H que l’on a trouvée précédemment), elle est libre. Ainsi,
pI, L, Kq est une base de H X S2pCq et donc dimpH X S2pCqq “ 3

14. Comme pI, J, K, Lq est une base de H, vectpJq est un supplémentaire de H X S2pCq “ vectpI, K, Lq

dans H.

Arithmétique

15. Soient n et m deux entiers naturels qui s’écrivent comme une somme de quatre carrés d’entiers naturels,
alors il existe pa, b, c, d, a1, b1, c1, d1q P N8 tel que n “ a2 ` b2 ` c`d2 “ |a ` ib|2 ` |c ` id|2, ainsi,
n “ detpMpz, wqq avec z “ a ` ib et w “ c ` id. De même, m “ detpMpz1, w1qq avec z1 “ a1 ` ib1 et
w1 “ c1 ` id1. Alors, d’après les questions 2 et 10,

nm “ detpMpz, wqq detpMpz1, w1qq “ detpMpz, wqMpz1, w1qq “ detpMpZ, W qq

où Z et W sont deux complexes définis à la question 10. On remarque que, d’après la formule de Z et
W de la question 10, leurs parties réelles et imaginaires seront des entiers relatifs. Notons α “ RepZq,
β “ ImpZq, γ “ RepW q et δ “ ImpW q, alors nm “ α2 ` β2 ` γ2 ` δ2. Si α est négatif, on remplace α
par ´α de même pour les autres. Ainsi, nm est bien une somme de quatre carrés d’entiers naturels.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, DS6cor 5

devilliers.loic@gmail.com


16. a2 ´ a12 “ pa ´ a1qpa ` a1q. Ainsi, si p divise a ´ a1 ou a ` a1, alors p divise a2 ´ a12. Réciproquement
supposons que p divise pa ´ a1qpa ` a1q, alors il existe k P Z tel que pa ´ a1qpa ` a1q “ kp en remplaçant
k par sa factorisation en nombres premier, on peut en déduire que p apparaît dans la décomosition en
facteurs premier de kp “ pa ´ a1qpa ` a1q. Ainsi, si p n’apparaissait ni dans la décomposition de a ´ a1

ni dans celle de a ` a1 on en déduirait une décomposition de pa ´ a1qpa ` a1q sans p. Ceci contredirait
l’unicité de la décomposition. Ainsi, p apparaît soit dans la décomosition de a ´ a1 soit dans cette de
a ` a1 ainsi p divise a ´ a1 soit a ` a1. En conclusion : p divise a2 ´ a12 ssi p divise a ´ a1 ou p divise
a ` a1.

17. Soit p un nombre premier impair. Démontrer qu’il existe des entiers naturels a et b dans rr 0 ; p ´ 1
2 ss2

tel que p divise 1 ` a2 ` b2.
18. Démontrer que tout entier naturel s’écrit comme une somme de quatre carrés d’entiers naturels.

Exercice : Vos limites seront mises à rude épreuve
Proposons trois méthodes similaires :

‚ Par définition de la limite, il existe A P R tel que pour x ě A, f 1pxq ě 1. Soit x ą A, comme f
est continue sur r A ; x s (car dérivable), dérivable sur s A ; x r, d’après le théorème des accroissements

finis, il existe c P s A ; x r tel que fpxq ´ fpAq

x ´ A
“ f 1pcq ě 1, en multipliant par x ´ A ą 0, on obtient

fpxq ě fpAq ` px ´ Aq, or fpAq ` x ´ A ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

`8, par minoration, fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

`8

‚ Par définition de la limite, il existe A P R tel que pour x ě A, f 1pxq ě 1, par croissance de l’intégrale,
ż x

A
f 1ptq dt ě

ż x

A
1 dt, donc fpxq ´ fpAq ě px ´ Aq, donc fpxq ě x ´ A ` fpAq et on conclut comme à

la méthode précédente.
‚ Par définition de la limite, f 1 est positive sur un voisinage de `8, ainsi sur ce voisinage, f est

croissante. D’après le théorème de la limite monotone, f admet une limite ℓ et ℓ P R ou ℓ “ `8.
Supposons, ℓ P R, alors, par composition et somme, fpx ` 1q ´ fpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
ℓ ´ ℓ “ 0. Or, comme

f 1 tend vers l’infini, il existe A P R tel que pour x ě A, f 1pxq ě 1, ainsi, d’après le théorème des
d’accroissements finis, il existe cpxq P s x ; x ` 1 r fpx ` 1q ´fpxq “ f 1pcpxqq ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
0, ce qui contredit

la limite de f 1 en `8.
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