
Exercice : soyez sans limite en analyse asymptotique

1. 1
a

1 ` sinpxq
“ p1 ` sinpxqq´1{2. Posons u “ sinpxq, alors :

‚ u “ x ´
x3

6 ` Opx3q

‚ u2 “ x2 ` Opx3q

‚ u3 “ x3 ` Opx3q

‚ Comme u3 „ x3, Opu3q “ Opx3q.
Appliquons alors le DL3p0q de p1 ` uq´ 1

2 :

1
a

1 ` sinpxq
“ p1 ` uq´1{2 “ 1 ´

1
2u `

3
8u2 ´

5
16u3 ` Opu3q

“ 1 ´
1
2

ˆ

x ´
x3

6 ` Opx3q

˙

`
3
8

`

x2 ` Opx3q
˘

´
5
16

`

x3 ` Opx3q
˘

“ 1 ´
x

2 `
3x2

8 ´
11
48x3 ` Opx3q

2. Soit x P R˚
`, alors, u “ 1{x2 ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
0

fpxq “ x
´

a

1 ` x´2 `
a

1 ´ x´2
¯

“ x
`?

1 ` u `
?

1 ´ u
˘

“
xÑ`8

x

ˆ

1 `
1
2u ´

1
8u2 ` Opu2q ` 1 ´

1
2u ´

1
8 p´uq2 ` Opu2q

˙

“
xÑ`8

x

ˆ

1 `
1
2x´2 ´

1
8x´4 ` 1 ´

1
2x´2 ´

1
8x´4 ` Opx´4q

˙

“ 2x ´
1
4x´3 ` Opx´3q

Ainsi, x ÞÑ 2x est une asymptote de f en `8. De plus, fpxq ´ 2x „ ´
1

4x3 , comme deux fonctions équivalentes
en `8 ont même signe au voisinage de `8, on en déduit que f est en dessous de son asymptote au voisinage
de `8.
Soit x P R˚

´, de même

fpxq “ ´x
´

a

1 ` x´2 `
a

1 ´ x´2
¯

“
xÑ´8

´x

ˆ

1 `
1
2x´2 ´

1
8x´4 ` 1 ´

1
2x´2 ´

1
8x´4 ` Opx´4q

˙

“ ´2x`
1
4x´3`Opx´3q

Ainsi, x ÞÑ ´2x est une asymptote de f en ´8 et f est en dessous de son asymptote au voisinage de ´8.

Figure 1 – Le tracé de f avec ses asymptotes.

3. Soit un entier n ě 3,

un “

ˆ

n

n ´ 5{2

˙n

“ exp
ˆ

n ln
ˆ

n

n ´ 5{2

˙˙

“ exp
ˆ

´n ln
ˆ

1 ´
5

2n

˙˙

“ exp
ˆ

´n

ˆ

´
5

2n
` O

ˆ

1
n

˙˙˙

“ exp
ˆ

5
2 ` Op1q

˙

Or, 5
2 ` Op1q ÝÝÝÑ

nÑ8

5
2 , par continuité de l’exponentielle en 5

2 , un ÝÝÝÑ
nÑ8

exp
ˆ

5
2

˙

.
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4. Appliquons la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 en π

3 :

‚ tan
´π

3

¯

“
?

3
‚ tan1 : x ÞÑ 1 ` tan2pxq, tan1pπ{3q “ 4
‚ tan2 : x ÞÑ 2 tanpxq tan1pxq, tan2pπ{3q “ 8

?
3

Alors comme tan est de classe C 2 sur s 0 ; π{2 r,

tanpxq “
xÑπ{3

tan
´π

3

¯

` tan1
´π

3

¯ ´

x ´
π

3

¯

`

tan2
´π

3

¯

2

´

x ´
π

3

¯2
` O

ˆ

´

x ´
π

3

¯2
˙

“
xÑπ{3

?
3 ` 4

´

x ´
π

3

¯

` 4
?

3
´

x ´
π

3

¯

` O

ˆ

´

x ´
π

3

¯2
˙

Ainsi :

a

tanpxq “
xÑπ{3

d

?
3 ` 4

´

x ´
π

3

¯

` 4
?

3
´

x ´
π

3

¯2
` O

ˆ

´

x ´
π

3

¯2
˙

“
xÑπ{3

b

?
3

d

1 `
4

?
3

´

x ´
π

3

¯

` 4
´

x ´
π

3

¯2
` O

ˆ

´

x ´
π

3

¯2
˙

‚ On pose u “
4

?
3

´

x ´
π

3

¯

` 4
´

x ´
π

3

¯2
` O

ˆ

´

x ´
π

3

¯2
˙

, u ÝÝÝÑ
xÑ π

3

0.

‚ u2 “
16
3

´

x ´
π

3

¯2
` O

ˆ

´

x ´
π

3

¯2
˙

,

‚ Comme u2 „
16
3

´

x ´
π

3

¯2
, Opu2q “ O

ˆ

´

x ´
π

3

¯2
˙

.

On peut alors appliquer le développement de
?

1 ` u en 0 à l’ordre 2 :
a

tanpxq “ 3 1
4

ˆ

1 `
1
2u ´

1
8u2 ` Opu2q

˙

“ 3 1
4

ˆ

1 `
2

?
3

´

x ´
π

3

¯

` 2
´

x ´
π

3

¯2
´

2
3

´

x ´
π

3

¯2
` O

ˆ

´

x ´
π

3

¯2
˙˙

“ 3 1
4 `

2
3 1

4

´

x ´
π

3

¯

`
4 ˆ 3 1

4

3

´

x ´
π

3

¯2
` O

ˆ

´

x ´
π

3

¯2
˙

On peut en conclure que x ÞÑ 3 1
4 `

2
3 1

4

´

x ´
π

3

¯

est tangente en x ÞÑ
a

tanpxq en π{3, et que f est au dessus de

sa tangente en π{3 au moins sur un voisinage de π{3 1.

Problème : les noyaux grandissent jusqu’à atteindre l’âge adulte
Pour P P E “ R3rXs, on pose gpP q “ pP p0q ´ P 1p0qqp1 ` Xq ` P 2p0qX2 ` P 3p0qpX2 ` X3q.

1. Soient pP, Qq P E2 et λ P R, alors

gpλP ` Qq “
“

pλP ` Qqp0q ´ pλP ` Qq1p0q
‰

p1 ` Xq `
“

pλP ` Qq2p0q
‰

X2 `
“

pλP ` Qq3p0q
‰

pX2 ` X3q

“
“

λP p0q ` Qp0q ´ λP 1p0q ´ Q1p0q
‰

p1 ` Xq `
“

λP 2p0q ` Q2p0q
‰

X2 `
“

λP 3p0q ` Q3p0q
‰

pX2 ` X3q

“λ
“

pP p0q ´ P 1p0qqp1 ` Xq ` P 2p0qX2 ` P 3p0qpX2 ` X3q
‰

` pQp0q ´ Q1p0qqp1 ` Xq ` Q2p0qX2 ` Q3p0qpX2 ` X3q

“λgpP q ` gpQq

Ainsi, g est linéaire, de plus, gpP q P vectp1, X, X2, X3q “ E ainsi, g P L pEq.
2. Notons B “ p1, X, X2, X3q la base canonique de E, alors

‚ gp1q “ 1 ` X “ 1 ˆ 1 ` 1 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 0 ˆ X3,
‚ gpXq “ ´1 ´ X “ ´1 ˆ 1 ` ´1 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 0 ˆ X3,
‚ gpX2q “ 2X2 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 2X2 ` 0X3

‚ gpX3q “ 6X2 ` 6X3 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 6 ˆ X2 ` 6 ˆ X3.
Ainsi,

A “ MatBpgq “

¨

˚

˚

˝

1 ´1 0 0
1 ´1 0 0
0 0 2 6
0 0 0 6

˛

‹

‹

‚

1. Ce qu’on aurait pu directement dire car tan est convexe sur s 0 ; π{2 r et ? est convexe et croissante, donc
?

tan est convexe sur
s 0 ; π{2 r, et donc au-dessus de chacune de ses tangentes.
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3. Soit P “ a ` bX ` cX2 ` dX3 P E. Posons

Q “ gpP q “ pP p0q ´ P 1p0qqp1 ` Xq ` P 2p0qX2 ` P 3p0qpX2 ` X3q

“ pa ´ bqp1 ` Xq ` 2cX2 ` 6dpX2 ` X3q

Alors

g ˝ gpP q “ gpgpP qq “ gpQq “ gppa ´ bqp1 ` Xq ` 2cX2 ` 6dpX2 ` X3qq

“ pa ´ bqgp1q ` pa ´ bqgpXq ` 2cgpX2q ` 6dgpX2q ` 6dgpX3q

“ pa ´ bqp1 ` Xq ` pa ´ bqp´1 ´ Xq ` 4cX2 ` 12dX2 ` 36dX2 ` 36dX3

“ p4c ` 48dqX2 ` 36dX3

En calculant les images des vecteurs de la base canonique par g ˝ g, on obtient
‚ g ˝ gp1q “ 0 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 0X2 ` 0X3

‚ g ˝ gpXq “ 0 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 0 ˆ X3

‚ g ˝ gpX2q “ 4X2 “ 4X2

‚ g ˝ gpX3q “ 6X2 ` 6 ˆ 6pX2 ` X3q “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 6 ˆ X2 ` 48 ˆ X3.
Ainsi,

B “ MatBpg ˝ gq “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 48
0 0 0 36

˛

‹

‹

‚

On aurait aussi pu constater que B “ MatBpg ˝ gq “ MatBpgq ˆ MatBpgq “ A2 et calculer A2.
4. Soit P “ a ` bX ` cX2 ` dX3 P E, alors :

P P Kerpgq ðñ gpP q “ 0 ðñ pa ´ bq ˆ 1 ` pa ´ bq ˆ X ` p2c ` 6dqX2 ` 6dX3 “ 0

ðñ

$

’

’

&

’

’

%

a ´ b “ 0
a ´ b “ 0

2c ` 6d “ 0
6d “ 0

ðñ

$

&

%

b “ a
d “ 0
c “ ´3d “ 0

ðñ P “ a ` aX

ðñ P “ ap1 ` Xq ðñ P P vectp1 ` Xq

Dès lors, Kerpgq “ vectp1 ` Xq Comme 1 ` X n’est pas le polynôme nul, p1 ` Xq est une famille libre comme
elle est génératrice de Kerpgq, c’est une base de Kerpgq.
Comme p1, X, X2, X3q est la base canonique de E, on sait que

Impgq “ vectppgp1q, gpXq, gpX2q, gpX3qq “ vectp1 ` X, 1 ` X, 2X2, 6X2 ` 6X3q “ vectp1 ` X, 2X2, 6X2 ` 6X3q

Dès lors, p1`X, 2X2, 6X2 `6X3q est une famille génératrice de Impgq. Elle est libre car constituée de polynômes
non nuls dont les degrés sont deux à deux distincts. Ainsi, p1 ` X, 2X2, 6X2 ` 6X3q est une base de Impgq. On
constate que 1 ` X P Impgq X Kerpgq. Dès lors, Impgq et Kerpgq ne sont pas supplémentaires dans 2 E.

5. Soit P “ a ` bX ` cX2 ` dX3 P E, alors :

P P Kerpg2q ðñ g2pP q “ 0 ðñ p4c ` 48dqX2 ` 36dX3 “ 0 ðñ

"

4c ` 48d “ 0
36d “ 0

ðñ

"

d “ 0
c “ ´12d “ 0 ðñ P “ a ` bX ðñ P P vectp1, Xq

Ainsi, Kerpg2q “ vectp1, Xq “ R1rXs. Ainsi, p1, Xq est la base canonique de R1rXs “ Kerpg2q. De plus,

Impg2q “ vectpg2p1q, g2pXq, g2pX2q, g3pX3qq “ vectp0, 0, 4X2, 48X2 ` 36X3q “ vectp4X2, 48X2 ` 36X3q

La famille p4X2, 48X2 ` 36X3q est génératrice de Impgq et est libre (famille de polynômes non nuls dont les
degrés sont deux à deux distincts), donc est une base 3 de Impg2q.
Soit P P Kerpg2q X Impg2q, alors il existe pa, bq P R2 tel que P “ a ` bX et il existe pc, dq P R2 tel que
P “ c4X2 ` dp48X2 ` 36X3q. Ainsi, a ` bX “ c4X2 ` dp48X2 ` 36X3q. Par unicité de l’écriture d’un polynôme,
il vient que a “ b “ c “ d “ 0. Dès lors, P “ 0, Kerpg2q X Impg2q Ă t0u, l’inclusion réciproque étant vraie, on a
que Kerpg2q ‘ Impg2q. De plus, d’après le théorème du rang, dimpEq “ dimpKerpg2qq ` dimpImpg2qq. Ceci prouve
que E “ Kerpg2q ‘ Impg2q.

2. Bien que dimpEq “ dimpKerpgqq ` dimpImpgqq d’après le théorème du rang.
3. On remarque que Impg2q Ă vectpX2, X3q, et par égalité des dimensions, Impg2q “ vectpX2, X3q, ainsi pX2, X3q est une base de

Impg2q mais plus sympa que celle donnée.
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6. Soit P “ aX3 ` bX2 ` cX ` d P R3rXs, alors cX ` d P vectp1, Xq P Kerpg2q, de plus

aX3 ` bX2 “
a

36
`

36X3 ` 48X2˘

`

ˆ

b

4 ´
a

3

˙

4X2 P vectp36X3 ` 48X2, 4X2q P Impg2q

Notons p la projection sur Kerpg2q parallèlement à Impg2q, ppP q “ cX ` d “ P 1p0qX ` P p0q, ainsi

p :
#

R3rXs ÝÑ R3rXs

P ÞÝÑ P p0q ` XP 1p0q

7. Soit x P Kerpf iq. Alors f ipxq “ 0E , en appliquant f à cette égalité 4, il s’ensuit que

fpf ipxqq “ fp0Eq “ 0E

Ainsi, f i`1pxq “ 0E , prouvant que x P Kerpf i`1q. On a ainsi montré que Kerpf iq Ă Kerpf i`1q.
Soit y P Impf i`1q. Il existe x P E tel que y “ f i`1pxq Donc, y “ f ipfpxqq. Posons alors x1 “ fpxq P E, on obtient
y “ f ipx1q P Impf iq. Par conséquent, Impf i`1q Ă Impf iq.

8. Soit un entier i ě r. D’après la question précédente, Kerpf iq Ă Kerpf i`1q.
Montrons l’inclusion réciproque. Posons a “ i ´ r P N, de sorte que i “ r ` a. Soit x P Kerpf i`1q, alors,
fa`r`1pxq “ 0E , donc fr`1pfapxqq “ 0E . Dès lors, fapxq P Kerpfr`1q “ Kerpfrq. Par conséquent, frpfapxqq “

0E . Par suite, fr`apxq “ 0E , ainsi x P Kerpf iq. On a montré que Kerpf i`1q Ă Kerpf iq.
Par double inclusion, on conclut que Kerpf i`1q “ Kerpf iq.

Ainsi, pour tout i ě r, Kerpf iq “ Kerpfrq. 5

9. Soit un entier k ě r, alors montrons que Impfkq Ă Impfrq, en effet soit y P Impfkq, il existe x P E tel que
y “ fkpxq “ frpfk´rpxqq P Impfrq.
De plus, d’après le théorème du rang appliqué à fr et à fk :

dimpImpfkqq “ dimpEq ´ dimpKerpfkqq “ dimpEq ´ dimpKerpfrqq “ dimpImpfrqq

Par une inclusion et égalité des dimensions, on en déduit que pour tout entier k ě r, Impfkq “ Impfrq.
10. Soit punqnPN telle que un ÝÝÝÑ

nÑ8
ℓ P R et pour tout n P Z. Considérons ε “ 1{3 ą 0, il existe n0 P N tel que pour

tout n P N, n ě n0, |un ´ ℓ| ď 1{3. Ainsi, pour tout entier n ě n0, un P r ℓ ´ 1{3 ; ℓ ` 1{3 s. Or, r ℓ ´ 1{3 ; ℓ ` 1{3 s

est un intervalle de longueur 2{3, il contient donc au plus un entier, donc pour tout n ě n0 et pour tout m ě n0,
un “ um. La suite punqn est ainsi stationnaire 6.

11. Posons dk “ dimpKerpf iqq, pour tout k P N. Comme Kerpf iq Ă Kerpf i`1q Ă E, donc di ď di`1 ď n. La suite
pdkqkPN est donc une suite croissante et majorée. D’après le théorème de la limite monotone, pdkqkPN converge.
Comme c’est une suite d’entiers, d’après la question précédente, la suite est stationnaire. Ainsi, il existe n0 P N
tel que pour tout entier n ě n0, dn “ dn0 . En particulier dn0`1 “ dn0 . Dès lors, Kerpfn0 q et Kerpfn0`1q ont
même dimension et Kerpfn0 q Ă Kerpfn0`1q. Ainsi, Kerpfn0 q “ Kerpfn0`1q.

Remarque 1. les noyaux de f sont emboîtés les uns dans les autres (à la manière des poupées russes), les inclusions
sont strictes, jusqu’à Kerpfpq “ E où la suite va stationner à E. On grandit strictement jusqu’à ce qu’on s’arrête
brusquement de grandir.

12. Soit x P Kerpfrq X Impfrq, alors il existe y P E tel que x “ frpyq.
Ainsi,

frpxq “ frpfrpyqq “ f2rpyq “ 0E

Ainsi, y P Kerpf2rq “ Kerpfrq. Ainsi, x “ frpyq “ 0E . Dès lors Kerpfrq X Impfrq Ă t0Eu. L’inclusion réciproque
étant toujours vraie, on a Kerpfrq ‘ Impfrq. De plus, par le théorème du rang appliqué à l’endomorphisme fr,
dimpEq “ dimpKerpfrqq ` dimpImpfrqq. Ainsi, E “ Kerpfrq ‘ Impfrq.

13. Si x P Kerpfrq, alors frpfpxqq “ fr`1pxq “ fpfrpxqq “ fp0Eq “ 0E , ceci montre que fpxq P kerpfrq, ainsi
fKerpfrq est bien définie. Par restriction, fKerpfrq : Kerpfrq Ñ Kerpfrq est bien linéaire.
Soit x P Kerpfrq, pfKerpfrqqrpxq “ frpxq “ 0E . Ceci montre que fr

Kerpfrq
“ 0, ainsi fKerpfrq est nilpotente et son

ordre de nilpotence est inférieure ou égale à r. Soit p ă r, alors Kerpfpq est strictement inclus dans Kerpfrq,
ainsi il existe x P kerpfrqzKerpfpq, en particulier, fppxq ‰ 0, donc fKerpfrqpxq ‰ 0, ainsi l’ordre de nilpotence est
exactement r.

4. Attention ce n’est pas équivalent, si a “ b alors fpaq “ fpbq, mais la réciproque est fausse (sauf si la fonction est injective).
5. On ne demandait pas de démontrer ce résultat qui se démontre par une récurrence facile : posons Ppiq : «Kerpf iq “ Kerpfrq», Pprq

est vérifiée. Supposons Ppiq vraie, alors Kerpf i`1q “ Kerpf iq “ Kerpfrq, donc Ppi ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout i ě r, Ppiq
est vraie.

6. Ainsi, un ÝÝÝÝÑ
nÑ8

un0 , par unicité de la limite ℓ “ un0 P Z.
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14. Soit x P Impfrq, alors il existe z P E, tel que x “ frpyq, alors fpxq “ fpfprpyqq “ frpfpyqq P Impfrq, ainsi
fImpfrq est bien définie, elle est linéaire par restriction.
Soit x P KerpfImpfrqq, alors fpxq “ 0, en particulier frpxq “ 0E , et x P Impfrpxqq, ainsi x P Kerpfpq X Impfpq “

t0Eu, ainsi x “ 0E , ainsi fImpfrq est injective, comme c’est un endomorphisme en dimension finie, fImpfrq est
alors un isomorphisme.

15. Comme fp´1 n’est pas la fonction nulle, il existe x P E, fp´1pxq ‰ 0. Soit pλiq0ďiďp´1 P Kp. Supposons que

p´1
ÿ

i“0
λif

ipxq “ 0E (1)

Présentons trois rédactions différente de la preuve que les λi “ 0 :
‚ En composant par fp´1 l’équation (1), on a

p´1
ÿ

i“0
λif

i`p´1pxq “ λ0fp´1pxq `

p´1
ÿ

i“1
λif

i`p´1pxq “ 0E

Or pour tout i P rr 1 ; p ´ 1 ss, i ´ 1 ě 0 et donc f i`p´1 “ fp ˝ f i´1 “ 0L pEq ˝ f i´1 “ 0L pEq, on obtient donc
λ0fp´1pxq ` 0E “ 0E et comme le vecteur fp´1pxq n’est pas nul, on en déduit que c’est le scalaire λ0 qui
vaut 0 7, puis on recommence en composant cette fois-ci par fp´2 pour montrer que λ1 “ 0 puis etc. 8

‚ Effectuons une récurrence, posons, pour k P rr 0 ; p ´ 1 ss

Ppkq : «@q P rr 0 ; k ss λq “ 0»

— Initialisation : on a montré que λ0 “ 0 dans la première méthode, ainsi, Pp0q est vraie.
— Hérédité : soit k P rr 0 ; p ´ 2 ss. Supposons Ppkq vraie et montrons Ppk ` 1q vraie. Comme λ0 “ λ1 “

. . . “ λk “ 0, on a
p´1
ř

i“k`1
λif

ipxq “ 0E . En composant par fp´k´2, on a

p´1
ÿ

i“k`1
λif

p´k´2`ipxq “ λk`1fp´1pxq `

p´1
ÿ

i“k`2
λif

p´k´2`ipxq

Or pour tout i P rr k ` 2 ; p ´ 1 ss, i ´ k ´ 2 ě 0, ainsi fp´k´2`ipxq “ 0E . Donc λk`1fp´1pxq “ 0E , comme
fp´1pxq ‰ 0E , λk`1 “ 0. Pour tout q P rr 0 ; k ` 1 ss, λq “ 0, ainsi Ppk ` 1q est vérifié.

— Conclusion : pour tout k P rr 0 ; p ´ 1 ss, Ppkq est vraie.
Ainsi, comme Ppp ´ 1q est vraie, on a pour tout k P rr 0 ; p ´ 1 ss, λk “ 0. On a ainsi montré que la famille
px, fpxq, . . . , fp´1pxqq est libre.

‚ Supposons que l’un des λi soit non nul, posons i0 “ minti P rr 0 ; p´1 ss, λi ‰ 0u. Ainsi pour tout i P rr 0 ; i0´1 ss,
λi “ 0. On a donc

p´1
ÿ

i“i0

λif
ipxq “ 0E

Et comme à la méthode par récurrence, en composant par fp´i0´1, on prouve que λi0 “ 0 ce qui est absurde.
Ainsi il n’est pas possible de trouver un λi non nul. Donc la famille est libre.

D’après le cours, le cardinal de toute famille de E est majorée par dimpEq, ainsi p ď n.
16. Si p “ n, alors F “ px, fpxq, f2pxq, ..., fn´2pxq, fn´1pxqq est une famille libre de cardinal n “ dimpEq, c’est donc

une base de E. De plus, calculons l’image de chacun de ces vecteurs :
‚ fpxq “ 0 ˆ x ` 1 ˆ fpxq ` 0 ˆ f2pxq ` . . . ` 0 ˆ fn´1pxq

‚ fpfpxqq “ 0 ˆ x ` 0 ˆ fpxq ` 1 ˆ f2pxq ` . . . ` 0 ˆ fn´1pxq

...
‚ fpfn´2pxqq “ fn´1pxq “ 0 ˆ x ` 0 ˆ fpxq ` . . . ` 0 ˆ fn´2pxq ` 1 ˆ fn´1pxq

‚ fpfn´1pxqq “ fnpxq “ 0E “ 0 ˆ x ` 0 ˆ fpxq ` . . . ` 0 ˆ fn´2pxq ` 0 ˆ fn´1pxq

On obtient donc

MatF pfq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0
1 0

0 1
. . . p0q

...
. . .

. . .
... p0q

. . . 0 0
0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

7. Rappelons que si λu “ 0E avec λ P K et u P E, alors λ “ 0 ou u “ 0E . Par contre si A et B sont deux matrices telles que AB “ 0,
on ne peut pas dire/écrire A “ 0 ou B “ 0 sous peine d’avoir de gros ennuis.

8. Court mais pas très rigoureux, le etc. cache une récurrence que l’on a la flemme de faire.
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17. On a que fp “ 0, ainsi fp`1 “ 0, donc Kerpfpq “ Kerpfp`1q. En notant i0 l’indice de Fitting, c’est-à-dire le plus
petit indice i P N tel que Kerpf iq “ Kerpf i`1q. On peut en conclure que i0 ď p. Supposons i0 ă p, donc que
i0 ď p´1. Alors, d’après la question 8 pour tout i ě i0, Kerpf iq “ Kerpf i0 q., on a donc Kerpf i0 q “ Kerpfpq “ E.
Ainsi, x P Kerpf i0 q, donc f i0 pxq “ 0, or f i0 pxq est un vecteur de la famille libre F “ px, fpxq, . . . , fp´1pxqq donc
est non nul. Ceci est absurde, donc i0 ě p. Dès lors, l’indice de Fitting de f est p.

18. Soit k P N. Soit P “
n
ř

i“0
aiX

i P KrXs, posons alors

Q “

n
ÿ

i“0

i!
pi ` kq!aiX

i`k P KrXs

alors DkpQq “ P , ainsi Dk est surjective et ImpDkq “ KrXs.

Soit P “
n
ř

i“0
aiX

i P KerpDkq, alors

P P KerpDkq ðñ DkpP q “ P pkq “

n
ÿ

i“k

ai
i!

pi ´ kq!X
i´k “ 0

Par unicité des coefficients d’un polynôme, P P KerpDkq ssi pour tout i P rr k ; n ss, ai “ 0, ssi P “
k´1
ř

i“0
aiXi P

Kk´1rXs. Ainsi, par équivalence, KerpDkq “ KD´1rXs (si k “ 0, par convention, Kk´1rXs “ t0u)
19. Soit k P N, comme Xk P KkrXszKk´1rXs, on en déduit que Xk P KerpDk`1q mais Xk R KerpDkq, ainsi

KerpDkq ‰ KerpDk`1q.

Remarque 2. Ici, la suite de noyaux continue de grandir strictement sans jamais s’arrêter contrairement à ce que
l’on a démontré en dimension finie. De là, à dire que les noyaux sont d’éternels enfants...
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