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Devoir libre N °1

1 Exercice : Trigonométrie

Résoudre dans R ’équation (E) : 4sin(x) cos(z) = 1.

2  Probléme - Fonction de Lambert

Le but du probléme est de définir la fonction de Lambert et d’étudier certaines de ses propriétés. On considére dans
tout ce probléme, ’application :

JR—R
' {aﬁ — ze”
1. Donner les limites en 400 et —oo de la fonction f.
2. Etudier les variations de la fonction f sur R.
3. Donner les équations des tangentes a la courbe représentative de f aux points d’abscisse 0 et —1.
4. Tracer soigneusement la courbe C représentative de la fonction f, ainsi que ses deux tangentes en 0 et —1.

]—1; +oo[ — | —e”

est une bijection.
z— f(x)

5. Justifier que 'application g : {

Dans la suite du sujet, la bijection réciproque de g est notée W.
6. Justifier que W est dérivable sur | — e~ 1; 4o0].
7. Expliciter W(0) et W’(0).
8. Donner ’équation de la tangente & la courbe de W au point d’abscisse 0.
9. Tracer, sur le méme graphique que CY, la courbe Cy représentant W et sa tangente en 0.

10. Prouver que

Vo €] —e ti4oo[\{0}, W'(x)= x(llj—/ifff)(x))

—o0; —1] — [—e 1 0]

est une bijection.
z— f(x)

11. Démontrer que 'application h : {}
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Corrigé

Exercice :

Soit z un réel.
4sin(x) cos(x) = 1 < 2sin(2z) =1

1
@sin(Qm):i
¢>2x:%[2ﬂ ou ZJIEW*E[QW]
0= Tfr] ou = 2]
e = glrloua =Sl

L’ensemble des solutions de (E) est donc {5 + km,k € Z} U {35 + km, k € Z}.

Probléme :

1. Remarquons que f(x) —+> +oo par produit de limites infinies et par croissances comparées, f(xz) —— 0.
Tz—~+00 T——00

2. La fonction f est dérivable sur R par produit de fonctions dérivables et
VereR f'(z)=1e" +xe” = (z + 1)e”

Comme, pour tout € R, €* > 0, on peut en conclure que f'(=1) =0, f'(x) > 0si z > —1 et f'(x) < 0 si
x < —1. Ainsi, f est strictement croissante sur [—1;4o00[ et f est strictement décroissante sur | — oo; —1]. Ce qui

T —00 -1 +00
f(z) - 0 +
0 +00
f(@) T —
se résume dans le tableau de variations suivant : ¢

3. L’équation de la tangente en 0 est y = f'(0)z + f(0) = z. L’équation de la tangente de f en —1 est y =
f(=D(@+1) + f(=1) = —e .
4. Voir en bas.

5. La fonction g est strictement croissante et continue sur | — 1;4+o00[ et f est continue en —1. Ainsi, d’aprés le
théoréme de la bijection strictement monotone, g réalise une bijection de | — 1; 400 vers 'intervalle

g(] = L;+00]) = | f(=1); lim g(x)| =]—e "5 +o00]

xr——+00

6. La fonction g est dérivable sur l'intervalle | — 1; +o0o[ et pour tout = > —1, ¢’(x) > 0. Ainsi, d’aprés le théoréme
de la dérivabilité de la bijection réciproque, W est dérivable sur | — e™1; +-00[= g(] — 1; +o0).
7. Comme g(0) =0, on en déduit que 0 = W(0). D’apres la formule du cours

, _ 1 _ 1 _ 1 _
W= gy “g 17!

8. L’équation de la tangente a la courbe de W au point d’abscisse 0 est y = W’ (0)z + W (0) = z.

9. Voir en bas.

10. D’aprés le théoréme de la dérivation de la bijection réciproque, pour tout x €] — e~1; +o0o[\{0},

1 1
g(W(x))  (W(x)+1)eW@’

Soit €] — e~*; +00[\{0}. On sait que g(W(z)) = , soit W(z)e"'®) = z. Comme = # 0, on peut en déduire

que W(zx) # 0 et donc que e"V'(*) = 7

soit 1 W'(x) =
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11. De méme qu’a la question 4, 'application h est strictement décroissante sur | — co; —1] et continue sur cet
intervalle. Ainsi, d’aprés le théoréme de la bijection strictement monotone, h réalise donc une bijection de
l'intervalle | — oo; —1] vers Uintervalle

h(] —oo;—1]) = [h(—1); lm h(x) :[7671;0[

T——00

Courbes de f et W avec leurs tangentes

4
— fx) =xe*
—— Wix) (fonction de Lambert W)
=== Tangente a fetWenx=0
------ Tangente 3 fenx= -1
3 A , ® Point (-1, -1/e = -0.368)
e I e x = -1fe = -0.368
e y =-1/e = -0.368
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