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CORRIQE DS 2 : ANALYSER,
MODELISER ET EXPERIMENTER
LE COMPORTEMENT DES
SYSTEMES LINEAIRES CONTINUS
INVARIANTS (SLCI)

: Train électromagnétique « Hyperloop »

HOW MUSK’S SUPERTRAIN COULD WORK Maglev Reduced air Top

) . technology pressure in speed
Rail gun technology 2. Current flows across 3. Magnetic force is levitates the train tunnel cuts 750mph
1. Electric current flows armature and down directed towards end of eradicating rail wind resistance
up positive rail negative rail rails which pushes friction

armature and train forward

1 Présentation

Un train électromagnétique prototype utilise le champ créé par une bobine pour se propulser (on
parle de moteur & induction linéaire). On étudie sa vitesse de translation sur 2 notée v(t), il pese
une masse m. Le champ magnétique génére sur le train une force proportionnelle au courant i qui la
traverse : Fipqq = Bz’(t)?. Une force de frottement train F, = — fav(t)27 s’oppose & son avancement.
Le champ de gravité est noté —g? et le systéme de sustentation génére une force verticale F57 pour
maintenir une distance stable par rapport au sol. Le repére est présenté sur la figure 2.
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FIGURE 1 — Repére

1.1 Attentes du client

On présente ici un extrait du cahier des charges :

Exigence Critére Niveau | Flexibilité

Le systeme doit atteindre sa t5% 30 s Maximum

vitesse de croisiére rapidement.

Le systéme doit se déplacer a vive allure. vitesse en 500 km/h | Minimum

régime permanent

2 DModélisation du train magnétique comme un SLCI

Question 1  Isoler le train, effectuer le bilan de forces, appliquer le principe fondamental de la

dynamique et par une projection adaptée donner I’équation du mouvement permettant d’obtenir v(t).
dv

Principe fondamental de la dynamique projeté sur laxe @ : Bi(t) — fov(t)2 = mE(t)
L’équation est non linéaire ; pour la suite on remplace la force de frottement proportionnelle au carré de la
vitesse par une force proportionnelle & la vitesse : —fv(t)?.

Pour la suite, on utilisera 1’équation :

Bi(t) ~ fo(t) =m0 )

Question 2 On étudie la mise en mouvement, la vitesse initiale est ainsi nulle. Passer ’équation 1

dans le domaine de Laplace et donner la fonction de transfert Hy(p) = %.

&@:m%@+ﬂ@

On applique la transformée de Laplace :

BI(p) = mpV(p) + fV(p)

D’ou
V(p) B

I(p)  f+mp

K

Trp- Identifier K et 7 en fonction des données du

Question 3  On utilisera la forme H(p) =
probleme.

B
K==
f
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3 Validation du cahier des charges

Question 4  On teste la réponse du train & un échelon de courant d’amplitude A. Exprimer cette
entrée en temporel, i(t), puis en Laplace, I(p).

i(t) = Au(t)
Avec :

u(t) = 0 si t<0
@) = 0 s @
u(t) = 1 si t>0

La transformée de Laplace d’un échelon d’amplitude A est :

Question 5 Sans passer dans le domaine temporel exprimer la valeur de la vitesse en régime per-
manent. On donne B = 5T, f = 6000Nms— ' et A = 170kA. On utilise le théoréme de la valeur
finale :

lim f(¢t) = lim p- F(p)

t—4o00 " p—0

Application du théoréme :

A K A
lim v(t)zzl)ig%)p-\/(p):})ii%p-H(p);:1imp- =KA

t—+o0 p—0" 14 7p E N
Application numérique :

B 5
Jim v(t) = KA = A = 20170000 = 141, 67ms =" = 510km/h

Question 6 Calculer I'expression temporelle de la vitesse v(t) pour cette entrée échelon. D’apres
le cours, pour notre systéme du premier ordre, on a :

Et la transformée de Laplace inverse donne :

o(t) = KA (1 - e?)

Question 7 Tracer 'allure de la réponse temporelle.
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FIGURE 2 — Réponse d’un systéme du premier ordre.

Question 8 On donne la masse du véhicule : m = 40000kg. Les critéres du cahier des charges
sont-ils validés? D’aprés le cours, La valeur du temps pour laquelle la sortie s(t) atteint 95 % de la valeur

finale, t59, correspond a 37.

m 40000
ts, =37 =30 =3° " _ 90
5% = 2T =27 = 256000 s

Critére vérifié.
Pour le critére sur la vitesse en régime permanent, c’est également vérifié car 510 km/h est supérieur a 500
km /h.
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DS 2

Question 1

15 =

Exercice 5 - Caméra Speedcam

1
000m 3600 _ & 1 kma/h done

3600s ~1000

Question 2

Exprimer la vitesse maximale 15m.s~! en km/h

15m.s~1 = 54km/h

uc [Paquet] COC[ Use Case |

Reéalisateur

Proposer un diagramme de cas d’utilisation du systéme Speedcam.
3

Systeme SPEEDCAM

Filmer le coureur
en mouvement

Question 3 A partir de la description du systéme et du diagramme de définition de blocs, compléter
les chaines d’énergie et d’informations du systéme de caméra de poursuite Speedcam sur la figure 1

page 1.

position
coureur

énergie
électrique

position
Chaine d’information du chariot
™ ACQUERIR TRAITER COMMUNIQUER image
coureur
Capt. Optique
Coureur en
ACQUERIR Calculateur Nappe de fils i mouvement
Caméra consigne de
commande
Chaine d’énergie
N - SUIVRE LE
ALIMENTER DISTRIBUER CONVERTIR TRANSMETTRE COUREUR ET
Batterie Hacheur Motoréducteur Roue/chariot FILMER

Coureur en
mouvement et filmé

FIGURE 1 — Diagramme des chaines fonctionnelles du systéme Speedcam
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Question 4  Justifier 4 la lecture de la description du systéme qu’il s’agit bien d’un asservissement.
Mettre en place la structure de cet asservissement (tous les éléments nécessaire sont dans la courte
description ci-dessus).

La description comprend une boucle de retour avec capteur. Les grandeurs d’entrée et de sortie sont
identiques (méme unité). ‘Le systéme est donc bien un systéme asservi ‘

Ve(t) uc(t) e(t) . U (t) Qi (t) V(t)
— Convertisseur —— Correcteur Amplificateur Moteur Chariot

ue(t)

Capteur

Question 5 Pour chaque réponse indicielle ci-dessous, caractériser la vérification de la fonction
« déplacer la caméra ». (Le critére de stabilité de la caméra est toujours vérifi¢). Vous ferez apparaitre
les tracés permettant la mesure des critéres sur les réponses indicielles

Correction proportionnelle : Correction intégrale : Correction intégrale modifiée :
ps = 0,45m.s~! = Pas bon ps = 0m.s~! = OK ps = 0m.s™! = OK
trs, = 0,13s = OK trsy, = 2,2s = Pas bon trs, = 0,3s = OK

Question 6 Faire un choix de correcteur & implanter sur le systéme de caméra Speedcam afin de
respecter le cahier des charges de la fonction « Déplacer la caméra ».

Au vu des résultats précédents, il faut choisir la

Question 7 Justifier simplement que ’asservissement de vitesse ne permet pas nécessairement de
vérifier la fonction « suivre 'athléte ».

Tel qu’il est congu, le systéme pourra évoluer a la bonne vitesse mais ne pas cadrer le coureur. Il faut
donc s’assurer constamment de la position de la caméra.

Question 8 Compléter le schéma fonctionnel ci-dessous de 'asservissement de position (on notera
V(t) la vitesse, z.(t) la consigne de position et x(t) la position réelle). I asservissement de vitesse
élaboré a la question 4 est représenté par le bloc Asser. vitesse. Quel est le composant qui permet
de réaliser la mesure de la position linéaire réelle z(t) ?

ze(t) T e (1) e (t) uelt) v [ ()
Convertisseur @—* Correcteur Asserv. vitesse Intégrateur

Capteur optique

C’est le | capteur optique | qui réalise la mesure de la position linéaire réelle.
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Partie 2 - Calculs de limites

. 1+3p L
Soit Y (p) = ———— la transformée de Laplace de y(t) : y(t) = Y(p
1) = s (1) ut) 5 Y (o)
Question 9 En utilisant le théoréme de la valeur finale calculer y(4o00) = . ligl y(t)
—+00
. . . 14+3p 1 1
=1 Lly(t)] =1 Y(p)=1 =-d = -
y(too) = lim pLEy(t)] = lim pY(p) = lim o- =5 = 3 donc | y(+00) = 3
Question 10  En utilisant le théoréme de la valeur initiale calculer y(07) = lim+ y(t)
t—0
. . 1+3p 3 3
+) — — = _ = — ==
y(O ) B Pgr-ir-loop'ﬁ[y(t)] N pgr-l{loop'y(p) N p—EPooQ.p +3 2 donc y(o ) 2
Question 11  En utilisant le théoreme de la valeur initiale calculer y'(01) = 1im+y’ (t)
t—0
= /
y(07) = lim p.Lly(1)]
143p 3 7

Nous avons besoin de L[y (t)] : L[y (t)] = p-L[y(t)] — y(0T)

C2p+3 2 2(2p+3)

. —7.p 7
= lim — = =—-4d =
yO07) = lim o eprg — 1 done|v0)

Partie 3 - Décomposition en éléments simples

1 A Bp+C
(p+3).(0>+p+9) p+3 p>+p+9

Soit la fraction rationnelle suivante

Question 12  Déterminer les valeurs des constantes A, B et C.

On utilise la technique de la racine :
- . . 1 1
On multiplie par (p + 3) puis en prend p = —3 on obtient : A = 9-3519 15
On utilise la technique de la limite :
1
P B P15 Bp*+Cp
(p+3).(P+p+9) p+3 P Hp+9

1 1
0=—+Bdonc B=—-—

On multiplie par p : puis fait tendre p vers +oc on obtient :

15 15
Nous n’avons plus d’astuce en stock, nous avons pour l'instant :
1 1
— ——. C
1 _ 15 Thal
(p+3).(*+p+9) p+3 P +p+9
Il faut prendre une valeur pour p et résoudre I’équation obtenue. Par exemple p = —1 nous donne :
1
1 — ——p+C 9
-1, 15 donc C' = —
(-1-3).(1-1+9) —-1+3 1-149 15
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1 1 2
1 _ 15 157 " 15
(p+3).p*+p+9) p+3 p*+p+9

donc finalement :

Partie 4 - Résolution d’une équation différentielle

d?s(t) ds(t)

2. . t) = he(t
oTE +3 i + s(t) e(t)

Soit I’équation différentielle suivante : s(0%) = 0
s'(0T) = 0
Question 13 En utilisant la transformée de Laplace, résoudre ’équation différentielle.
On pose s(t) = S(p), donc s'(£) = p.S(p) et s"(t) = p2.S(p)
1
p.(2.p2+3p+1)

On décompose en éléments simples (ne pas oublier de factoriser le dénominateur sur R :

1
donc l'équation différentielle devient : 2.p%.S(p) + 3.p.5(p) + S(p) = ~ donc S(p) =
p

S(p) = 1 B 1 _A+ B N C
T (22 +3p+1) 1 ) 1 1
P27 3+ 2p.0+5)0p+1) P oprg PT

pour A : on multiplie par p puis on prend p =0 donc A =1
1 1
pour B : on multiplie par (p + 5) puis on prend p = —3 donc B = —2

pour C' : on multiplie par (p + 1) puis on prend p = —1 donc C' =1

1 -2 1
dODC S( ) = -+ 71 ﬁ
p+ B
a 'aide du formulaire :
1
1 .- -2 - = 1 -
LN he(t) TE L, 9 2 he(t) B he(t)

t
finalement : |s(t) = {1 —2.e 2 +e7 '3 he(t)

Partie 5 - Transformée inverse de Laplace

1 1 n 1
e g

Soit G(p) = 6 3 6
p

L
— —=2 9 ]a transformée de Laplace de ¢(¢t) : g(t) = G
52 516 D g(t) = g(t) ()

Question 14  En utilisant le tableau des transformées usuelles de fonctions déterminer g(t).
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1
o6 £t 1
D = =— —he(t
éja ) 5 e(t)
Lol
3776

——2 il faut utiliser :
2p2+p+6

Pour

L p+a

[ w
et e %t cos (w.t) .he(t) = ———.
( ) ( ) ( )2 2

€7a't. sin (wt) he(t) — m

Mettons le dénominateur sous la bonne forme, c’est & dire : (p + a)? + w?

) , 1 1\ 1 1\* 47
2p°+p+6=2. p+§.p—|—3 =2 p+1 _T6+3 =2. p—i—Z +E

Lol 1o 1ot 1
Done 376 376 6P 1 T3
2p*+p+6 1\? 47 1 2+47 6 N 2+47
PT71) T 16 PT%) T e PTy) T
1 1 11
_1 p P*5 1 Pra . Tats
6 +12+47 12+47 6 +12 A7 +12+g
Py 16 \4 16 4 16 P71 1
( 1 1 1 4 /47
1 Pra 1 ! Pty 1 VAT 4
O A A R A S A I (O D S A (R AR
| 1) "1 \PT1) 71 1) 716 PTY) T 16
( 1 Va7
1 Pry 1 1
= +
6 L1 247 AT 1 S
\ 1) " 16 PT%) T 16
t
1 —= VAT 1 VAT
donc g(t):g. 1—e 4.<cos (4.t>+m.sin (4.t>> he(t)

Question 15  Mettre g(t) sous la forme g(t) = ~.{1 — c.e”* . sin (w.t + )} .he(t), préciser les
expressions de a, w, v, a et .

sin (w.t 4+ 8) = sin(w.t). cos f + cos(w.t).sin 5
donc s(t) =~. {1 — e *". (. sin(w.t). cos B + cv. cos(w.t). sin 3) } .he(t)

or

t
1 - VAT 1 VAT
g(t) = 5 1—e 4. (cos <4.t> + \/477.8111 <4.t>) .he(t)
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1
a 1
w = VAT
par identification : ]
. COS /B = ﬁ
a.sinf = 1

donc tan 8 = /47 on peut prendre 8~ 81,7 et a =~ 1,01
1 V4T

finalement : a=_l|w=—1"1

B8~ 81,7°

et’awl,OI
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