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Systémes du deuxiéme ordre

Modeéle du deuxieme ordre

1. Définition d’un systéme du deuxiéme ordre

1.1. Définition
Ces systémes sont caractérisés par une équation différentielle du 2™ ordre de la forme :

1 d’s,, +£ ds

w,” dt*  w, dt

* Fonction de transfert :
La fonction de transfert correspondante avec la condition de Heaviside s’écrit :

S K
EE’;;:H(p):1+2E + 2
W, P W, r
Avec : K gain statique
3 facteur d’amortissement
(V) pulsation propre

1.2. Exemples de systémes du deuxiéme ordre

R L K Mo f
Vet c Ve(t
0 1 @ _l_I T 0 TV L
Vi(p) _ 1 Y(P) 1
V,(s) 1+RCp+LCp° Z(p) 4, M.
kPTRP

2. Réponse temporelle d’un systéme du deuxiéme ordre

2.1.La réponse indicielle :

P E,K i E,K0,>
Avec e(t)=E.u(t), on a E(p)=;° dousp)= g, 2 1 . p@,*+2A0,pt p?)
wO w02

Nous cherchons s(t), il faut décomposer S(p) en élément simples et donc déterminer les pdles de S(p).

Résolution de : 2+ 2{w p+ p*= 0 A :4(‘)02(9{2'1)

Les solutions dépendent du signe du discriminant A de I'équation. Il faut envisager 3 cas :

0<&<1 = A<0 2 racines complexes Do = S0t iw\1-¢2
&E=1 2 A=0 1 racines double Pip= "W,
£>1 = A>0 2 racines réelles Po=dw twJi3-1
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2.1.1. Cas n°1: 0< { <1 Régime pseudopériodique

Pour déterminer les transformées de Laplace inverses il faut effectuer cette décomposition en
éléments simples malgré la nature complexe des pbles (cf Annexe Laplace). On écrit donc S(p) sous la
forme :

S(p) = E, K0 ,? _ AJr B.(ptiw,) . C

pl(p+ o+ 0 2(1-83) p (prio P+o,X(1-83) (ptio)P+w(1-{?)
En multipliant par p, eten prenant p =0, on obtient facilement A =EoK
En multipliant par (p+& wo )>+ (1-&) w?®, enprenant p= p.
et en isolant partie réelle et partie imaginaire, on obtient B=-Eo.K et C=- Eo.K.0€
S(p)= E,K E,K(ptiw,) ) E,K{w,

P (Pt Pt e2(1-{7) (ptiw )P+ o,2(1-¢?)

d’ou :

s() = E K%-ﬂ(\/l-g”cos(\/l—q”w t)+fsin(,/1—52w t))
e i-e ’ '
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Propriétés remarquables :
¢« Le comportement du systéme est oscillant et amorti oscillant autour de la consigne si K=1. La
W, = J1-§2%
pseudo-periode des oscillations est caractérisée par la pseudo pulsation 7 ¢ 0
¢ Latangente a l'origine est horizontale.

e Le dépassement D; permet d’identifier le coefficient d’amortissement § tandis que le temps de
dépassement t; permet d’'identifier la pulsation non amortie® .

ko
Temps du k®™ dépassement L = >
Woa1-¢
, ookt
Amplitude du k°™ dépassement N
D, = K.e,.exp
; - 2
Pseudo pulsation W, = 0o [1-¢
_2m 2n
Pseudo période T= w_ - >
)4 w 0 1- E
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2.1.2. Cas n°2: { > 1 Régime apériodique
Le dénominateur 0,2+ 2{w ,p+ p? se factorise en ( p- p: ).(p-p2 )

avec: p = -{w tWJ{*P-1etp, =-{w -w,¢>-1

D-P, =W, et 0< p, < p
S(p)- E,Kw,? _ Eo-K+ E, K. w,? . E, K. w,?

pP(p-p)p-p) P (pP-p) P2-0,2 (p-p) P02

D’ou une réponse :

O w,? w,? 0
s()= E, K[+ 0 e’ + 0 e lavec 0< <
0 0 P12_(’-)o2 pzz_woz 0 p2 pl
Remarque : Ce systéme du second ordre peut étre considéré comme la mise en cascade, ou le
produit, de deux systémes du premier ordre de constantes de temps
1 _ 1 1 1
r,=-—= et 1,=-—=

D fwy-wyEr-1 Dy S0t Wi

Cas particulierou & >> 1, c’est a dire p.<<p; et 1.>>1

W,> W,
On a alors =¢ ,dou p2=-2&w et pi = =T,
P 2%
d’ou pour t suffisamment ‘grand’ :
w,2 1 W,2 1
0 Pt~ epzl << 0 epll ~ ellll ~ - eﬁul
Py 0,7 42-1 P 0y’ ! 1

42

La réponse indicielle est donc s(1) = E,.KH~-e™f |pour t suffisamment ‘grand’.

Conclusion : La réponse indicielle d’'un systéme du second ordre a coefficient d’'amortissement trés grand,
c’est a dire d’'un systéme du second ordre produit de 2 systémes du premier ordre de constantes de
temps trés différentes, est approximativement la méme que celle du systéme du premier ordre ayant
la constante de temps la plus grande. La seule différence significative se situe a I'origine des temps.
Pour le systéme du deuxiéme ordre, la tangente est horizontale.

2.1.3. Cas n°3: { = 1 Régime apériodique critique
Le dénominateur 0,2+ 2{w p+t p®se factorise en (W, p)>
EK0,>  E.K EK. E.Ku,
p(ptw,)*  p  (ptw,) (pto,)

D’ou une réponse | s = E,KH -1+ w)e ™ H

Onadonc S(p) =

Régime apériodique critique ¢ = 1 et apériodique { > 1
s(t)
1

Régime
pseudo périodique
£=0.4

“—_Régime

apériodique
Régime E=2

06 apériodique

critique £=1
04|
02 K=1

7 wo=2rad/s
eo=1
0.0 ;
0 2 4 6 8 10 12 14

temps
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2.2.Influence des paramétres caractéristiques et

t) s{t)

6
,m0=2rad/s 0=1rad/s ,00=0.5rad/s
14 - /
14 ~ & - —
12 / Ay ~
10 A — T-5%
08
£ croissant
06-
04
K=I1
02 wo=2rad/s
eo=1 A
00 i ) 5 i 5 6 8 e S R S N
temps temps

De la méme maniére que dans le cas d’'un systéme du premier ordre, pour quantifier la rapidité de la
réponse indicielle d’'un systéme du second ordre, on défini le temps de réponse tse.

Dans le cas de réponse apériodique > 1, ce temps de réponse s’obtient en résolvant :
s(ts,) = 0.95KE,
Dans le cas de réponse oscillatoires ¢ < 1, il convient de déterminer le temps au bout duquel la valeur de la

réponse entre dans lintervalle [0.95s(+ ©),1.05s5(+® )] et n’en sort plus.

On peut montrer que le systéme le plus rapide, au sens du temps réponse a 5%, est le systeme

pour lequell ¢ =0,7= Np (le premier dépassement vaut 1,05.K.eo) et| % * —

Temps de montée et temps de réponse a 5%
100

10 {

S i
I 7
L /

T
L1
——
tm. @g
1
0.1 1 10

Amortissement €

Le temps de réponse minimum (réponse indicielle) est atteint pouré = 0,7 . Au dela deé = 1, la courbe est

réguliére car il n’y a plus de dépassement. Les bosses de la partie gauche de la courbe sont dues aux sauts
d’'un extremum a un autre du temps de réponse. Le temps de montée correspond au temps de la premiere

intersection de la réponse avec I'asymptote. Cette valeur devient infinie pour ¢ 2 1puisquiil n’y a plus de
dépassement.
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2.3.Réponse des systémes a d’Autres signaux tests

1

10

e(t), s(t) ()
0.8 r
0.6 . HK=1
04
0.2 r

0

K=0.5

-02 -
04 |

-0.6

-0.8 L L L L ) ==k
0 2 4 6 8 Temps 0 0 2 4 6 8 Temps 10

Réponse impulssionnelle (unitaire) Réponse a une rampe (unitaire)

3. Réponse Fréquentielle ou Harmonique

En remplagant p par jw dans la fonction de transfert généralisée H(p), on obtient :

N 1+2 jE v s
W, 0 Wo[

Les paramétres a identifier sont le gain statique K, le coefficient d’amortissement & et la pulsation propre .

0]
. K ) G
[H (jo)| = p - . ‘o, 0o O
Dl 0?0 020l e Arg(H(jw))= - arctan R— (sil-p—+ > 0)
0t= O | 0Wo 0
W ,> 0 1-p—+
[ o0 0O0Wo [ Hwo §
+ lorsquew - 0
Alors |H(jw )| = K d’'ou une asymptote horizontale
Et Arg(H(jw))= Arg(K)= 0°
+ lorsque ® - t®
) K
|H(]w )| e . ~ 2_
Alors W* et 20log |H(]w )| = 20logK + 20logw ,*>- 40logw
w,?
d’ou une asymptote de pente -40dB par décade
, 2 o
Arg(H(jw)); - arctan————-180; 0- 180
Et ) SKD dou Arg(H(jw))= -180°
00, [
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3.1.Cas n°1: Régime pseudo périodique 0<&<1)

K,=20log K

G (dB)

4

h

dB

-40 dB / décade
-12 dB / octave

ki

-90°

-180°

Représentations pour K > 1
Tracé asymptotique =

Tracés réels=——=

= La pulsation w» correspond a la pulsation ou se
coupent les asymptotes horizontale et oblique de
pente - 40 dB / décade.

oy = K
| H(jw,) |= %

Arg(H(ju,))= -90°

= La pulsation de résonance wR estliée a & etala
pulsation w0 par la relation :

W, =, ] 1-2 &7

Celle-ci n'est définie que pour (< § <

m‘@l

. _ K
| H(jw,) ‘_725\/@

Pour \/5/25 ¢ <1, la courbe de gain est toujours
au-dessous des asymptotes

3.2.Cas n°2: Systéme du 2" ordre non oscillant amorti (& >1)

G (dB)

' N
|Kz=20log, K|

-20 dB / décade
Kg=20log, K

- 12 dB / octave

»-S

0° 1, 0 4

—
™ 1/1\
{-40 dB/décade

W N
<

-180° (- - -

\

v
€

v
e

Si & > 1, le systeme peut étre considéré comme le
produit de deux 1° ordres de constantes de temps
TietTa:

= La pulsation wy, pulsation pour laquelle la phase
vaut - 90°, est au milieu des pulsations o = 1/14 et
o =1/12 en échelle logarithmique.

logo w4 * 10g4g 00,
2

logo 0o =

. 2 1
puisque : Wo = = 040w,
T112

On préférera pour ces systémes une identification a
partir d’'une réponse indicielle.
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