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LORITZ

PRODUIT VECTORIEL

Le produit vectoriel du vecteur & par le vecteur vV que 'on notera & AV est le vecteur w défini par :

e La direction de W est perpendiculaire au plan formé par les vecteur 7 et V.

e son sens est tel que la base (_u’,_v’,V/’) soit directe.

— 1 > A
o [IWIl = [V sin (2.7) |

Le produit vectoriel donne un vecteur nul si un des deux vecteurs est nul ou si les deux vecteurs sont
colinéaires.

Exemple

X1 X2
. L, — —
Dans un repére orthonormé R = (0,7,7,7) on donne deux vecteurs : V; = | y; Vo =1 ys
Z R V4 R

AVGCX] =2, 4 =3,21=0, X2=4,y2=—1 etz =0.
. . . = =
Question 1 : Donner I'expression du produit vectoriel V; A V5.

. : e .
Solution: Le produit vectoriel V; A V, s'exprime par :

Vi AV, :(M7+M7+m7qu7+ﬂ7+n7)
= X 7 A (yz.__y) + 22.7)) + 7 __y) A (XQ._X> + 2z _Z)) +2z1.Z A (X2 X + Yy 7)
= (N.z2—y2.z1) X+ (z1.X0 = 22.x1) Y + (X1.y2 — x2.01) . Z

Question 2 : En déduire les valeurs numériques de ses composantes.

Solution:

2x0+1x0) X +(0x4-0x2) .y +(2x(-1)-4x3)Z
y
-14.z

- -
ViAV,

Solution:
Distributivité : T A (V+W) =T AV + 0T AW
ﬁ

Multiplication par un scalaire : A(W A V) =AU AV =14 AXV

Antisymétrie: U AV = -V AU
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LORITZ

Exemple

H
. . . A N
Soit deux bases orthonormées directes B; = (71’)71’71’) Y2
et B, = (72’72’72’) telles que z; = Zz;. On définit 'angle
H
orienté a = (71’?2) X2
Question 3 : Déterminer I'expression des produits vecto- a
rielssuivants : xiAXs X1Ays> ZaAXT  yiAX.
- - —
Zy 3 X1

Solution:

X1 Ax; = sin(a).z7

. T\ _
XAy, = Sln(a+§).z1:COS(cr).z1
- — —
ZZ2NX1 = )N

Nz _ _
ViAXy = —S|n(§—a).z1:—cos(a).z1

PRODUIT MIXTE

On appelle produit mixte de trois vecteurs V; V; et V; (pris dans cet ordre) le nombre réel noté
(V;VZ)V;) tel que :

— = — - (> >
(Via i) =W (% A1)
On pourra vérifier que ce produit mixte reste inchangé par permutation circulaire des termes.

- (> > - (> > - [ >
Vi-(GAV) = (ViaVi) =i (Vin )

Pour qu’un produit mixte soit nul, il suffit que deux vecteurs soient colinéaires.
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LORITZ

DERIVATION VECTORIELLE

1 DEFINITION

Soit la base orthonormée directe B = (71,71,?1) et un vecteur U (¢) = X (t) %1 + Y(t) Y1+ Z(t)Z1.

& Définition
On peut définir la dérivée du vecteur U dans la base B par :

—_
du

| = X(OX1+Y() Y1+ Z() 2

B

Dans la dérivation vectorielle, la base de dérivation B a comme rble d’étre une référence pour la déri-
vation, c’est-a-dire que les vecteurs constituant la base sont considérés comme constants.

Dans le cas de la définition ci-dessus, on a alors :

ERER R

dt dt dt

Ainsi
du dx dy d2
o XOR + V(O Y1+ 2021+ X0 | 2 vy |2 + 20|22
dt | dt |, dt |, dt |,

=X X1+ Y(t) Y1+ Z(8)Z;

® Remarque

Le choix d’'une base orthonormée directe sera systématique car il permet de simplifier les calculs
de dérivation vectorielle.

2 DERIVATION DANS LE CAS D’'UNE BASE MOBILE

On considére maintenant une base B; = (71,71,_2’1) mobile par rapport & une base B, = (70,70,_2’0)
fixe. On considére que ces deux bases sont orthonormées directes.

Soit un vecteurU défini dans la base B :

T(t) = X(O 1+ Y ()T + Z(6) 24

Formule de Bour

q
dU

dt

q
dU
dt

— —
+ Q(B1/Bo) AU
By

0

On définit?ﬁ(& /Bo) comme le vecteur taux de rotation de la base B; par rapport a By.
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LORITZ

«x Démonstration

D’apres plus haut :
%
du : . . dx dy
2| XX+ V(Y1 + Z(6)Z1 + X(2) [i LY (b) [i +Z(b) [
dt 5o dt |pg, dt |pg,
H
du d71 d71 d71
= |—=| +X()|—=—| +Y(@)|—=—| +Z(t)|—
dt 5 ()[dtLO ()[dt Bo (®) dt |g,
La base B; est normée alors :
d—)
=1 =7 | S -
dt |g,
<:)7M_ @]
dt |g
X1 — —
R — +
dt ]BO cYy1 ez
d—)
De méme : L :f_x>1+a_z>1 i =bX1+d71
dt |g, dt |g,
La base B est aussi orthogonale d’ou
- > X1 - d71 -2
. -0 b B =2 . =0
X1+ Y == P ]B yi+t Jt L X1
0
—c+f=0
Deméme:e+b=0 a+d=0
dx dy
D’ou [%] = C__y>1 - b?1 [L = 371 - C71 i] = b_X)1 - 371
t |g, dt |pg, dt |g,
On pose un vecteurﬁ)(&/Bo) =ax,+by,+cZ;. Alors:
]
% = (271 + b__y>1 + 071) /\7)1 23(31/30) /\71
L 1By
]
% = (371 +byq1+ 071) INSZ =?2)(B1/Bo) INZ
L 1B,
—d71 — — — - = -
7 2(2X1+b_y1+021)/\21ZQ(B1/BQ)/\Z1
L 1By
En remplagant dans I'expression du début :
du du
- —
—_— =|— + Q(B1/Bg) AU
I at | (B1/Bo)
0 1

dZ,

dt

Bo
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LORITZ
3 INVERSION DES BASES DE DERIVATION

En inversant les bases de dérivation By et By on obtient :

du du
— —
- = | == +Q(B/By) A
o T (B1/Bo) AU
Bo B
du dUu| = —
—_— =|— + Q(By/B1) AN U
o o7 . (Bo/B1)
0

1
En injectant la deuxiéme relation dans la premiere :

_)
du

dt

ﬁ
dU
dt

— - = —
+ Q(Bo/B1) AU + Q(By/By) AU
Bo

Bo
- =
0

— (3(50/31) +3(B1/Bo)) AU =

—G(Bo/B1)+ GB(B:1/Bo) = O

On a alors :

3(50/31) = —3(51/30)

4 VECTEUR TAUX DE ROTATION DANS LE CAS DE ROTATION

Le vecteura(& /Bo) est appelé le vecteur instantané de rotation ( ou taux de rotation) de la base
B; par rapport a la base By.

a=(Fo7)=(Foi)  a=(ZeT)=(FeF)  a=(7eF1)=(707)
?0 ?0
71 A ?1 A
?1 71
Q Q
Q Q
Yo 70 X o
— . —
Q(B1/Bo) = 420 Q(B1/Bo) = 470 Q(B1/By) = 4 %o

Les figures ci-dessus sont appelées des figures planes de changement de base.
Composition de plusieurs rotations :

B (By/Bo) = B (Ba/By) + B (B1/Bo)
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LORITZ

«x Démonstration

On va détailler pour la 1ére figure de changement de base. Pour les autres, la démarche est similaire.
Dans le cas de la premiere figure de changement de base :

X1 =cosaxo+sinayo
Y =-sinaxo+cosayo

En dérivant les vecteurs dans la base By :

adx .
b} = —asinaxXo+acosayo=dy;
dt |,

0
Y1 . — L —
21 = -GCOSaxXo—asinayo=—-ax;
dt |,

Aussi, d’apres la formule de Bour :

dx dxX
%] =[S +B(B1/Bo) ARy = B(B:/Bo) A R
d—i gl
— =g
%] = [L + Q(B1/Bo) Ay1=Q(B1/Bo) N Y1
t g dt B,
Par identification, on a alors :
q
ay1 =Q(B1/Bo) A X1
—)
—O"71 = Q(B1/BO) A71

En posant Q(B:/B) = aX1 + by 1 +cZ1,ontrouve a= b =0etc = d.

5 DERIVEE TEMPORELLE D’UN VECTEUR UNITAIRE EN ROTATION AUTOUR D’UN AXE UNIQUE

Soient les repéres Ro = (O, Xo, yo, 20) €t Ry = (O, X1, y1, Z1).

R; se déduit de R, par rotation d’'un angle 6 autour de I'axe (O, zp).

On cherche a calculer la dérivée du vecteur unitaire x; par rapport au — I
temps sachant que I'angle 6 n’est pas fixe. 4

Lexpression de x; dans la base B, est donnée par : x; =

dx7|  d(cos(8).Xg+Sin(8). yo)

cos(0). xo +sin(8). yo Ainsi : X1
(6). 5 +5in(6). 75 T, - .
En décomposant cette dérivée, on obtient : = 0 -
Z1 29 X0
dxy . _ dXxo . - dyo
&ar o —6.sin(8). xo +cos(8). gxor 0.cos(8). yo +sin(6). X
dt |g, dt |g, dt |g,
Comme les vecteurs xp et yg sont fixes dans Rp, on a:
d xo -~ dyo ~
ﬁ =0 ﬁ =0
dt g, dt |p,
o odxy - . _ N
Ainsi : prali 8. (—sin(6). xo +cos(H). yo) = 6. y

—_—

dX]

o dyr .
=9.y1 —_— =—9.X1

Ro

dt
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LORITZ

CINEMATIQUE DU POINT

1 DEFINITIONS

Soit un point M en mouvement dans un repére R = (0,7,7,?).

& Définition

Le vecteur vitesse d’un point M par rapport a R est la dérivée par rapport au temps du vecteur
—_—
position OM. Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire du point.

—
dOM

V(M/R) = =

Le vecteur accélération d’'un point M par rapport au repére R est la dérivée seconde par rapport au

temps du vecteur position. On en déduit que I'accélération de M est la dérivée dans R de la vitesse
de M.

d20M
dt?

dV(M/R)

Z(M/R) = =

R

~

\

A Attention

La dérivation des vecteurs se fait dans le repere R mais les composantes de ces vecteurs peuvent étre

exprimées dans tout autre repére. |l faut alors bien différencier repére de dérivation (ici R) et repéres
d’expression.

Solution: Exemple “V(M/R) = —ad %1 - b (& +B)X2
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LORITZ

Exemple

Soit un systéeme constitué des 3 solides définis de la maniére suivante :

So, un bati, auquel on associe le repere Ro (O, X0,y 0, Z 0)-

S1, un bras, auquel on associe le repére Ry (A, X1,y 1,2 1).

S,, un second bras, auquel on associe le repere R, (B, X 2, ¥ 2,2 2).

R, est en rotation autour de R, autour de I'axe (O, xg) = (O, x7). On pose OA = L. y7 avec L
une constante et a = (g, y7). a étant variable.

R, est en rotation autour de R; autour de 'axe (A, z7) = (A, z2). On pose AB = 6.5 +K. ¥z avec
& variable et K une constante. 8 = (x7, x3), B étant variable.

Question 4 : Réaliser les figures de changement de base planes.

Solution:
—_ Z J—
Z 0 Y2 N

N X2

—_— — —_— T — —

X1 X0 Yo Zy Z X1

Question 5: Donner I'expression des produits scalaires suivants : yi-yo; ¥1-20; X1 Y0, Z1° Y0,
Z{ X2, X1 Y2, X0 X25 Yo" Y25 20 Y2 20" 22, X2 Yo.
Solution: Info : il peut étre indispensable de projeter les vecteurs (dans ce cas la) avant de faire le
produit scalaire ou vectoriel, quand les vecteurs ne sont pas dans les mémes figures de changement
de base.
Par exemple : yo- y2 = yo.(—sin B. x; + cos B. y7) = cos a. cos j3
Y1-Yo=COSa Yi-Zo=Sina xi-yo=0 z1 Yo = -Sina
z1-x3=0 X1-y2=-sSinf Xo-X; =c0spf Yo' ¥2 = COS a.cos
Zo-y2 =Sina.cosf Zzp-z; =COSa X3 Yo =COSa.sinf
Question 6 : Donner I'expression des produits vectoriels suivants : y7 A yo; ¥TAZo; X1 A Yo; Z1 A Yo ;
ZIAXZ; XT AN Y23 XoAX2; Yo A Y25 ZoA Y25 Z0 A 225 X2 A Yo.

Y1 ANYyo=-SIna. xp Y1Nzp=COSa.xp X1 AYo=2p Z1 N Yo = —COS . Xo
ZiINX2= Y2 XTAy2=C08B.zi XoAXz=sinp.zy

YoAyz =sina.cosB. xo +sinB. zg
ZoAy, =—C0SacosfB.xo—SiNB.yo ZoAzp=Sina.xg
X2 A Yo = —sina.sinB. xg +cos B. zg
Question 7 : Réaliser un schéma 3D montrant la position relative des 3 solides. Les angles seront
pris positifs, a 30° et les distances positives.

Solution:

i
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LORITZ

Exemple

(6 - K.B).x2+6.B. y2+a.(L + 6.sinB — K.cos B). z1

Question 11 : Déterminer le vecteur accélération I'g .

Solution:
e dVepo|  d(6-K.B).X;+8.8. ¥ +a.(L +&.sinp - K.cos B). zj
BIO = T4r - dt ,

= (6-KB).x2+(6.8+6.8).y2+

= —a’(L+8.sinB—K.cosB).x7+|a.(L+6.sinB —K.cosp) +2.¢.5.sinp

+ (6-KB-60Y).x2+(2.8+8L-KB. ¥

Question 8 : Exprimer le vecteur position OB.
Solution:
OB=0A+AB=L.y +6.53+K.y;
Question 9 : Déterminer les expressions des vecteurs suivants de la maniere la plus simple pos-
dyo . dy1 i dZo i dZ1 . dZQ . dy2 i dXo
dt |0 dt |, dt |’ de |’ dt |, dt |, dt |,
Yo = 1 n = 20 . Z] =
2| =0 —=| =qa. —| =a. —| =0
dt |, dt |- Tar |, 0 Tar |
d_) N — —_— —_— —_— d_> S — —_— —_— S — —_—
% = (,B.Zz +é{.X1) A Zy=—d&.y ﬂ = (ﬂ.ZQ +d’.X1) ANYyr= —ﬂ.X2—d.COSﬂ.Z1
dxo — —
d_o =—(B.z2+a.X7) A X7 =—B. ¥
t 2
Question 10 : Déterminer le vecteur vitesse Vj/o.
Solution:
— _ dOB| dL.y7+8.%+K.y3
T Tar | dt o

L.a.z1+6.x3+68. (B. y2 +a&.sinB.z7) + K. (—B. x; —a. cos B. z7)

&.(L+6.sinB—K.cospB) +a.(6.sinB +6.5.cos B+ K.Bsinf
+(6 = K.B).(B.y2+a.sinB.z7) + 8.B.(-B. x3 —a.cos B. z7) + &.(L + &.sin B — K.cos B).(—a. xi

.z7

~ —
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LORITZ

Exemple

Pour la conception d’exosquelettes de rééducation, il est
nécessaire de comprendre la dynamique de la marche hu-
maine, notamment celle asymptomatique (d’'un humain en
bonne santé). On propose dans cet exemple d’étudier la ci- Vo
nématique de la jambe d’appui lors de la phase dite « pen-
dulaire »(une seule jambe en appui sur le sol). On suppose
le pied en liaison encastrement avec le sol 0. la cheville, le
genou et la hanche sont modélisés par des liaisons pivot res-

pectivement d’axes (C,?o), (G,?o) et (H,?o).

On associe un repére Ry = (C, X0, Yo, Zo) au sol 0, un
repére Ry = (C, X1, Y1, Z1) au tibia 1 et un repére R, =
(G, X2, Y2, Z>2) alacuisse 2.

La flexion/extension de la cheville par rapport au tibia est
définie par l'angle a = (7’0,71) = (7071) et la flexion/ex-
tension du genou par un angle g = (71,72) = (7172)

On pose CG = 4y et GH = by, avec a et b des

constantes.
ﬂ
Question 12 : Déterminer le vecteur vitesse V (H/Ro).

Solution: Méthode : Figures de changement de base, puis
dérivation du vecteur position (relation de Chasles puis
formule de Bour).

V(H/Ry) = —ac 1 - b (& + f) %2
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LORITZ

Exemple

On considere un mécanisme modélisé par le schéma cinématique suivant :

Vo
f

| 1

A2 NEZ X
90 TN B/' EE

\/

Un chariot 1 est en liaison glissiére de direction Xy avec le bati 0. Un pendule 2 est en liaison
pivot d’axe (B,_z’o) avec 1.

Le repere Ry = (0,70,70,70) est attaché au bati 0. Un repére R; = (A,_x’1,71,_z’1) est as-
socié au chariot 1. Un repére R, = (3,7’2,72,7’2) est associé au pendule 2. On définit I'angle
6= (71,72) = (71,72)-

On pose OA = x(t)Xo, AB = —ay1 et BM = [y, avec a et I des constantes.

Question 13 : Calculer le vecteur vitesse \_/)(M /Ro).

Solution: V (M/Ro) = XXo + 16 X2
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LORITZ
2 COMPOSITION DES VECTEURS VITESSE

Soit un point M en mouvement dans un repére R; = (01,71,71,7’1), lui-méme en mouvement par

rapport & un repére Ry = (00,70,70,70) fixe.

La position du point M par rapport a Og est: | OoM = OgO1 + O1M |.

Le calcul du vecteur vitesse 7( M /Ry) se fait par dérivation :

d0Oy0 doM
V(M/Ry) = | = o
Ro Ro
dOoM
=7(O1/Ro) + d1
t
Ro

Pour le troisieme terme d’aprés la formule de Bour :

dOIM dO/M
— _— — _—
d—; - d1t +'Q(B1/Bo) AOM = V(M/Ry) + Q(B1/Bo) A OIM
Ro R

D'olt : V(M/Ro) = V(M/Ry) + V(01 /Ro) + ©(Bi1/Bo) A O1M

On a alors la relation : T/)(M/Ro) :7(M/R1) +7(M € R1/Rp) | avec :

° V(M /Ro) la vitesse absolue de M dans le repére Ry fixe;
_)
e V(M/Ry) la vitesse relative de M dans le repére R; mobile;
—- —_—
. V(M € R1/Rop) :7(01 /Ro) + Q(B1/Boy) A O1M la vitesse d’entrainement de M de R; par rapport
aRo.

® Remarque

La vitesse d’entrainement du point M de R; par rapport & Ry correspond a la part de la vitesse
du point M due au mouvement de R par rapport a Ro.

3 COMPOSITION DES VECTEURS ACCELERATION
Pour le calcul de I'accélération, on dérive la composition des vecteurs vitesses :

dQ(B1/Bo) dOM dV (M/Ry)
_— =
Z(M/Ro) =2 (01/Ro) + | — =YL= AO/M+Q(B1/Bo) A | ——| +|——L"1
dt dt dt
Ro Ro Ro
D’aprés la formule de Bour :
dom dom
1 1 —> _—
= Q(B,/B M
ot I + Q(B1/Bo) A Oy
Ro Rl
dV (M/R:) daVM/R)] = - . - -
—Qar == | * Q(B1/Bo) AV (M/Ry) = a(M/Rq) + Q(B1/Bo) A V(M/Ry)
Ro R
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LORITZ
D’ou

Z(M/Ro) =3 (M/Ry) + 2 (O1/Ro) + —dg“jl/Bo)

NOIM +B(B1/Bo) A (B(B1/Bo) A OM) + 28.(81/Bo) AV (M/Ry)

Ro

On peut définir :
e 2(M/Ry) l'accélération absolue de M dans Ry
e 2(M/R;) l'accélération relative de M dans R; ;
H
dQ(B1/Byp)
dt

_—
O1

SN BN _— > — , L.
e (M eRi/Ry) = 2(01/Ro) + AO1M+Q(B1/BO)/\(Q(B1/BO) A M) Paccélération

Ro
d’entrainement;
— - s -
e 2Q(B1/By) A V(M/Ry) 'accélération de Coriolis.

Cinématique 2 - Cinématique du point et du solide Page 14



LORITZ

CINEMATIQUE DU SOLIDE

1 EQUIPROJECTIVITE DES VITESSES D’UN SOLIDE INDEFORMABLE

Soit le mouvement d’un solide S auquel on associe le repére

—)—)—))

V(AeS/R)§
R1, par rapport a un repére R = (O, X, y,Z).

Soit A et B deux points appartenant physiquementa S. Si S
est un solide indéformable alors :
2 =
AB? = constante = k (O_B> - Ei) =k VSIS
Par dérivation par rapport au temps dans le repéere R :

— —>):0

(V(B € S/Ry) - V(A€ S/Ro)) : (OA _ 0B

—

— — =
&= V(A€ S/Ry)-AB =V (BeS/Ry) - AB

Cette propriété, spécifique aux solides indéformables, est appelée équiprojectivité des vecteurs vi-
tesse.

2 TORSEUR CINEMATIQUE

Cette propriété d’équiprojectivité des vecteurs permet de décrire le champ des vecteurs vitesse des
points d’un solide S par rapport a un repere R a I'aide d’'un outil mathématique : le torseur cinématique.

& Définition

Le torseur cinématique {V (S/R)} au point A est définie par :

[ Bs/r)
{V(S/R)} = {T/’(A c S/R)}A

Avec Q(S/R) le vecteur taux de rotation du solide S par rapport a R qui est la résultante du

torseur et V(A € S/R) le vecteur vitesse du point A appartenant a S par rapport & R, qui est le
moment du torseur.

En projetant ce torseur dans le repére R, on obtient :

= > — — wyx Vi
{V(S/R>}={VQ;S/§),; “’_vai“’y\fi“’z\f_)} o, v,
VG G = VX = Vgl V2 Z )y a1 (AR7.2)

2.1 PROPRIETES DU TORSEUR CINEMATIQUE
On associe au solide S le repére R; pour décrire son mouvement par rapport au repére R fixe. En
7 = _> e
dérivant le vecteur AB par rapport au temps dans le repéere R :

dAB dAB
— —
= o
- Z=| +G(s/R) A 4B
R1
dOB OA
— —
_ |22 =V(BeS/R) -V(AeS/R
ot | ~|ar| “VEesm-Viaesm
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LORITZ

En comparant ces deux équations, on obtient la formule de Varignon :

V(BeS/R)=V(AcS/R)+BAAB(S/R)

Cette formule permet de transporter le torseur d’un point A a un point B :

{V<S/R>}={ Q(S/R) } {W(S/R)}:{_)Q(S/R) }
B A

V(B e S/R) V(AeS/R)

Il existe deux formes particuliéres de torseurs cinématiques :

_)
e le torseur glisseur : | {V (S/R)} = {Q(%/R)} . Ce dernier a la méme valeur en tout point;

e |e torseur couple : | {V (S/R)} = {V(A SS/R)}A :

\.

2.2 TORSEURS CINEMATIQUES DES MODELES DE LIAISONS
Pour chague modeéle de liaison, il est possible de représenter le champ de vitesses résultant par un
torseur cinématique. Les tableaux ci-dessous rappellent les symboles des liaisions et leurs torseurs. Ces

tableaux doivent étre retenus.

Le torseur cinématique est nul en tout point P de I'espace

=

Liaison encastrement .
S'iln'y a pas
. /1~ d'ambiguité A
X - | \ 7/1

Liaison pivot d’axe (0,7)
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0 Vi
{v(@2/1)}=40 0
0 O
Liaison glissiére de direction
x
wy Vi
{v@/ny=40 0
0 O
Liaison hélicoidale d’axe ou Vil
(0-%)
Y
wx Vx Wy X
{(V/H}y=30 0 = {7 vPe (O, X
Vi X
0 O (PRo-) x2Jp
Liaison pivot glissant d’axe 5
(o) g
O, x
X/{ © \A\?
wx 0 wx7+w7+wz7
{V(2/1)}={w, 0 = 5
C
Liaison sphérique de centre C 5
0 Vi w, 2
{v@e/nHy=30 vV, = {v_ﬁ V_’} Pour P dans le plan
w, O (P--7) x X +VyYp
Liaison appui plan de normale Z
Z v
X, N
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0 0 0,7 + w2
{(v@2/)}={w, 0 ={ 7 3 ‘ }
C

wz O (C,—,—,?)

Liaison sphérique a doigt Z
d’axes (C,?) et (C,_z’) 7

X1
o
=<
( ;
<!

Wy

{V(2/1)} = wy

o o X
|
g
x
>
+
(S
<
+
S
N
N

———

0

Liaison sphére cylindre de
centre C et de direction ¥

i

wy Vi
ve/my={o0 v,

wz 0)(p272)
Liaison linéaire rectiligne 5
d’axe (0,7) et de normale 7
>
&P
X \4
wy Vx —
wx X +w, ¥ +w; Z
{V(2/1)} y Yy VR +V, T }A

Liaison sphére-plan de point
de contact A et de normale 7

® Remarque

Pour la liaison libre, le torseur cinématique comporte six parametres indépendants non nuls en
tout point P de I'espace.

2.3 CHAMPS DES ACCELERATIONS D’UN SOLIDE
On sait que :V(B € S/R) :V(A € S/R) + BA AB(S/R)
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En dérivant cette expression dans R, on obtient, aprés calculs :

—

d3(S/R)| = 3
— +Q(S/R)/\(BA/\Q(5/R))

Z(BeS/R)=Z(Ae S/R)+BAA

® Remarque

Remarquons que le champ des accélérations n'est pas équiprojectif : il nest pas possible de
définir un torseur avec.

3 COMPOSITION DES MOUVEMENTS

3.1 COMPOSITIONS DES VECTEURS VITESSES

Soit un repere R, de I'espace lié au solide S,, un repére R, lié au solide S; et un repére Ry lié au solide
So. Soit un point M de S; :

Composition des vecteurs vitesse

V(M e Sy/S0)=V(MeS/S) +V(Me S/So)

On peut généraliser :

VM e 5,150 = Y V(Msi/5:)

i=1

3.2 COMPOSITION DES VECTEURS TAUX DE ROTATION
On peut écrire les égalités suivantes :

dU(t) du(t)
- -
T all +Q(S1/S0) A U(t)
L 1Ry L 1Ry
[dU(t)] (dU()] = N
5 == +Q(82/S1) A U(Y)
L 1Ry L 1R,
[dU(t) ] JU()]| = -
ot =" +Q(82/S0) A U(2)
1Ry L 1R,
. , . dl—j(t) dl—j(t) — — — N
Des deux premieres égalité, on a : ot == =Q(S2/S1) AU(t) + Q(S1/So) A U(t)
0 R2
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En comparant avec la troisieme équation, on déduit :

B(S2/S0) = B(S2/S1) + B(S1/S0)

On peut généraliser :

B(Sa/50) = Y. B(Si/Si1)
i=1

3.3 COMPOSITION DES TORSEURS CINEMATIQUES

On en déduit la relation torsorielle AU MEME POINT :

{V(Sa/S0)} = D AV (Si/Si-1)}
i=1

® Remarque

La relation de composition des torseurs cinématiques sera principalement utilisée pour le calcul
des liaisons équivalentes.

Exemple

| '

On reprend le modeéle de la marche humaine traité précédemment.

Question 14 : Donner les torseurs cinématiques aux centres de liaison des mouvement de 2/1 et de
1/0.

Solution:

_[_Qa/0) | _[aZo (8@ | _[BZo
{(V“/O)}_{V(CEUO)}C_{ 0 }C {(V(2/1)}_{7(GEZ/1)} { 0 }G

G

Question 15 : En déduire le vecteur vitesse V(H € 2/0). Comparer le résultat obtenu avec la ciné-
matique du point.

Solution: _ _ _
Composition des vecteurs vitesse : V(H € 2/0) = V(H € 2/1) + V(H € 1)0)
Calculs de \7(H €2/1) et \7(H € 1/0) par la formule de Varignon :
o V(He2/1)=V(Ge2/1)+HGAQ(2/1)=0-by,AfZo=-bX>;
e V(He1/0)=V(Ce1/0)+ HCAQ(1/0) =0+ (-by,—ay1) ANa@Zo=—-baX,—adX;

Donc |V(H € 2/0) = —aa@ X1 — b (& + ) X 2|.

Cette vitesse est égale a \7(H /Ro) ce qui est cohérent car le point H appartient physiquement au
solide 2.
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Exemple

Soit I'éolienne définie ci-contre :

La nacelle (1) pivote autour du mat (0) suivant I'axe (O, zp). Cette
rotation est définie par I'angle orienté 6 = (xg, x7).

Lhélice (2) pivote autour de I'axe (A, x7). On note B = (z7,z7) le
parametre de rotation.

On pose OA=R.x;etAB=L.7,
Question 16 : Tracer les figures de changement de base.

Question 17 : Déterminer Q;/; et Q0.

Question 18 : Déterminer I'expression de Ve, par dérivation vecto-
rielle, puis par composition de mouvement et distribu-
tion de vecteur vitesse (formule de Varignon).

Solution:
Viy 4% Ty 47
X1 2
6 B
7l zo X0 X3 X1 izl
Solution:
Qp=p.x1  Qp=0.29
Solution: -
. dAB dL. z; dL.z;|  — s .
Par définition du vecteur vitesse : Vpeg/1 = ——| = 2l = 2 +Q1 AL.Zg =0+B. X7 AL. 25
dt R dt g, dt g,
1

Alors : VB€2/1 = —Lﬁﬁ

Solution:
Il N’y a pas de composition de mouvement a faire car 2 est déja en liaison unique avec 1.
Puis on utilise la formule de Varignon. On passe par le point A car il est sur I'axe de rotation de 2/1. Sa

vitesse est donc nulle. Vgeoy1 = Vaeor + BAA Qo1 = 0-L.Z; AB. x7 Alors : Veeay1 = -L.B. Y2
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Exemple

Question 19 : Toujours pour I'éolienne : Déterminer I'expression de V<20 par dérivation vectorielle,
et par composition de mouvement et Varignon.

Solution:
Par définition du vecteur vitesse :
v _ dOB| _dOA+AB| _dOA|  dAB
Be2/0 = Tqr | T dt T dt

Ro Ro Ro Ro

dOA — — dAB .

= ——| +QioNOA+ — Qr/0 AN AB

T 1/0 + ar +522/0
R Ry

= 6+Q1/0/\5/Z+6+(Qz/1+§21/0)/\/—4_§
= Q1/0A(?A+(Qz/1+£21/0)/\,ﬁ

= 6.HAR T+ (BGAOT) AL Z

= RO.y71—LB.y,+L.0.sin(B). x,

Solution:
On utilise la composition de mouvement : Vg0 = Viae2/1 + Vaei/o

On utilise les formules de Varignon pour revenir au centre de chaque liaison pivot ou la vitesse est nulle :

Veeoyt = Vaezn + BAASQ)
= 0-L.Z;AB.X2
= -LB.y;

Veeijo = Voeijo+BOAQq )0

0—(L.Z;+R.X7) AG.Zg
L.0.sin(B).x;+R.6.y1

Dou :
VBEQ/O = Reﬁ—Lﬁﬁ+L93ln(ﬁ) X2

Les deux résultats sont donc identiques
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CONTACT PONCTUEL

En un point P de contact entre deux solides S et
S, on peut toujours définir un plan tangent - commun
aux deux solides et une normale de contact 7. Le re-
. —_ = N
pére (P, n, tq, t 2) est un repére local de contact.

En P, on peut écrire le torseur cinématique de S, ;Z’;éan';
par rapport a S;.

[ sy
{V(S2/51)} = {T/’(P € Sz/51)};=

Si la vitesse de P attaché a S, par rapport a S;
n'est plus dans le plan z, on a soit perte de contact
entre les deux solides, soit pénétration de S, dans Sy,
qui n’est plus alors un solide indéformable.

o Le vecteurT/)(P € S,/S1) est appelé vitesse de glissement de S, par rapport a S; en P.

S’il y a maintien de contact au cours du temps, V(P € S,/81) appartient au plan = :
V(PesS,)S) T =0

o Le vecteur3(52/51) peut étre projeté sur 7 et sur le plan 7. On écrit :3(82/51) = Q_’n(sz/so +
Q1(S5/81)
Ez_n’(sz /S1) = Q.71 estla vitesse de pivotement de S, par rapport a S ;
Ht(sz /S1) = Qt1_t>1 + Qtz_t)z est la vitesse de roulement de S, par rapport a S;.

Le torseur cinématique du mouvement de S, par rapport a S; peut donc s’écrire : {V(S2/S1)} =
_)
O(S52/81) = Quil +Qy €1+ 0y £
V(P € SQ/S]) = O—H) + Vt1_t>1 + Vt2_t)2 p

S’il y a roulement sans glissement entre S, et S; en P, cette condition se traduit par :

V(PeS,/S)=0
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Exemple

Une roue 1 de centre O de rayon R est en contact ponctuel au point I avec le sol 0. Cette roue
1 roule sans glisser avec une vitesse de rotation constante w autour de I'axe (O,?o). on associe le

repére R = (0, X1,y 1, Z1) alaroue 1 et le repére Ry = (1,70,70,—2)0) au sol 0.
Question 20 : En posant la condition de roulement sans glissement au point de contact, calculer le
vecteur vitesse 7(0 € 1/0) en fonction de R et w.
Solution: _ R
Roulement sans glissementen I : V(I €1/0)=0
D’aprés la formule de Varignon : \7(I €1/0) = \7(0 €1/0) + IO A 5(1/0) = \7(0 €1/0)+RyoA
wZo

Donc V(0O € 1/0) + RwXo=0 <= | V(0 €1/0) = —Rw X o

Question 21 : En déduire la relation entre la norme V de cette vitesse, R et w.

Solution: On a alors ||V(0 € 1/0)|| =
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