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Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou le corps C, E est un K-espace vectoriel et n est un entier naturel
non nul.

1. Dimension finie
1.1 Définition

Définition 17.1.

On dit que I'espace vectoriel E est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie. Sinon, on dit
que E est de dimension infinie.

Exemples
1. C est de un R-espace vectoriel dimension finie car il est engendré par la famille

2. R™ est un R-espace vectoriel de dimension finie car il est engendré par

3. K,[X] est un K-espace vectoriel de dimension finie car il est engendré par la famille

I

. De maniére générale, si E = Vect(eq, eq, ..., €p), alors E est de dimension finie.

ot

. L’espace vectoriel des fonctions de R dans R est de dimension infinie puisque pour tout n € N la famille

(fo, f1, -y fn) est libre avec
fr:x— ek

1.2 Existences de bases

Lemme 17.1.

Soit (e1, €2, ..., €n, €nt1) une famille de n + 1 vecteurs de E.
Si ent1 € Vect(eq, e, ...,e,) alors la famille (e1, ez, ..., e,) est génératrice du sous-espace vectoriel engendré
par (e1, €2, ..., €n, Ent1)

Vect(e1, ea, ..., e,) = Vect(ey, e, ..., €n, €nt1)

Preuve

8/1/2023 3/39
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A partir de maintenant, supposons E # {0g}.

Théoréme 17.2 (Théoréme de la base extraite).

De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base de FE.

Preuve

Corollaire 17.3 (Existence d’'une base).

Tout K-espace vectoriel non nul de dimension finie admet une base.

Preuve

Théoréme 17.4 (Théoréme de la base incompléte).

Toute famille libre d’un espace vectoriel E non réduit & {Og} de dimension finie peut étre complétée en une
base de E.

Preuve

8/1/2023 4/39
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1.3 Dimension d’un espace vectoriel

Lemme 17.5.

Soit (e1, ea, ..., en) une famille génératrice de cardinal n de E. Alors toute famille (vy,va,...,Up41) de n+ 1
vecteurs de F est liée.

On en déduit :
Corollaire 17.6.

Si .Z est une famille libre de E et ¢4 est une famille génératrice de E :

Card(¥) < Card(¥9)

Théoréme 17.7.

Soit E un espace vectoriel non réduit & {Og} de dimension finie.
Alors toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.

5/39
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Preuve

Ceci nous permet de définir la dimension d’un espace vectoriel :

Définition 17.2.

Soit E un espace vectoriel non réduit & {Og} de dimension finie.
On appelle dimension le cardinal de toute base de E, on le note dim E.
Par convention dim({0g}) = 0.

Exemples

— dimp C = et dimc C =

— dim K" =

— dim K, [X] =

— dim M, ,(K) =

— On note %1 'ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1, du type
y' + ay = 0 ou a est continue sur I. Alors dim.#; =

— On note .%, ’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogeéne a coefficients constants
d’ordre 2, du type ay” + by’ + cy = 0. Alors dim .7, =

remarques :

— Comme le montre I’exemple C, en cas de confusion possible, il faut préciser le corps sur lequel on considére
I’espace vectoriel .

— Un espace vectoriel de dimension 1 est une droite vectorielle.

— Un espace vectoriel de dimension 2 est un plan vectoriel.

Proposition 17.8.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, alors :
1. toute famille génératrice de £ admet au moins n éléments.

2. toute famille libre de E admet au plus n éléments.

Preuve

On en déduit le théoréme trés utile suivant :

Théoréme 17.9 (Caractérisation des bases en dimension finie).

Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et & une famille d’éléments de F. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. & est une base de E.
2. A est libre et contient n éléments.

3. A est génératrice et contient n éléments.

8/1/2023 6/39



| SEMESTRE 2 I
PCSI 2022-2023

Preuve

Exemple 17.1.

Montrer que la famille suivante est une base de K,,[X] :

F=11+X14+X+X% ., 1+X+... +X")

2. Sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie
2.1 Définition

Théoréme 17.10.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Alors tout sous-espace vectoriel F' de E est de dimension finie et dim F' < dim E.
De plus dim F=dimEF < E = F.

Preuve

8/1/2023 7/39
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Exemple 17.2.

Ainsi pour montrer que deux sous-espaces vectoriels sont égauz, il suffit de montrer une inclusion et l’égalité
des dimensions.

E = Veet((1,0,-1),(1,-1,1)) e  F={(zy2) cR® z+2+2=0)

Exercice 17.1. Dans E = R*, soit
F={(z,y,2,t) eR x4y + 2+t =0}

Donner une base et la dimension de F'.

2.2 Dimension d’un produit cartésien

Proposition 17.11.

Soient F' et G deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors F' x G est de dimension finie et

dim(F x G) =dim F + dim G

Cette propriété se généralise au produit d’'une famille finie d’espaces vectoriels par récurrence.

Preuve

8/1/2023 8/39
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2.3 Supplémentaires

Proposition 17.12.

Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel F de dimension finie admet au moins un supplémentaire.

Preuve

Proposition 17.13.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de FE.
Alors :
dim F = dim F + dim G

Preuve

Exemple : Toute droite vectorielle D admet au moins un supplémentaire et par ce qui précéde, tout
supplémentaire de D est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1. On dit alors que ce supplémentaire est un
hyperplan.

Dans le cas ol les sous-espaces vectoriels ne sont pas supplémentaires, la formule est différente :

Proposition 17.14 (Formule de Grassmann).

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels quelconques de E de dimension finie. Alors

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G)

Preuve

8/1/2023 9/39
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En particulier :

Corollaire 17.15.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels quelconques de E de dimension finie. Alors

dim(F + G) < dim F + dim G

Théoréme 17.16 (Caractérisation des supplémentaires en dimension finie).

suivantes sont équivalentes :
1. E=F&G
2. FNG={0} et dimF +dimG =dim E
3. F+G=FetdimF +dimG =dim FE

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les assertions

Preuve

Exemple 17.3.

1. Déterminer un supplémentaire dans R* de

G={(z,y,2,t) ER* 2 +y=2+t=0}.

2. De méme pour
F={(z,y,z,t) eR*, 2+ y+2z+t=0}.

8/1/2023
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3. Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 17.3.

Soit % une famille finie de vecteurs de E (de dimension quelconque).
On appelle rang de .# la dimension du sous-espace vectoriel engendré par la famille .7, on la note rg(.%#).
Ainsi :

rg # = dim Vect.Z#

Exemple : rg(1,X) = rg(l, X, 1+ X) =

Proposition 17.17 (Caractérisation des familles finies libres par le rang).

Pour toute famille finie .# de vecteurs de F, on a :
rg # < Card(%)

et

Z est libre & rg % = Card(.%)

Preuve

8/1/2023 11/39
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Dans tout le chapitre, a et b sont deux réels tels que a < b.

1. Fonctions en escalier
1.1 Subdivision d’un segment

Définition 18.1.

On appelle subdivision du segment [a,b] toute suite finie strictement croissante o = (a;)refo,n] telle que
ag = a et a, = b, donc de sorte que :

a=ay< a1 <..<a,=2b

—a b—a
Exemple : Une de celles les plus utilisées est : (a +1 ) , elle est de pas constant : ——.
" Jielo,n] n

Définition 18.2.

Soient o et ¢’ deux subdivisions de [a, b].
On dit que o est plus fine que ¢’ si tous les points de ¢’ sont des points de o.

Exemple : Donner un exemple de subdivision plus fine que celle de 'exemple précédent.

Proposition 18.1.

Soient o et ¢’ deux subdivisions de [a, b].
Alors il existe une subdivision de [a, b] plus fine que o et o’.

Preuve

1.2 Fonctions en escalier

Définition 18.3.

Soit f : [a,b] — R une fonction.

On dit que f est en escalier s'il existe une subdivision o = (a;);c[o,n de [a, b] telle que pour tout i € [0,n — 1],
la restriction de f & ]a;, a;+1[ est constante.

Dans ce cas, on dit que la subdivision est adaptée a f.

Exemples

— La fonction constante sur [a, b] est en escalier sur [a, b].
— La fonction partie entiére est en escalier sur tout segment de R.

8/1/2023 13/39
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Notation On note £([a, b], R) I'ensemble des fonctions & valeurs réelles en escalier sur [a, b].

Proposition 18.2.

Soit f : [a,b] — R une fonction en escalier et o une subdivision adaptée.
Alors toute subdivision de [a, b] plus fine que o est adaptée a f.

Preuve

Corollaire 18.3.
E([a,b],R) est un R-espace vectoriel .

Preuve

1.3 Intégrale d’une fonction en escalier

Proposition 18.4.

Soit f : [a,b] — R et o une subdivision de [a, b] adaptée & f.
Alors pour tout i € [0,n — 1],3\; € R, Vz €]a;, ait1], f(z) = \i.
On note alors S,(f) la somme :

Alors pour toute autre subdivision ¢’ adaptée & f, Sy (f) = S, (f).

Preuve

8/1/2023 14/39
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Définition 18.4.

on la note f[%m f

La somme S, (f) précédemment définie ne dépend alors que de f. On 'appelle intégrale de f sur [a,b] et

remarques :

— Si f est a valeurs réelles positives, I'intégrale f[a 0] f s’interpréte alors géométriquement par la somme des

aires des rectangles associés a la subdivision choisie.

— Pour )\ € R, f[ab])\:)\(b—a).

— Par définition, 'intégrale ne dépend pas des valeurs prises par f aux points de la subdivision.
— Ainsi, si deux fonctions en escalier sont égales sauf en un nombre fini de points alors leurs intégrales sont

égales.

— On en déduit que si f est une fonction égale & X\ sur [a,b] sauf en un nombre fini de points alors

f[a,b] f=Ab-a).
Exemple 18.1.

5 3
Calculer Uintégrale de la partie entiére sur {—5, 5} .

1.4 Propriétés de l’intégrale

Proposition 18.5 (Inégalité triangulaire).

Soit f € £([a, b],R). Alors

[oa<[
[a,b] [a,b]

Preuve

8/1/2023

15/39
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Proposition 18.6.

Soit (f,g) € £([a,b],R)2. Soit (\, u) € R2.
1. Linéarité
/ (Af +pg) = A f+u/ g
[a,b] [a,b] [a,b]

2. Positivité Si f > 0 sur [a, b] alors f=0.
[a,b]

3. Croissance de ’intégrale Si f < g sur [a, ] alors / /< / g.
[a,b] [a,b]

Preuve

8/1/2023 16/39
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Proposition 18.7 (Relation de Chasles).

Soient ¢ €]a,b| et f € £([a,b],R)
Alors les restrictions de f a [a,c] et & [c, ] sont en escalier et :

/ [= f\[a,c]+/ Jile.b]
[a,b] la,c] [e,b]

Ce que 'on écrit aussi, de maniére abusive :

/ = / i+ [ s
[avb] [avc] [C’b]

Preuve

2. Intégrale d’une fonction continue sur un segment

2.1 Approximation

On souhaite alors étendre la notion d’intégrale a des fonctions continues sur [a, b].
Pour cela, on approche les fonctions continues par des fonctions en escalier.

Théoréme 18.8.

Soit f une fonction continue sur [a, b] & valeurs réelles.
11 existe une suite (o, )nen de fonctions en escalier sur [a, b] telle que

sup |f(z) —pn(z)] — 0

z€(a,b] =re2

De plus, si la suite (p,,) vérifie cette propriété alors la suite ( /
[

<pn> converge et la limite ne dépend
@i neN

pas du choix de (¢,).
On appelle alors intégrale de f le nombre

f= lim / Pn
/[a,bl n=+00 \ Jlab)

Preuve admise

8/1/2023 17/39
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remarque : Le symbole f[a b f n’a été défini que pour des fonctions en escalier avec a < b, mais on définit

de maniére générale, pour des fonctions continues sur [a, b] :

b
—sia<b,a10rs/f= f

[a,b]

b
— sia>b,a10rs/ f=-
a [b,a]

b
—sia:b,alors/ f=0.

Définition 18.5 (Valeur moyenne).

Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

1
On appelle valeur moyenne de f le nombre 5 / f
— @ Jlab]

2.2 Propriétés de l'intégrale

Proposition 18.9 (Inégalité triangulaire).

Soit f € C([a,b],R). Alors

o

< / | f]
[a,b]

Preuve

8/1,/2023
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Proposition 18.10.

Soit (f,g) € C([a,b],R)2. Soit (A, u) € R2.
1. Linéarité
[ osemy=x[ feuf g
la,b] [a,b] [a,b]

2. Positivité Si f > 0 sur [a, b] alors f=o.
[a,b]

3. Croissance de l’intégrale Si f < g sur [a, b] alors / f< / g.
[a,b] [a,b]

Preuve

Exercice 18.1. Soient I un intervalle réel, (a,b) € I? et f: I — R. On suppose que la fonction f est continue
sur [a,b]. Montrer qu’il existe M € R tel que :

/a b F(t)dt

<M |b—al

8/1/2023 19/39
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Proposition 18.11 (Relation de Chasles).

Soient ¢ €]a,b[ et f € C([a,b],R)
Alors :

/ f= f\[a,c]+/ Jiie.b]
[a,b] la,c] [e,b]

Ce que l'on écrit aussi, de maniére abusive :

/ ;= / J
[avb] [a‘7c] [C’b]

Preuve

2.3 Fonctions de signe constant

Théoréme 18.12.

Soit f € C([a,b],R) & valeurs positives.

Si f n’est pas la fonction nulle, alors f>0.
[a,b]

Preuve

Corollaire 18.13.
Soit f € C([a,b],R) & valeurs positives.

Si f =0, alors f est la fonction nulle.
[a,b]

Preuve

8/1/2023
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Exercice important - Inégalité de Cauchy-Schwarz

1. Soient f et g deux fonctions de C([a, b],R). Montrer que :

(L) <(L) (L)

2. Montrer qu’il y a égalité si et seulement si f et g sont proportionnelles.

3. Approximations numériques

Bien que le théoréme 18.8 nous assure que l'intégrale sur [a, b] d’une fonction continue existe, dans la pratique
il est parfois compliqué de la déterminer. Nous en avons fait I’expérience par exemple dans le CHAPITRE 6 -
CALCUL DE PRIMITIVES ET D’INTEGRALES.

Ce théoréme nous permet aussi d’affirmer que toute fonction continue sur [a, b] peut étre approchée par une
suite de fonctions en escalier. Donnons ici deux exemples de suites.

3.1 Sommes de Riemann

Définition 18.6.

Soit f € C([a,b],R).
Pour tout entier n € N*, on appelle somme de Riemann d’ordre n associée a f la somme :

=il

8/1/2023 21/39
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remarques :
b—a ' b—a N , . .
— La somme S,, = Z fla+k——) est lintégrale d’'une fonction en escalier g sur [a,b], plus
n n
k=0
précisément :

n

b—a b—
— On définit de méme la somme S;, = a E f (a +k a)_
n
k=1

Ces deux sommes permettent d’approcher p;mr défaut et par exceés l'intégrale de f sur [a, b)].
A A

3
>

Y

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Lorsque f est de classe C!, on peut, de plus, majorer Ierreur d’approximation.
q , p ) plus, J PP

Proposition 18.14 (Sommes de Riemann dans le cas C').

Soit f € C!([a,b],R). Alors pour tout n € N* :
b 2
Mb—a
[ rwar—su(p| < T2
b—a = b—a
avec Sy (f) = Z f <a + kT) et M = max,epq 4 | f' ().
k=0
En particulier
b
Suf) = || Fe
Preuve
8/1/2023
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remarque : On peut écrire la méme proposition avec la somme S/,. De méme, on peut écrire cette proposition

pour des fonctions seulement continues. Mais la démonstration est hors programme.

Théoréme 18.15.

Soit f € C([a,b],R).

k=0
b—a «— b—
Ty ( Tk ) . /
n n n—~+00
k=1 [a,b]
Exemple 18.2.
n—1 1
1. Dét ] li
éterminer n_l)rfoo kZ:O —

) ‘ . 1 n—1
2. Déterminer nll)rfoo 32 kz_o Vk

8/1/2023
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3.2 Meéthode des trapézes

1
La méthode précédente n’est pas optimale car elle donne une erreur d’ordre —, cela signifie que pour obtenir
n

une approximation & 1076 prés, il faut faire 10 calculs.
La méthode qui suit, appelée méthode des trapézes, est meilleure car on utilise des polygones qui "épouse'

mieux ’allure de la courbe.

!

\

On approche alors U'intégrale par la somme des aires des trapézes :

n—1
b—a flag) + f(a . b—a
T, = - g (2) 2(k+1) ola,=a+k

k=0
On peut alors montrer (exercice) que

Kb —a)? .
< TonE ou K = xIél[?ié] " ()]

b
/ (Ot — To(f)

4. Calcul intégral

Dans cette partie on compléte le CHAPITRE 6 - CALCUL DE PRIMITIVES ET D’ INTEGRALES.
On notera I un intervalle réel d’intérieur non vide.

4.1 Primitive

Théoréme 18.16 (théoréme fondamental de lanalyse).

Soit zy € I et f une fonction continue sur I & valeurs réelles.

xr
Alors l’application x / f(t)dt est une primitive de f.
o

C’est 'unique primitive de f s’annulant en zg.

Preuve

24/39

8/1,/2023
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Corollaire 18.17.

x
1. Soit z¢ € I et f une fonction continue sur I & valeurs réelles. La fonction = — / f(t)dt est dérivable
zo

de dérivée z — f(z).

2. Toute fonction continue sur un segment I admet une primitive sur ce segment.

Preuve

Corollaire 18.18.
Soient f € C(I,R) et F une primitive de f sur I. Alors :

b
V@MEﬂh/f@MZW@sz@—F@

Preuve

En particulier :
Corollaire 18.19.
Soit f € C*(I,R). Pour tout (a,b) € I* :

b
F(b) - f(a) = / F(t)dt

4.2 Intégration par parties

Théoréme 18.20.

Soient u, v deux fonctions de classe C! de I dans R. Alors :

b

V(a,b) € I2, / W (B()dt = [u(t)o(B)]} — / w(®)' (£)dt

a

remarque : On rappelle que toutes les hypothéses doivent étre vérifiées avant d’utiliser le théoréme.

8/1,/2023
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4.3 Changement de variable

Théoréme 18.21.

Soient f : I — R une fonction continue et ¢ : J — I une fonction de classe C! sur J. Alors :

b »(b)
V(a,b) € 72, / Flo®)e! (B)dt = / s

On a alors fait le changement de variable u = ¢(t).

/\ On n’oubliera pas de justifier que ¢ est de classe C! sur l'intervalle et on n’oubliera pas de changer les
bornes de l'intégrale.

4.4 Parité, imparité, périodicité

Proposition 18.22.

Soient a € R*| et f € C([—a,a],R).
a a 0
— Si f est paire alors f:2/f:2/.
—a 0 —a

— Si f est impaire alors f=0.

—a

Preuve

Exemple 18.3.

T
Calculer / cos x arctan(x) sin? z.dz.
-7

Proposition 18.23.

Soit f € C(R,R). Si f est T-périodique, alors

el /aa+Tf:/0Tf

Preuve

8/1/2023 26/39
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5. Formules de Taylor

Dans cette partie I désigne un intervalle réel d’intérieur non vide et non réduit & un point.

Définition 18.7.

Soient a € I et f: I — R et n € N*. On suppose f dérivable n fois en a.
On appelle polynome de Taylor de f en a a ’ordre n la fonction polynomiale :

—~ fM(a)
Tfam: T+ Z o (x —a)k
k=0

Et on note Ry, le reste, c’est-a-dire Ry qpn = f — Tfamn-

Théoréme 18.24 (Formule de Taylor avec reste intégral).

Soient n € N, f € C"*1(I,R) et a € I. Alors :

vaer, 1) =3 206 a4 [TEZD s gy

k! n!
k=0

Preuve
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Exemple 18.4.

2 3

1. Montrer que pour tout x >0, In(1 + ) < z — % + %

nok

a3
2. Montrer que, pour tout x € Ry, la suite ( E F) converge.
k=0 " neN

Théoréme 18.25 (Formule de Taylor-Young).

Soit n € N. Soit f une fonction de classe C™ sur I. Alors f admet un développement limité & ’ordre n en tout
point a de I qui est :

" (k)
veel, 1) =3 T
k=0 '

v =) +o((w —a)")
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Preuve

remarque : AN L’hypothése est plus forte pour la Formule de Taylor avec reste intégral que pour la formule
de Taylor Young. La formule de Taylor nous permet de dire que, dans le cas d’une fonction de classe "1, le
reste intégral tend plus vite vers 0 que (z — a)™ ne tend vers 0.

Proposition 18.26 (Primitivation des développements limités).

Soit f : I — R une fonction continue sur /. On suppose que f admet un développement limité a ’ordre n en
acl:

f@) =) ar(z —a)* +o((z — a)")
k=0
Alors toute primitive F' de f sur I admet un développement limité a 'ordre n + 1 en a :

(x — a)kt!

F(z) =F(a)+ Y a7 +oll@—a)™t
k=0
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Preuve

Théoréme 18.27 (Inégalité de Taylor-Lagrange).

Soit f € C"*1(I,R). Alors pour tout (a,b) € I2, f(™+1) est bornée par une constante M, ., € R sur [a,b]

et :
a)n-{-l

— f®(a) (b—
f(b) = kz:;) (0 a)*| < mMnH

Preuve
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Exemple 18.5.

n_o ok
Pour x € Ry, déterminer la limite de la suite <Z %)
k=0 "/ neN

6. Extension aux fonctions & valeurs complexes

La définition de l'intégrale s’étend aux fonctions & valeurs complexes et plusieurs propriétés sont conservées
telles que la linéarité, I'inégalité triangulaire... Les propriétés de positivité et de croissance ne sont pas conservées.

Définition 18.8.

Soit f : [a,b] — C une fonction continue.

On définit ’intégrale de f par :
/ f:/ Reerz'/ Iom
[a,b] [a,b] [a,b]

remarque : Cette définition est licite car nous avons vu au CHAPITRE 11 - LIMITES ET CONTINUITE que f
est continue si, et seulement si ses parties réelle et imaginaire le sont, puis les parties réelle et imaginaire étant
des fonctions réelles on se raméne au début de ce chapitre.
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Proposition 18.28.

Soient f,g: I — C deux fonctions continues et (), u) € C2. Alors :

/ (Af +npg) = A f+u/ g
la,b] [a,b] [a,b]

/[avb]fz [a»b]f
/[a’b]f /[a,b]lfl

1. Linéarité

2. Conjugué

3. Inégalité triangulaire

N

Preuve
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remarques :
— On étend aussi la notion de fonctions en escalier aux fonctions & valeurs complexes & 'aide des parties

réelle et imaginaire ainsi que leur intégrale.

— Toute la partie Calcul intégral de ce chapitre est conservée et en particulier, les théorémes d’intégration
par parties et de changement de variable sont valables pour les fonctions & valeurs complexes.

— Toutes les formules de Taylor sont conservées sur C.

Il nous reste alors & prouver le théoréme vu au CHAPITRE 12 - DERIVABILITE :

Théoréme 18.29 (Inégalité des accroissements finis pour les fonctions & valeurs complexes).

Soit f € C'(I,C).
S’il existe M € R tel que Vo € I, |f'(z)| < M, alors :

V(a,b) € I%, [f(b) = f(a)] < M [b—al

Preuve
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TD17 - Espaces Vectoriels de dimension finie

EXERCICE 1-Onpose fi:x+——2; fo:x——22; fs:oxr——xlnzet fy:2+— 2?Ina.
On pose également F' = {af1 +bfs + cfs + dfs ; (a,b,c,d) € R*}

1. Montrer que F' est un R-espace vectoriel.

2. Quelle est sa dimension ?

EXERCICE 2 - On considére les vecteurs de K* définis par : x = (1,—1,1,1) y = (0,1,1, —1)
et u = (1a071a0) v = (177277172) w = (2a71a171) k= (]—a172;71) l= (1713070) m= (0703171)

1. Montrer que .Z = (z,y) est libre et que 4 = (u, v, w, k,l, m) est génératrice.

2. Compléter % en une base de K* en puisant dans .

EXERCICE 3 - Soit F' = {P € R, [X], P(2) = 0}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel et en donner une famille génératrice.
2. Déterminer un supplémentaire de F' dans R,,[X].

3. Pour k € [0,n], déterminer un supplémentaire de F' dans R,,[X] engendré par un polynome de
degré k.

EXERCICE 4 - F = {(2,y,2) € R}, x +y+ 2 = 0} et G = Vect((1,1,1)) sont-ils supplémentaires dans
R3?

EXERCICE 5 - Déterminer un supplémentaire de Vect((X — 1)2, (X + 1)?) dans Ry[X].

EXERCICE 6 - Soient F' = {P € R3[X], P(—1) = P(0) = P(1) =0},
G ={P e R3[X], P(0)=P(1) = P(2) =0} et H={P € Rs[X], P(0)=P(1) =0}.
Montrer que FF@ G = H.
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EXERCICE 7 - Soit F un espace vectoriel de dimension finie et (ey, e, ..., €,) une base de E (n € N*).
Montrer que la famille (e1,e1 + ea,...,e1 + €2 + €3 + ... + ;) est une base de E.

EXERCICE 8 - Pour les exemples suivants, déterminer une base et la dimension.

1. F={P eRs[X], P(0)=0} 4. K ={y € C}(R,R), y" — 2y’ + 5y = 0}.

2. G={PeR3[X], P(1)=P(2)=0 a b 0
{ 3[ ] () () } 5 J= b a 0 €M3(R),a,b,c€R
3. H = {UERN, Vn €N, upo :Un+1+6un} c 0 a+bdb

EXERCICE 9 - Pour les exemples suivants, déterminer une base et un supplémentaire dans F.
1. F={(z,y,2,t) ERY 2+2y—z2=a0—-y=t=0}, E =R.
2. G={(z,y,z,t) ERY, z+y+2z—t=2—3y—22=0}, E=R%L
3. H={(2,9,2) €C?® 2+y+2=0 etwx+iy—2=0}, E=C>
4. K ={(z,y,2,t) eRYLz+3y+2—2t=0et z+2 =0}, E =R

de Ry[X]. Déterminer les coordonnées de P = 2X?2 — 5X + 6 dans cette base.

EXERCICE 11
1. Montrer que u = (1,-2,3), v =(-2,3,—1) et w = (3,2, 1) forment une base de R3.
2. Déterminer les coordonnées de (0,0,0), (1,—2,3) et (4,—3,7) dans cette base.

EXERCICE 12 - Soit n > 2, on note S,(K) I'ensemble des matrices symétriques d’ordre n et A, (K)
I’ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.

1. Montrer que S, (K) et A,(K) sont deux sous-espaces vectoriels de M K).
2. Déterminer dim(S, (K)) et dim(A,(K)).
3. En déduire que M, (K) = S,(K) & A, (K).

EXERCICE 13 - Déterminer le rang des familles suivantes :

x1=(1,-1,1), 2 = (—-1,1,-1), z3 = (0,1,1), =4 = (1,0,2)

x1 =(1,1,0,1), =2 = (1,—-1,1,0), 3 =(2,0,1,1), =4 = (0,-2,1,—1)
x1 =(0,1,0,1), 2o = (1,—-1,1,-1), 23 = (1,—-1,—-1,1), 24 = (1,1,1,1)
PP=X?4+X-3 P=X?2-X-3, Py=2X2—X —6.

= o

I EXERCICE 10 - Montrer que les polynémes P = X, P, = X — 1 et P3 = (X — 1)? forment une base
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TD18 - Intégration

1
EXERCICE 1 - Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que ligrl / t" f(t)dt = 0.
n—-+0oo 0

On suppose de plus f de classe C! et f(1) # 0, déterminer un équivalent quand n tend vers +oo de

I, = /01 2" f(z)dx.

1. Calculer fp et lim fo(x).
r—+00

[\

. Etablir une relation de récurrence entre f,, et fn 1.
3. Montrer que f,, admet une limite en +0o0. On la note ¢,,.

4. Montrer que ¢, = n!.

2

t+1

1
EXERCICE 3 - Déterminer un encadrement de [ = / dt.
0

:En

H—zdx. Montrer, en majorant I,,, que lim, o I, = 0.
T

1
EXERCICE 4 - On note I,, = /
0

R R
‘ EXERCICE 2 - On pose f, : { N : fa: me—tdt
0
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EXERCICE 5 - Soit f définie sur [1,+oo] par f(t) = tlnt.

1. Etudier rapidement la fonction f.

Pour n € N, on pose S, = Zf(k)
k=1

n n
2. Montrer que / f)dt < S, < / ft)dt+nlnn
1 1

3. Calculer/ ft)de
1

1 n 4/n?
Ly . k
4. En déduire ngr_{_loo o (kl_l1 k ) .

EXERCICE 6 - Soit f : [a,b] — R une fonction continue, montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que

= [ =g

EXERCICE 7 - Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que :

1 1
‘/ f(t)dt‘ = / |f(t)|dt < f est de signe constant
0 0

1
1
EXERCICE 8 - Soit f : [0,1] — R continue telle que / f)dt = 7 Montrer que f admet un point
0

fixe.

1
EXERCICE 9 - Soit f : [0,1] — R continue telle que / f(t)dt = 0. On note M et m son maximum et
0

1
minimum. Montrer que / fAt)dt < —mM.
0

e
EXERCICE 10 - Pour n € N, on pose I,, = / (Inz)"dx.
1

1. Etablir une relation liant I,, et I,,41.
e

o

En déduire que pour tout n € N,0 < I, <

n+1

Déterminer 1i141_1 I, puis un équivalent de I,, quand n tend vers +o0.
n—-+0oo

- w

Soit (uy) une suite réelle définie par ugp = a et Vn € N u, 11 = e — (n+ 1)u,. On suppose a # Ij.
Moutrer, en étudiant D,, = |u,, — I,,| que lim |u,| = +o0.
n—+4oo
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% .
EXERCICE 11 - On pose pour tout n € N: [, = / de
0 ST
1. Justifier Iexistence de I,,.
2. Calculer I, — I,_2 (n > 2).
3. Calculer Iy et I4.
4. Exprimer I, et Iopy.
EXERCICE 12 - Calculer les limites suivantes :
1 & 1 " k2 R
n~>+ooazl—|—e_k/n 3. nEIllookz:nzg—l—kQ - nEIJIrlooﬁklz[(k +n)"

n . 1\ =
2. i — 4. 1 S — , (2n)!
n oo Z:I k2 + n? oo kzz:l \ /7712 T 2kn 6. lim ( ’

a+1

EXERCICE 13 - Soit a € R;. Montrer que E k o pan en utilisant les sommes de Riemann.
0 «
k=1

1. Dresser le tableau de variations de f avec ses limites.

2. Déterminer le signe de z — f(z) — Inz.

R —- R
EXERCICE 15 - Soit ¢ : /2’” dt )
x = —_—
« Vit+t2+1
1. Montrer que g est impaire.
2. Calculer sa dérivée.

3. Déterminer sa limite en +o0.

ht
EXERCICE 16 - Soit ¢ : R — R la fonction définie par ¢(t) = ST sit#0et p(0)=1.

2z
On pose pour z € R, f(z) = / p(t)dt.

1. Montrer que f est bien définie et étudier sa parité.
2. Justifier que f est dérivable et calculer sa dérivée.

3. Dresser le tableau de variations de f.

R*, — R
EXERCICE 14 - Soit f : N /” e—tdt :

8/1/2023
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EXERCICE 17 - Soit g : R — R une fonction continue. On pose, pour tout x € R,
x
@) = / sin(z — t)g(t)dt
0

x
1. Montrer que f est dérivable et que pour tout x € R, f'(z) = / cos(z — t)g(t)dt
0

2. Montrer que f est solution de I’équation différentielle ¢y’ + y = g(x)

3. Résoudre cette équation différentielle.

EXERCICE 18 - Soit C*([a, b]) 'ensemble des fonctions continues sur [a,b] & valeurs strictement posi-

tives. On pose pour f € C*([a,b]) :
1
o) = ( /L, f) ( L, ?)

Déterminer, si elle est définie, inf .
fect([a,b]) ()

EXERCICE 19 - Soit f une fonction positive ou nulle de classe C2 sur R. On suppose que f” est bornée
et on note M = sup,p | f”(z)|. Montrer que :

vz €R, |f'(z)] < V2M f(2)

EXERCICE 20 - Lemme de Riemann-Lebesgue. Soit f € C*([a, b],R). Pour tout n > 1, on pose
b
I, =/ £ () cos(nt)dt

b
Déterminer la limite de la suite (I,,). En déduire lirf f(t)e™tdt.
n—+00 a
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