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Exercice 1 - Questions de cours

1. Formule de Taylor Young. Soit n € N, soit f de classe €™ sur un intervalle I de R & valeurs dans R
ou C. Alors f admet un développement limité d’ordre n en tout point a de I donné par

") (g
fa) = 3 D6 0t of(@ - )
k=0 ’

2. Pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F' et G sont des sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires de E, on peut

e Montrer que F+ G =FE, et FNG = {0g}.
e ou bien, raisonner par analyse synthése pour montrer que pour tout vecteur x de F, il existe un
unique vecteur xr dans F' et un unique vecteur g dans G tels que x = xp + zg.
e Lorsque E est un espace vectoriel de dimension finie, on peut aussi
— Montrer que FNG ={0g} et dim F' + dim G = dim E.
— Ou encore montrer que F'+ G = FE et dim F' 4+ dim G = dim E.

e Derniére idée : montrer que la réunion d’une base de F' et d’une base de G forme une base de FE.

3. Théoréme fondamental de P’analyse : Soit f fonction continue sur I intervalle de R, avec f & valeurs

I —- K

dans R ou C. f posséde des primitives sur I, et pour tout a € I, la fonction F : ‘ RN f; £(t) dt est

la primitive de f nulle en a.

Exercice 2

1. Considérons dans I’espace vectoriel RY,

. La suite u est

- — _ _1
(a) les suites (u,) et (v,) définies par { up =0,ur =1 t { vo=1v1 =4

Vn > 2, un:% Yn>2, v,=0
croissante, la suite v est décroissante, mais u + v n’est ni croissante ni décroissante puisque

uyg +vo < up + 11 mais UL+ v1 = Ug + s

Donc ’ensemble des suites monotones n’est pas stable par combinaison linéaire et donc ne forme pas
un sous-espace vectoriel de RN,

L’ensemble des suites monotones ne forme pas un sous-espace vectoriel de RN

(b) Soit % 'ensemble des suites réelles bornées.
o % CRN.
e La suite nulle u est bornée puisque pour tout entier n, |u,| =0 < 0.
e Soient u,v € %2 et o, B deux réels. Notons M un réel tel que

YneN, |u,| <M
Et M’ un réel tel que
VneN, |v,| <M

Alors pour n € N, par inégalité triangulaire, |au, + Bv,| < |a|lun| + |Bl|lvn] < |a|M + || M.
Donc la suite au + v est bornée par |a|M + |S|M’. En particulier, au + fv € A. Ainsi, B est
stable par combinaison linéaire.

Par caractérisation des sous-espaces vectoriels , on en déduit que

L’ensemble % des suites réelles bornées est un sous-espace vectoriel de RY.

(c) La suite nulle n’est pas élément de F = {(un)nen, uo > 0}. Par conséquent,

F n’est pas un sous-espace vectoriel de RY.
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2. Dans I'ensemble ¢} (R).

(a) Utilisons de nouveau la caractérisation des sous-espaces vectoriels .
e 1(R) C R¥ et (R, +,.) est un R-espace vectoriel de référence.

e La fonction nulle est dérivable et sa dérivée est la fonction nulle, encore continue, donc la fonction
nulle est ! sur R.

e Toute combinaison linéaire de fonctions de classe €' sur R est de classe €' sur R. Autrement
dit, €1 (R) est stable par combinaison linéaire.

Ainsi, €(R) est un sous-espace vectoriel de R¥. Donc

%1 (R) a une structure d’espace vectoriel sur R.

(b) Soit F = {f € ¢'(R), f(1) = f(0) = f'(0) = 0}.
e F C ¢1(R) par définition de F.

e Soit 6 la fonction nulle sur R. @ est une fonction ¢ sur R et 6(1) = 6(0) = 6’(0) = 0. Donc
0ekF.

e Soient f,g € F et A € R. On a déja rappelé que \f + g est de classe €' sur R. Par linéarité de
I’évaluation

Af+9)0) =Af(0)+9(0)=0 et (Af+9)1)=Af(1)+9(1) =0

Puis par linéarité de la dérivation, (\f +¢g)’ = Af' + ¢’ et en particulier, de nouveau par linéarité
de I’évaluation

(Af +9)'(0) =Af(0) +4'(0) =0
Finalement, A\f 4+ g € F. F est donc stable par combinaison linéaire.

On a ainsi démontré que

F est un sous-espace vectoriel de ¢! (R).

Soit G I’ensemble des fonctions polynomiales de degré au plus 2.
e Toute fonction polynomiale est de classe € sur R, donc G C €1 (R).

e La fonction nulle est la fonction polynomiale z — 022 + 0x + 0, donc la fonction nulle est dans
G

e Soit (f,g) € G% et (\, u) € R%. Considérons (ag, a1, az) et (by, b1, bs) triplets de réels tels que
Vo €R, f(x) = asx® + a1z + ag et g(x) = bpx® + by + by
Alors
Ve € R, (A + pg)(x) = (Mg + pbo)a? + (Aar + pbr)z + (Aag + pibo)
Ce qui montre que Af + pg € G. Ainsi, G est stable par combinaison linéaire.

D’ou par caractérisation des sous-espaces vectoriels ,

G est un sous-espace vectoriel de ¢! (R).

—- R
oo

R — R R —- R R
X xr

,f1:‘ et fo:

— 1 T — x
Alors G = Vect(fy, f1, f2), donc G est un sous-espace vectoriel de € (R).

(c) Raisonnons par analyse-synthése. Soit h € €*(R).

Autre méthode plus efficace. Notons fj :

e Analyse. Supposons 'existence de f € F et g € G telles que h = f+ g. Alors il existe trois réels
a, b, c tels que
Vz R, g(z)=az?+br+c
Puis h(0) = f(0) + g(0) = 0+ ¢, donc ¢ = h(0) et h(1) =0+ a+b+ ¢, donc a+ b = h(1) — h(0).
Par linéarité de la dérivation ' = f’ + ¢’ et en particulier par linéarité de ’évaluation,
R (0) =0+ b, donc b = h'(0).
On en déduit
Vr € R, g(x) = (h(1) — h(0) — W' (0))x? + ' (0)z + h(0)
Et donc
vz eR, f(z)=h(z)— ((M1)—R(0) — h'(0))z* + h'(0)z + h(0))
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R
h(@) = ((A(1) = h(0) = h'(0))x* + h'(0)x + h(0))

e Synthése. Soient f : et

R = R
Il 2 = (h(1) = h(0) = K(0)22 + I (0)z + h
classe €' sur R et g est polynomiale de degré au plus 2. De plus,

8 =

—
'_>

©0) ° Alors par régles usuelles, f et g sont de

£(0) = h(0) = n(0) =0, (1) = h(1) = (h(1) = h(0) = 1'(0) + A'(0) + R(0)) = 0

Et aussi
£'(0) = (0) ~ W'(0) = 0

Donc f € F. Enfin, f = g+ h.

Par analyse synthése, on a prouvé
Yhe €*(R), 3(f,9) e FxG, h=f+g

Et donc

F et G sont supplémentaires dans €*(R).

3. Dans Ry[X].
(a) Soient a,b, c trois réels tels que aP; + bP» + c¢P; = 0, alors

(a+b4+20)X* +(a—3c)X>+ (b+c) X2 =0

a+b+2c=0
Donc par unicité des coefficients d’un polyndme, a—3c=0 . Ce systéme se transforme en
b+c=0
a=3c
b= —c . Donc la seule solution est (a,b,c¢) = (0,0,0). Ainsi la seule combinaison linéaire
3c—c+2c=0

nulle de P;, P> et P est la combinaison linéaire triviale. Ce qui montre que

(Py, Py, P3) est libre dans Ry[X].

(b) Par définition de F' = Vect(Py, Py, P3), la famille (P, Py, P3) est génératrice de F. Mais d’aprés a)
c’est une famille libre, donc

(Py, P2, P5) est une base de F.

Remarque. On en déduit dim F' = 3.

De plus, F' C Vect(X?, X3, X*), et (X2, X3, X*) est échelonnée en degré donc libre.

Par suite, dim Vect(X?, X3, X%) = 3. Et donc par inclusion et égalité des dimensions, F' = Vect(X?, X3, X4),
ce qui montre que

(X2, X3 X%) est aussi une base de F.

(c) On résout cette fois le systéme aP; + bP; + cP3 = X? d’inconnue (a,b,c) € R3. On trouve pour

unique solution (a,b,c) = (52,2, 5'). Donc X? est combinaison linéaire de Py, Py, Py ie

X?eF

Remarque : Si on a justifié que (X2, X3, X*) est une base de F, alors il n’y a rien & montrer et on
peut affirmer directement X2 € F.

(d) Soit G = {P € R3[X], 1 est racine multiple de P}. Alors par caractérisation d’une racine multiple,
P € G si, et seulement si (z —1)2|P et deg(P) < 3. Donc par raison de degré, P € G si, et seulement
si il existe deux réels a et b tels que P = (aX + b)(X — 1)2. Ou encore P € G si, et seulement si P
est combinaison linéaire des deux polynomes Q1 = X (X —1)? et Q2 = (X — 1)2. Ainsi,

G = Vect(Q1,Q2)

On sait qu’un tel ensemble a une structure d’espace vectoriel, donc
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G est un sous-espace vectoriel de R3[X].

(e) On remarque déja que dim F' 4+ dim G = 3 + 2 = 5 = dim Ry [X].
Ensuite, soit P € F'NG. Alors on a vu que F a pour base (X2, X3 X%) et G a pour base (Q1,Q2).
Donc il existe (a,b,c) € R3 tel que

P =aX?+bX"+cX*
et il existe (a/,b') € R? tel que
P=d(X -1 +VX(X-1)*=0'X>+(a/ —2')X* + (—2d' + V)X — d
Par unicité des coefficients d’un polynome, on en déduit ¢’ = 0 et —2a’ + b = 0, donc o’ = V' = 0,

puis P = Og,[x]. Ainsi, F'N G = {Or,[x]}-
Par caractérisation des supplémentaires en dimension finie, on en déduit

F et G sont supplémentaires dans Ry[X].

Probléme

Ce sujet est écrit a partir de E3A PC 2011 et CCINP PSI 2022.

Préliminaires

1. f est paire, strictement décroissante sur [0, +oo[ et de classe €°° sur R; en effet, la fonction u — uz
est strictement décroissante et de classe € sur ]0, +oo[ et x — 1 + 2 est paire, strictement croissante
sur [0, 400 et de classe € sur R a valeurs dans [1, +00[C]0, +oo[. Donc par composition, f est paire,
strictement décroissante sur R et de classe ¥ sur R.

De plus, f a pour limite 0 en +00, et le graphe de f présente une tangente horizontale en 0 (comme toute

fonction paire). Enfin, f(z) ~ 2, donc la courbe de x — 25 est asymptote en * oo.
r— T 00

x —00 0 “+00
f'(x) + 0 -
1
f(x) 0 / \ 0

2. Soit n € N. La fonction h : x — \/11+7 est de classe "> sur |—1, +oo[ comme composée de z — S In(1+z)

de classe € sur |—1, +oo] et de la fonction exponentielle de classe € sur R.

Démontrons pour tout entier n € N, la propriété 2 (n) :« Vo > —1, h{"(2) = (_4}3" %
n!(14+x)2

e Initialisation. Pour k = 0, (9 = h, et pour = > —1, \/127 = (74%))0 0!(ixa§)%!+°

. Donc la propriété

est vraie au rang n = 0.
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_ et
"ol ()z T

e Hérédité. Soit n € N, supposons pour tout = > —1, ™) (z) alors

o (n+1) _ (_1)” _1 _ L
Vr € ] 1,+OO[, h (l‘) 4n ( 2 n n'(]_ +x)%+n+1

(=D (2n+1)(2n + 2) (2n)!

4n x 2 2(n+1) nl(1+ z)z+n+l
(=1t (2n +2)!
AL (4 D)1+ ) Bt

e Conclusion. Par principe de récurrence

RS
4n n!(l—l—x)éﬂl

VneN, Vo> -1, h"(z)=

3. Soit n € N. Comme h est de classe € sur |—1, +o0o[, on peut lui appliquer la formule de Taylor Young a
l’ordre n en 0, ce qui donne

\/]_-|—(pzj>0k2=0 k! * +O($)
En posant
(k)
VkeN, o= h k'(o)

On définit ainsi une suite (o) telle que

1 n
VneN, — = apz® + o™
Ml+xr—>0]§) k ( )

De plus, par unicité des coefficients du développement limité,

(n)
VneN, a,= R"(0)
n!
_ (=1)" (2n)!
To4n pl2
Et on en conclut
n{ 2n
Vn eN = - ( n )
n , Oy = o

4. Pour z € ]—1, +o00|, f(x) = h (z*). Donc on utilise le développement limité d’ordre 2 de h au voisinage de
0 pour obtenir le développement limité de f & 'ordre 8 en 0, ce qui donne

1 o3
1—w—+7m8+0(x8)

f(x):mmio 2 '8

Etude de (a,)nen
5. Déja, pour tout entier n, a, = % > 0, ensuite sachant (2n + 2)! = (2n + 2)(2n + 1)(2n)!, il vient
n €N, Uny1 _ (2n+2)(2n+1) 2n+1

= 1
an, 4(n+1)2 2n + 2 <

donc la suite | (a,) est une suite strictement décroissante de réels strictement positifs.

6. (a,) étant une suite décroissante de réels minorée par 0, | c’est une suite convergente de limite ¢ € [0, ag].

30/3/2023 5/@



| DEVOIR SURVEILLE 7 I
PC 28/03/2023

Intégrales de Wallis et équivalent de a,.

7. Soit m € N, par linéarité de l'intégrale

ImH—Im:/ol(l—t)?(\/l—t—l)dt

Et de plus,
vte[0,1], (1-t)2(V/1-t—-1)<0
Donc par croissance de l'intégrale
Im+1 - Im < 0
On en déduit

(Im)men est une suite décroissante.

8. Soit m € N, toujours par linéarité de l'intégrale

1 1
Lo = / 1-)%(1 -+t dt:Im—/ (tQ(l—t2)%)dt
0 0

On intégre alors par parties avec les fonctions de classe ¢! sur [0, 1], d’expressions respectives

u(t) = =5 (1 = )5t et v(t) = t, ce qui donne
-1 oot
Ipio =1, — | ——(1—t?)% Y —7/ 1—t3)%+hqe
m—+2 n l:m+2( ) 0 m—+ 2 0 ( )
Et donc 1
Lo = I — ——1I,
+2 g M
On en déduit aussitot
m—+2
Ipio = =1,
T M3
9. Démontrons par récurrence que pour tout n € N\ {0} :
(2"n)? (2n)!
Py Iy = ——, t: 2,:lpm 1= X2X—
= onr € 211 = (gnpyz © 27 Y
o Initialisation. I, = [ (1 —¢%)dt =1— L = 2 et d’autre part, a; = ;25 = 1
12
3CL1 3

Donc &, est vraie.

Deux méthodes pour déterminer I

— Calcul par changement de variable : ¢ = sin(u), changement ¢ de [0, 3] sur [0, 1] qui conduit &

I = fog 1 — sin®(u) cos(u) du = fog H%b(%) du = 7.
— Méthode géométrique : I est l'intégrale du quart de disque trigonométrique contenu dans le
quart de plan z > 0,y > 0. Donc I; = 7.
D’autre part,
T T
Za = —
27 T g
Donc 2; est aussi vérifié.

e Hérédité. Soit n € N*, on suppose que &, est vérifié et que 2,, l'est également. Alors d’une part,

d’apres Q.9.
2 2
Iopyo = 22713]% donc par hypothése de récurrence
(2n + 2)227(n!)? 2n +2

= @n 5320 +1)! on mulitplie par

(2n + 2)%22(n!)?
(2n +3)(2n +2)(2n + 1)!
_222((n 4+ 1)1)?
(2n + 3)!
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Si bien que &2, est vérifié.

De la méme facon, par Q.9. on a aussi

2n+1

2n+2

par HR (21 + 1)(2n)!27

 (2n+2)(27n!)24

(2n+2)(2n+1)(2n)127
(2n + 2)2(27n!)24
(2n 4+ 2)127

@ ((n+ 1))?

Iy = 2n—1

Donc 2,41 est vérifié.

e Conclusion. Par principe de récurrence, on en déduit que

221 (p!)? 1 2n)2r o«
V x I n — = t I n—-1= —— 5> = —Qan
PEN P T 0 T @it Dan - 1= npn2g — 2

Ainsi, on a démontré

1
VneN, I,=——"—— t Ion_1 = —ay,
" 2 (2n + 1ay, € 2n—1 “

IE

10. Les expressions obtenues en Q.9. montrent que pour m € N*, I,, > 0. En particulier I, > 0 positif pour
n € N*, mais aussi Iy = 1 > 0. Soit maintenant n € N*, par décroissance de la suite (I,,) établie en Q.8.

Iy, < Ipp—1 < Iop—2

Donc en multipliant par f > 0, il vient

I2n71 < 12n72

1< <
IZn IQn
Or d’aprés Q..
Loy Moot 1)
= —a, n an
I, 2

Iop—2 _ 2n+1
Ion = 2n

Et par ailleurs, par Q.8. , donc ’encadrement précédent se réécrit

Ll o 2l

2 nS Ty
ce qui donne finalement en multipliant par ﬁ > 0,
2 y 1
- < <
(2n+D)r (an)” < nw

11. Par positivité de a,, et croissance de la fonction racine carrée, il vient pour n € N*
2 e < 1
- <a, < —
m(2n + 1) )

Or,/ m W ﬁ, on peut donc appliquer le théoréme d’encadrement des équivalents, on en déduit

1
" oo vnm

a

il vient par produit d’équivalents a,, ~ %=, et donc
n—-+o0o

2n ?
1 /m
IQn ~ S\
n—+oo 2\ n
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- R - R

Etude de F': T di
= Jo f(t)

12. f est continue sur R, donc F' est définie sur R et c’est la primitive de f nulle en 0. En particulier, F' est

dérivable sur R et F' = f, or f est de classe € sur R (justifié en Q.1), donc a fortiori
| F est de classe € sur R. |
13. F’' = f est a valeurs strictement positives sur R, donc | F est strictement croissante sur R. |
14. Soit z € R. On effectue dans F(—z) le changement de variable affine ¢(u) = —u, ce qui donne
- 1 o1
Ve e R, F(—x)= ——dt = ———du=-F(zx
=2) o V14t 0o VI+ut (=)
Ce qui montre que | F' est impaire sur R.
15. Soit x > 1, d’apreés la relation de Chasles F(z) — F(1) = [/ \/ﬁrﬁ d¢. Mais par croissance de I'intégrale
sachant Vt € R*, m < 4 = il vient
F(z) F(1)</w T
xX) — NS —_ = —_—
1 t2 X
Donc | pour tout > 1, F(z) — F(1) <1-1.

16. Si il existe un réel A tel que F est croissante sur [A, +o0o[ et majorée sur [A, +ool, alors F posséde une
limite en 400 (et cette limite est la borne supérieure de F sur [4, +o00[) et si il existe un réel A tel que F
est croissante sur [A, +oo[ et non majorée sur [A, +ool, alors F' admet +oo pour limite en +oo.

D’aprés Q.16. pour tout réel z > 1, F(z) < F(1) +1 -1 < F(1) + 1, donc F est majorée sur
[1,+00[ et F est croissante sur R, par conséquent, le théoréme précédemment cité permet de conclure
que | F posséde une limite (notée «) en +oo.

17. Si f est continue sur un voisinage de 0 et admet pour développement limité d’ordre n € N en 0,
flx) = Z axx® + og(z™) alors f posséde des primitives et si F est I'une d’elles, alors F' admet en 0
un developpement limité d’ordre n + 1 donné par

n k+1

QX 1

F(z)=F(0 nt
@) =FO+3 5 (")

Ici, F(0) = 0, donc d’aprés Q.4.
1 1

Flx)=z— — — 9).

() == mx + Yk 9+ op(z?)

18. F(0) = 0 et F'(0) = f(0) = 1, donc la tangente 7 a pour équation y = F(0) + F'(0)x = x. Or

Flz)—= ~ T5a®, donc € est d’abord située au-dessus de la tangente T (lorsque x < 0) puis en dessous
xT—

de cette méme tangente. Le point (0,0) est ainsi un point d’inflexion pour %% : le graphe traverse la

tangente en ce point.

19. Soit > 0, alors par la relation de Chasles F (x) =["f , f(t)dt. On effectue le changement de variable

de classe ‘51 défini sur [(1,1)] par p(u) = L et 11 v1ent

F(x)—F(l):/lz\/ﬁilduz—/fwjiﬂduz—(}?@) —F(l))

Ainsi, | pour tout réel z > 0, F(z) = 2F(1) — F (1).
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20. F est continue en 0, par composition des limites on en déduit lirf F (%) =F(0) =0 et donc
Tr—r—+00

IEIEOO F(x) =2F(1) ce qui donne

a=2F(1)

21. La fonction F est croissante sur R et impaire, avec lim_, F' = —2F (1), F(0) = 0, lim; F = 4+o00. En

(1,F(1)), la tangente a pour équation y = F(1)z + F'(1)(x — 1) soit | y = F(1) + %(m —1). [ On peut

alors esquisser le graphe de F,
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