Corrigé du devoir surveillé 1 - Mathématiques - PCSI - Samedi 19 septembre

Total des points : 27,5

Exercice 1 - Calcul d’une somme (5 points)

Soit n € N*. Le but de cet exercice est de calculer, en fonction de n, la somme

n 1
So= 2 1+

. 1 1 1 2
1. Montrer que, pour tout kK € N ,1—1-?4-(]{_’_71)2 = <1+k’(/~c+1)) .
Réponse :
Soit k € N*.
1 2 k(k+1)+1\2
Al 1+ -— S (i S e
o (1vgry) = Crarn)
(K +k+1)?
o k2(k+1)2
K 2K 43K+ 2k 41
k2(k +1)2
1 1 2 12 12 2
P _ R+ R+ +E
k2 (k+1)2 k2(k +1)2
R 2P AR R 2k + 1+ K
B k2gk+1)2
kY 42k 43k 2k + 1
N k2(k +1)2
Donc 1 + : + <1+ ! )2
11 - = — .
BT R T 12 k(k+ 1)
1 point
& 1
2. En déduire que S, = n + kgl m

Réponse :

1
Sn = Z 1+ T2

1 2
= Z (1 + k("*"”) d’apres la question 1

1 1
= §<1+IM> car1+m20

1
= Z 1 + Z m par hnéarlté

okl + 1)
1 point

1 1 1
3. Montrer que, pour tout k € N*, m = g

Réponse :
Soit k € N*.
Alorsl— 1 :k+1_k: L .
k k+1 kE(k+1) k(k+1)
1 point
4. En déduire I’expression de la somme ]; l<:(k:1+1) en fonction de n.
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Réponse :
n

>

— ) d’apres la question 3

1 & <
= kE(k+1) = k+1
1 zn: 1 linéaritd
= - — —— par linéarité
= k ' = k+1
= 1- par somme télescopique

1 point
5. Conclure en donnant ’expression de la somme S,, en fonction de n.

Réponse :

n
1
S, = n+ kz::l m d’apres la question 2

= n+1— —— d’apres la question 4
n+1

1 point

Exercice 2 - Démonstration d’une inégalité (5,5 points)

Le but de cet exercice est de montrer, par récurrence, que, pour tout entier n > 2,

(n+1>” <l
n!
2

1. Réaliser l'initialisation.
Réponse :

IN" /3\* 9 9
Pour n = 2, nous avons <n—2i-) :<2> :Zet 2!:2<1.

Donc la propriété est vraie pour n = 2.

1 point
2. Développer (n + 1)" grace a une formule adaptée dont on précisera le nom.
Réponse :
n
D’apres la formule du binéme de Newton, (n + 1)" = Z (:) nk.
k=0
1 point
3. En déduire que (1+n)" > 2n™.
Réponse :
" In
(14+n)" = Z ( n¥ d’aprés la question 2
k
k=0
n 1 2y i
_ n n—
S 2 )
> n"+nxntt
= 2n"
1 point
4. Que devient cette expression lorsqu’on 'applique avec n + 1 a la place de n 7
Réponse :
(2+n)"*t > 2(n +1)" !
0,5 point

5. Réaliser I’hérédité et conclure.
Réponse :

. n+1\"
On suppose que, pour un entier n > 2, 5 > nl.
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2 on+1
2(n + 1)n+1

> ol d’apres la question 4

n+ 1\"
( 5 ) (n+1)
n!(n + 1) par hypothese de récurrence
(n+1)!

(n + 2)"+1 (n+ 2)"+1

v

. . : n+1\"
Par conséquent, par récurrence, pour tout entier n > 2, ( 2 ) > nl.

1,5 point
6. Quel est le plus grand nombre entre 2021! et 10112021 ?

Réponse :

= 10112021,

2021 + 1) 202
Pour n = 2021, nous avons 2021! < (2+>

Donc le plus grand nombre est 10112021,
0,5 point

Exercice 3 - Etude d’une implication (5 points)

Soient a,b € R. On considere I'implication P suivante :

[a# —1Ab# —-1|=a+b+ab# —1.

1. Ecrire la contraposée de I'implication P.
Réponse :
La contraposée de I'implication P est :
at+b+ab=—-1=[a=-1Vb=—1].
1 point

2. Montrer que la contraposée de I'implication P est vraie.
Réponse :
On suppose que a + b+ ab = —1.
DoncO0=a+b+ab+1=(a+1)b+1).
Donc, par propriété des réels,a+1=0oub+1=0.
Donca=—-1oub=-1.
Par conséquent la contraposée de 'implication P est vraie.
1 point

3. Que peut-on en déduire pour 'implication P 7
Réponse :
On peut en déduire que I'implication P est également vraie.
0,5 point

4. Ecrire la réciproque de I'implication P.
Réponse :
La réciproque de "implication P est :
a+b+ab#—-1=[a# —-1ANb#—1].
1 point

5. Est-elle vraie?
Réponse :
On procede par contraposée en montrant :
[a=—-1Vb=—-1]=a+b+ab=—-1
On suppose que a = —1 ou b = —1.
Procédons par disjonction des cas.
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e Sia=—-1lalorsa+b+ab=-1+b—-b=—1.
e Sib=—-lalorsa+b+ab=a—-1—a=—1.
Donc a + b+ ab= —1.
Par conséquent
[a=—-1Vb=—-1]=a+b+ab=—-1
et, par contraposée, la réciproque de 'implication P est vraie.
1,5 point

Exercice 4 - Intersection de plans (4 points)

Soit a € R. Le but de cet exercice est d’étudier la position relative des trois plans suivants dans lespace R3
selon la valeur du parameétre a.
e P d’équation cartésienne 2z + 3y + 4z = 5.
e P, d’équation cartésienne 6x + Ty + 8z = 9.
e P5 d’équation cartésienne ax —y + z = 0.
1. Montrer, a I'aide de la méthode du pivot, que si a = 1 alors les plans P;, P» et P3 sont sécants en
unique point dont on donnera les coordonnées.
Réponse :
On suppose que a = 1.
Soit (z,y, z) € R. Alors

20 + 3y + 42 = 5 20+ 3y + 42 = 5
6z + Ty + 8 = 9 — —gy—4zz—g
r — y + z = 0 L2<—L2—3L1 - —y - z = —=
L3<—L3—%L1 2 2
2 + 3y + 4z =5
— y + 2z = 3
LQ%_% 5y + 2 = 5
L3<——2L3
2 + 3y + 4z = b
< y 4+ 2z = 3
L3 < L3 —5Ls - 8 = -10
2 + 3y + 4z = 5
= y + 22 = 3
5
. 13 3
) 26 ) 12
— — 3_9,—-3_92_2_°2_=2
Y ‘ 12 27 2
5
z = -
4
3
r = —=
14
z — Z
15
Donc les plans P, P et P3 s’intersectent en un unique point de coordonnées (—4, 3 4).

2 points : 0,5 point pour l’élimination des x, 0,5 point pour ’élimination des y, 0,5 point pour l’ob-
tention des valeurs, 0,5 pour la conclusion

2. Dans le cas général ou a est quelconque, déterminer pour quelle(s) valeur(s) du réel a les trois plans
ne se coupent pas simultanément.

Réponse :
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Soit (x,y,z) € R. Alors

2z + 3y + 4z = 5
6z + 7y + 8 = 9
ax — y + =z =0
2z + 3y + 4z = 5
— — 2y3 — 4z = —56
L2<—L2—3L1 (—1—a>y —+ (1—20,)2’ = —j
Ly Ly — &L, 2 2
2z + 3y + 4z = 5
<:> Y + 2z = 3
Ly« % (24+3a)y + (4a—2)z = ba
L3 — 2L3
2v + 3y + 4z = 5
== y o+ 2z = 3
Ls + Ly — (24 3a)L2 (4a—2—4—6a)z = 5a—6—9a
2z + 3y + 4z = 5
— y o+ 2z = 3
(=2a—6)z = —6—4a
2z + 3y + 4z = 5
= y o+ 2z = 3
L3<__% (a+3)z = 2a+3
Donc, pour a = —3, la derniere équation devient 0 = —3 ce qui est absurde.

Donc, dans ce cas, le systeme n’admet pas de solution, donc les trois plans ne se coupent simultanément.

Réciproquement, si a # —3 alors le systeme admet une unique solution donc les trois plans se coupent
simultanément en un certain point.

Par conséquent les trois plans ne se coupent pas simultanément si et seulement si a = —3.
2 points : 0,5 point pour l’élimination des x, 0,5 pour l’élimination des y, 0,5 point pour a = —3, 0,5
point pour a # —3

Exercice 5 - Etude d’une suite (4 points)

On considere la suite (uy)nen définie par ug = 2, u; = —5 et, pour tout n € N,
Up42 = —dUpt+1 — OUp.

1. Montrer, par récurrence double, que, pour tout n € N, u,, = (—2)" + (—3)".
Réponse :

o Initialisation double : (=2)° + (=3)° =1+1=2=wug et (-2)' +(=3)! = —2-3= -5 =u.

« Hérédité double : On suppose que, pour n € N, u,, = (—2)" 4 (—3)" et U1 = (—2)" 1 +(=3)" 1,
Donc upi2 = —dupy1 — buy

=5[(=2)"! 4 (=3)" 1] — 6[(—2)" + (=3)"]

—5(=2)"! — 6(-2)" — 5(=3)" " —6(-3)"

10(=2)" — 6(—2)" + 15(=3)™ — 6(—3)™

4(=2)" +9(=3)"

= (=2)2(=2)" + (=3)*(-3)"

= (2 (g,

Par conséquent, par récurrence double, pour tout n € N, u,, = (=2)" 4 (=3)".

2 points : 0,5 point pour l'initialisation, 1 point pour U’hérédité, 0,5 point pour la conclusion

2 n
2. Montrer que, pour tout n € N, u,, = (—=3)" (1 + (3) )

oo — (2t (2 1) — o (10 (2
our tout n € N, 1, = (—2)" + (—3)" = (—3) ((_3)n+1) — (-3) <1+<3> )
1 point
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3. En déduire que, par absurde, la suite (u,)nen n’est pas convergente.

Réponse :
On suppose, par I'absurde, que la suite (uy)nen est convergente vers un réel /.
2 U 14
Alors, d’apreés la question 2 et car —1 < = < 1, (=3)" = ——~—5 — - = { ce qui est absurde
3 2 n—+oo 1
1+(5)

car la suite ((—3)")nen n’est pas convergente.
1 point

Exercice 6 - Etude d’un ensemble de suites (4 points)

Le but de cet exercice est de déterminer toutes les suites (up)nen vérifiant la propriété suivante :

VE €N, up > k| A[Vm eN, Jk € N, m = ug].
1. On considére une suite (uy)nen qui vérifie la propriété.

(a) Montrer que ug = 0.
Réponse :
En particulier, en utilisant la seconde propriété pour m = 0, il existe k € N tel que 0 = uy.
Donc, grace a la premiere propriété, 0 = ux > k > 0.
Donc k = 0 puis 0 = uyg.
1 point

(b) Montrer, par récurrence forte, que, pour tout n € N, u,, = n.
Réponse :

o Initialisation : D’apres la question 1.(a), up = 0.

o Hérédité forte : On suppose que, pour n € N, pour tout k € [0, n], ux = k.
Montrons que up+1 =n + 1.
D’apres la seconde propriété appliquée a m = n + 1, il existe k € N tel que n + 1 = uy.
Donc, d’apres la premiere propriété, n + 1 = up > k.
On suppose, par 'absurde, que n + 1 > k, autrement dit, n > k. Donc, par hypothese de
récurrence forte, n +1 = up = k ce qui est absurde car n + 1 > k.
Par conséquent k =n+ 1 puis n + 1 = ug = upy1-

En conclusion, par récurrence forte, pour tout n € N, u,, = n.
2 points : 0,5 point pour l’initialisation et la conclusion, 1,5 point pour I’hérédité
2. Répondre au probleme de cet exercice.
Réponse :
On procede par analyse-synthese.
o Analyse : Soit (u,)nen vérifie la double propriété.
Alors, d’apres la question 1, pour tout n € N, u,, = n.
o Synthese : Soit (uy)nen définie par, pour tout n € N, u,, = n.
Alors, pour tout n € N, u,, > n.
Et, pour tout m € N, m = u,.
Par conséquent la seule suite vérifiant la double propriété est la suite (uy)nen définie par, pour tout
n €N, u, =n.
1 point
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