Devoir maison 1 - Mathématiques - PCSI - 25 septembre/9 octobre

Exercice 1 - Factorielle, ccefficients binomiaux et bin6me de Newton (4
points)

1. Soient n,p,q € N tels que p < g < n. Montrer que (n) ( p) (n) ( )
p q q

q
2. En déduire que, pour tous n,q € N tels que ¢ < n, nous avons Z
p=0

n
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3. En déduire que, pour tout n € N, nous avons Z Z p
q=0p=0 n—q

4. En déduire, pour tout m € N*, la simplification de Z Z Z <n> < )
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Exercice 2 - Sommes doubles (8 points)

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes. Ecrire les résultats sous forme factorisée.

LY (i+)?

0<i,j<n

2. ) ij

0<i<j<n

3. Y min(i,j)

1<ij<n

4. Z ' pour x € R.
0<i,j<n

i
SN
o<igi<nd T1
6. > (i+))

0<i<j<n

7. ) max(i,))

0<i,j<n

8. > li—jl

1<i,j<n

Exercice 3 - Ensembles (4 points)

Soient E un ensemble et A, B,C € P(E).
1. Montrer que AUB=ANB<+<—= A=0B.
2. Montrer que ANB=ANC <<= ANnB=AnNnC.
3. Résoudre I'équation X N B = A d’inconnue X € P(E).
4. Montrer que (AU B)\(AUC) = B\(AUCQC).
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Exercice 4 - Arithmétique (9 points)

1. Soit n € N. Etablir les divisibilités suivantes :
(a) 6]5n%+n
(b) 5 ‘ 22n+1 + 32n+1
(c) 914" —1+6n
2. Déterminer le PGCD et les coefficients de 1’égalité de Bézout des entiers a et b suivants.
(a) a =33 et b=24.
(b) a=3Tet b=27.
(¢) a=270 et b= 105.
3. Soit n € N tel que n > 2. Montrer que si 2" — 1 est premier alors n est premier.

4. Résoudre les équations suivantes d’inconnue (z,y) € Z2.

(a) 152 +21y =6
(b) 372+ 27y =1

Exercice 5 - Sommes simples (8 points)

Soit n € N. Calculer les sommes suivantes. Ecrire les résultats sous forme factorisée si pertinent.

1. f: k(k+1)
k=0

n

2. > (2k+1)
k=0

3. (2"+4k+n-23)
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Exercice 6 - Systéemes (4 points)

1. Résoudre le systéme suivant d’inconnue (z,y, z) € R? et donner l'interprétation géométrique.

2r — y + 3z = 8
r + 2y — z = -1
3r + y + 22 = 7
2. Soit a € R. Résoudre le systéme suivant d’inconnue (x,y,2) € R? et donner I'interprétation géomé-
trique.
2 — y + =z 3
dr 4+ ay + 3z = 7
2t + y + az = 5
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Exercice 7 - Récurrences (4 points)

QU% +1 sin pair

1. Soit (up)nen la suite définie par ug = 0 et, pour tout n € N, u,q1 = L .
u, +1  sin impair.

Montrer que, pour tout n € N, u,, = n.

n
2. Soit (un)nen la suite de Fibonacci. Montrer que, pour tout n € N, u,, < <3) .

Exercice 8 - Quantificateurs (6 points)

1. Soit f: R — R une fonction. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.

(a) Ve eR, Jye R, y= f(x)
(b) Iz e R, Vy e R, y = f(x)
(c) Vy eR, Jz eR, y = f(x)
(d) IyeR, Vz eR, y= f(x)

2. Simplifier les ensembles suivants en détaillant proprement 1’égalité souhaitée.

(a) A={zeR | FeeR, z<e}
(b) B={zeR | Vee R, |z] <e}

Exercice 9 - Raisonnements (5 points)

1. Soit n € N. En raisonnant selon les restes possibles dans la division euclidienne de n par 3, déterminer
le reste de la division euclidienne de n? + n par 3.

2. Soit n € N. Montrer, par contraposée, que si n? est divisible par 3 alors n est divisible par 3.
3. Montrer que : Vo € Q,z + V2 ¢ Q.
4. Soient a,b € R. Montrer :
VneN, a2" +b3" =0l <= a=b=0.
5. Soit f : R — R une fonction. Montrer qu’il existe deux fonctions g : R — R et h : R — R telles
que :
« [=g9+h;
e JaeR, VzxeR, g(x) =a;
o h(0)=0.
Montrer de plus que le couple (g, h) est unique.
Indication : Pour montrer une unicité, deux méthodes sont possibles :

o l'analyse de ’analyse-synthese nous donne directement I'unicité ;
o on fixe un couple quelconque de fonctions (¢’, h’) qui vérifient les propriétés et on montre que

(g:h) = (g, ).

Exercice 11 - Exponentielle et logarithme (4 points)

Rappeler les différentes formules calculatoires sur les fonctions exponentielle et logarithme népérien.

Exercice 12 - Puissances (2 points)

Rappeler les différentes formules calculatoires sur les puissances.

Exercice 13 - Fractions (2 points)

Rappeler les différentes formules calculatoires sur les fractions.
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