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PROGRAMME DE COLLES N° 26
Semaine du 06/05/2024 au 10/05/2024

I¥"  Espaces vectoriels, applications linéaires ™1

A Nouveau format de la colle :

e Automatismes de calcul (env. 10 min) : quelques items simples parmi les thémes de la liste (actualisée

chaque semaine) en page 2.

e Restitution du cours (env. 15 min) : définition et/ou théoréme des chapitres au programme, puis

démonstrations, exemples ou exercices exigibles listés plus bas.

e Exercice(s) libre(s) (env 30 min).

— Chapitre 21 — Espaces vectoriels —

Révisions du programme précédent.

— Chapitre 22 — Espaces vectoriels de dimension finie —

Tout le chapitre.

|1 _Dimension d’un espace vectoriel| |2 Sous-espaces vectoriels et dimension|

1.1 Space vectoriel de dimension finig . . . . . 2.1  Dimension d’un sous-espace vectoriel, base

1.2 Fxistence d'une base en dimension finiel . . | adaptée a un SEV)

1.3 Dimension d'un espace vectoriel . . . . . ..

2.2 Dimension d’une somme, formule de Grass-

1.4 Conséquences sur les familles de vecteurs, |

caractérisation des bases parmi les familles L—Ulallll .o

de cardinal égal a la dimension, application 2.3 Supplémentaires en dimension finie, base

| au cas de la dimension infiniel . . . . . . .. | adaptée a deux SEV supplémentaires, ap-
1.5 Rang d’une famille| . . . . .. ... ... .. | plication aux hyperplans|. . . . . . ... ..

— Chapitre 23 — Applications linéaires —

Le début.

|1 L’espace vectoriel £ (E,F) [.5" Opérations entre applications linéaires,

| combinaisons linéaires, compositions| . . . .
1.6 Endomorphismes : commutation, puissances|

1.1  Définitions, exemples| . . . . . . . ... ...

1.2 Exemples de rétérence| . . . . . .. ... .

|2 Noyau, image|

(L3 Délinir une application linéaire par image | 2.1 Image d'un sous-espace vectoriel, calcul par

| dunebasel. . . ... ... L. - - — - -
| I'image d’une famille génératrice, image
[ d’une matricel . . . ... ...

1.4 Définir une application linéaire par restric-

| tion a un s.e.v., ou a deux s.e.v. supplémen- | 2.2 Noyau, lien avec l'injectivité, noyau d’une

[ Raired. . . . ..o oo I matricd . ...

Démonstrations, exemples ou exercices exigibles comme questions de cours

e Chapitre 22. Proposition 7 : caractérisation des bases parmi les familles de bon cardinal.

e Chapitre 22. Proposition 11 : 3 caractérisations du fait que deux sous-espaces vectoriels F' et G sont

supplémentaires en dimension finie.
e Chapitre 23. Proposition 11 : v € £(E,F) est injective ssi Keru = {0g}.

A venir : applications linéaires (suite).
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Automatismes de calcul

On donne quelques exemples de capacité attendue pour chaque théme.
Le cahier de calcul fournit également une excellente source d’entrainement/inspiration.

Trigonométrie.
Exemples : formule cos(2a), résolution de sina = sin b.

Calcul élémentaire de nombres complexes (module, argument, etc).
Exemples : calculer la forme exponentielle de v/3 — i, résolution de z™ = 1 dans C.

Calcul algébrique (fractions, simplification d’expressions, sommes et produits usuels, coefficients
binomiaux, formule du binéme, etc).

n n
Exemples : donner la formule pour ) q", calculer Z (Z) 2k,
k=1 k=0

Définition, dérivée ou primitive d’une fonction usuelle.
Exemples : définir Arctan , simplifier Arccos (cos(7)), théoréme de dérivation de go f, dérivée de x —

f(—=x), donner une primitive de x — ensemble de définition, de dérivabilité et dérivée de

x — Arccos < :1: >
r+1

IPP ou changement de variable simple.

1 1
te! dt, calculer J V1 —t2dt en posant t = sin .
0

20+ 1’

Exemples : CalculerJ
0

Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles & pdles simples.
4

¥ +1
37$pourx7£0;:l:1.

pour tout x # +1,

Exemple : décomposer

1 — 22
Equations différentielles.
Exemple : résoudre xy' +y = x sur R

Suites récurrentes d’ordre 1 et 2.
Exemples : expression de la suite vérifiant u,11 = 2u, + 1 pour tout n € N et ug = 1, expression de la
suite vérifiant vp49 = Upy1 + vy pour tout n € N et vg = vy = 1.

Limites de suites.
n

3TL 2n
Exemples : lim {/n, lim YT hm( > lim — Z x|, adjacence des suites définies par
k=
1 1
k=1

Matrices. 1
2 11 1 10 1 ! 1 1 1 B

Exemples : puissancesde |1 2 1],de [0 1 1], calcul de <3 4> ,de| 1 =1 1
11 2 0 01 0 -2

Compléments de dérivation : formule de Leibniz, obtenir des inégalités par les accroissements finis.
. N _ X

Exemples : dérivée n-iéme de x —— x%e =%, |Arctan x — Arctan y| < |z — y| pour tous z,y, o <

x

In(1 + z) < x pour tout z > 0.

Espaces vectoriels : montrer rapidement que des ensembles sont des s.e.v. et en donner une base, en
particulier pour ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne, de droites, plans ou d’inter-
sections de tels ensembles dans K", des s.e.v de polynomes, etc.
Exemples : {aX3 +X+a+8|ape R}, {(a:,y,z) ERY|x+y+z= 0},

{(zy,zt) ER* |z +2y+2—t=0 et 2z+4y+z+3t=0}.

Applications linéaires : calculer I'image ou le noyau d’une matrice.


https://colasbd.github.io/cdc/cahier_de_calcul_v13.pdf

