TDO06 PCSI Lycée Jean Perrin

TDO06- OSCILLATEUR HARMONIQUL

Exercice 2 : expression de la force de rappel

Donner P'expression de la force de rappel du ressort (de raideur k et de longueur a vide lj) qui s’exerce sur le
point M en fonction de x, €,, et éventuellement d’autres paramétres a déterminer.

méthode : si €, s’éloigne du point d’accroche du ressort : F=-k(I-1,)@,
si €, estorienté vers le point d’accroche du ressort : 1_5:+k(l—lo)€x
on cherche ensuite 'expression de la longueur du ressort /en fonction des parametres du probleme,
en se rappelant que :
* /est positive par définition

* x peut étre négatif selon le sens de 'axe et la position de l'origine du repere

Exercice 3
dx . d’x 2 2 . 2
1. E:—Aa)osm(a)ot)+Ba)ocos(a)0t) ?z—Awocos(a)ot)—Bwosm(wot)z—a)ox(t)

2
on a bien %Huéx(t)zo

dx d’x

2. EZCa)Ocos(thﬂp) ?:—Ca)ésin(a)otﬂp):—a)éx(t)
2
on a bien d—§+w§x(t):0
dt
dX_ . dZX_ 2 _ 2
3. E——Da)osm(woﬁq)) 7——Da)0cos(a)0t+¢)_—a)0x(t)

2
on a bien %ﬂuéx(t)zo
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Exercice 4 : Pour mieux comprendre le cours (2)
Résoudre les équations différentielles suivantes en introduisant une pulsation propre @, et en représentant le
systeme physique correspondant pour t>0.

d’q  C,*C, .
1. (L,+L,)—+——=q(t)=0 =CUy et =0
( 1 2) i | C,C, Q( ) avec qo 1Up € q,
52 : dzq C,+C, A 14 . N
On peut mettre Iéquation sous la forme —+————"—=q(t)=0 on reconnait équation homogene
dt C1C2<L1+L2)

C +C C.+C
différentiell 1ée 2 un illateur harmoni n wi=——L "2 oy =y —L2 2
érentielle associée a une oscillateur harmonique on a 5 C1C2(L1+Lz) 0 CICZ(L1+L2)

Solutions de I’équation homogene : q(t)=q0cos(w0t)+g—1sin(w0t) ici q(t)=C,U,cos(w,t)

Schéma du circuit :

. L L 2 1
on sait que pour un circuit LC série on a D=7
C,+C
Par identification  wg= i B par identification L, =L,+L, et C,= 1
C1C2(L1+L2) Leqceq ! i_}_i
¢, G

Ainsi on reconnait 'inductance associée a deux bobines en série et la capacité associée a 2 condensateur en série
On peut vérifier que 'on retrouve bien la méme équation différentielle

di qQ Q
L+L)S=—11_2
CZ ( 1+ 2) dt Cl C2
schéma du systéme L | q,(t)+q,(t)=q,
— Ainsi ( _dq,  dq,
L 3 (==
|
dq_ q, (q—q) d’q, 1 1, q
L,+L SR SR (N VAN S I S 1)
On a donc (Li+Ly) dai C, c, =>(L,+L,) ar "'Ch(c1 Cz) c,

Attention : on ne retrouve pas la méme équation pour q; (ni pour q;) on ne peut pas considérer que le
circuit précédent correspond a I’équation différentielle. Il ne faut pas simplifier trop hativement le

systeme
di
(L1+L2)E:_ (t)XCeq
schéma du systéme H C zﬁ 1 )_dq
- C G, T
Lz 2
C.+C
49, =2 (=0
I di*  CiCy(Li+Ly)

¢,U,

P - 4,
La tension initiale aux bornes du condensateur doit étre U=—— comme q,=C, U, U=
eq eq
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2
2. (m1+m2)%+kx(t):0 avecxo = Oet X,=A
t

o d’x _ k o o \
On peut mettre Péquation sous la forme —5+—————=x(t)=0 on reconnait I'équation homogene

dt (m1+m2)

ST N . . 2 k k
différentielle associée a une oscillateur harmonique ona  wy=———=2>w = 7— —
(my+m,) (m,+my)

Solution de I’équation différentielle homogne : x(t)zxocos(wot)+;—%sin (wot) ici  x(t)=Acos(w,t)

. . . k
on sait que pour un systeme masse ressort simple ona = @,= m
par identification on am = m; + m-
( on peut imaginer que deux mobiles ponctuels de masse respective m; et m?

Modélisation du systéme

ressort de raideur k

HV

3. dz—q+ L q(t)=E avec
dtz C,+C, °

qo = (C1+C2 )Uo et q'0:0

d’q 1 E,
— t o qit)=
dt L(C1+C2)
on reconnait ’équation différentielle associée a une oscillateur harmonique avec second membre.

.1 N
ont @TIC+C,)” VLG +G)

Deux méthodes possibles pour résoudre ’équation avec un second membre
méthode 1: les solutions seront de la forme q(t) = qu(t) + q,(t)

On peut mettre I’équation sous la forme

avec qp(t) une solution particulicre : qp(t):Eo(C1+ C,)

et qu (t) la solution de ’équation différentielle homogene associée

on connait la forme des solution de ’équation différentielle homogeéne associée
q,(t)=acos(w,t)+bsin(w,t)

Les solutions sont donc de la forme
q(t)=q,(t)+q,(t)=acos(w,t) +bsin(wyt )+ E(C,+C,)

at=0 ¢,=0=b=0 donc q(t)=acos(w,t)+E,(C,+C,)
at=0 q,=U,(C,+C,)=a+E,(C,+C,)=U,(C,+C,)=a=(U,~E,)(C,+C,)

finalement q(t)=(U,—E,)(C,+C,)cos(w,t)+E,(C,+C,)
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M¢éthode 2 : on effectue le changement de variable u(t) = q(t) — Eo(C; +Cy)
la variable u(t) vérifie Péquation différentielle homogene :  ii(t)+wau(t)=0

, Up
les solutions sont donc de la forme  u(t)=u,cos(w,t )+W0 sin(w,t)

avec up — qo — EO(C] + Cz) = (Uo — EO) (C1 +C2) ct UOZQOZO donc
finalement u(t)=(U,—E,)(C,+C,)cos(w,t)
comme q(t) = u(t) + E((C, +C,) , on retrouve q(t)=(U,—E,)(C,+C,)cos(w,t)+E,(C,+C,)

schéma du systéme

_ o . a_ 1
on sait que pour un circuit LC série on a D=T5

1 1 ) ) )
= ar identification L =L et C =C.+C
L(C1+C2) Leqceq p “ “ ! ?

. . . 2
Par identification wy=

Ainsi on reconnait la capacité associée a 2 condensateur en parallele

de plus dans I’équation différentielle qui correspond a la loi des mailles on voit la présente d’un second membre
constant qui correspond a un générateur idéal de tension de fem E,

On peut vérifier que 'on retrouve bien la méme équation différentielle a partir du schéma du systeme

Eo

di __q1
m Lois des mailles E‘ c, +E,
N’ N ﬂ:_qz"'Eo

A dt~ C,

4 _9
i 1 U (t) c, G,
L —— e C Loi des noeuds

l:ll'i'l2

d d d C
de " dt dt ' C,

ﬂ_dZQI(CﬁCz)

a4’ C,

dqu (C1+C2) _q

2 = +E,

dt C, C,

d2q1: —q Cl (1)

E
d>  L(C+C,) T (C+C))L

2 p—
De méme on peut montrer que i:%.;.%:%( +&):> dq, = K +E, C,
d d dt ' C,) a L(C+C,) °(C+C,)L

d’qg, d* — — C C
q21+ q22: ql + q2 +E0 1 +E0
dt*>  di’ L(C,+C,) L(C,+C,) (C,+C,)L (C,+C,)L

dz(q1+q2) _(Q1+q2) (C1+C2)

d>  (C+Cy)L U (C+C,y)L

en posant q(t) = qi(t) + q2(t) on a bien ’équation différentielle
2
LZ—?+ c }-C q(t)=E, de plus a t=0 si la tension aux bornes des condensateurs est U, est que les
t 170

condensateur sont en convention récepteur on a qo = qi +qz = (C; + C;)U,
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Exercice 5 : Tension aux bornes d’un oscillateur a quartz
La tension électrique v(t) aux bornes d’un oscillateur a quartz (tel qu’on en trouve dans les montres) vérifie
I’équation différentielle :
d?v
dt?
1 Quelle est la dimension de A ? Donner son unité dans le systéme international.

+A%v(t]=0 Avec A = 4,239x10" SI

dv
dt?
par identification @w,=A A est donc une pulsation propre qui possede la dimension de 'inverse d’un temps

~ , . . RN . . 2
On reconnait ’équation différentielle associée a un oscillateur harmonique de la forme +agv(t)=0

[A]=T"' Tunité d’une pulsation est rad.s™
2 Exprimer en fonction de A puis calculer la fréquence et la période de cet oscillateur.
wO:AzznfoafO:% TO:%O:TO:ZTE
Exercice 6 : Oscillations verticales
Un ressort de longueur a vide I, et de raideur k est fixé en O au plafond (voir O
figure). A son autre extrémité est attaché un mobile M de masse m, repéré par son
abscisse z telle que la position du mobile soit : OM =z u,. L’origine du repere est
imposée comme sur la figure ci-contre.
Effectuer un bilan des forces sur la masse. On considere qu’il n’y a pas de
frottements.

Le poids: P=mgil, laforce de rappel: F=—k(I-I,)i,=—k(z—1,)T,

Etablir I'équation du mouvement de la masse.
D’aprés le principe fondamental de la dynamique appliqué au mobile dans le
référentiel d’étude supposé galiléen :

ma:ﬁ+1_:‘:
2 A 2
a:dd(t)ZM:d—fJZ donc miﬁzzmgﬁz_k(z_lo)az

o . K,
en projetant sur I'axe z : mz—mg—k(z—lo)zz(t)+az(t)_g+g

Quelle est Pexpression de la position d’équilibre zg, ?
a I’équilibre I'objet est immobile dans le référentiel d’étude, son accélération est donc nulle

- k 1 m
ainsi on a —Zeq=g+k—°:>zeq=—g+lo
m m k

On pose u(t) = z(t) — zpq. Trouver 'équation différentielle satisfaite par u(t).

on a aussi
z(t) = u(t) + zpq soit z(t)zu(t)+%+l0 comme 7, ne dépend pas du temps ona  z(t)=ii(t)
1 en remplagant dans ’équation différentielle du mouvement
.k kl . k m kl " k kl kl . k
z+;z:g+ﬁ o u(t)+;(u(t)+79+lo):g+?° o u(t)+;u(t)+g+?°:g+?° o u(t)+;u(t)=0

Quelle est la période des oscillations ? Commenter.
On reconnait équation différentielle homogéne associée a un oscillateur harmonique  ii(t)+wgu(t)=0

par identification la pulsation propre est woz\/%

On retrouve la méme pulsation propre (et donc aussi la méme période des oscillations) que pour un
oscillateur harmonique horizontale
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Exercice 7 : Ressorts reliés horizontalement

Deux ressorts linéaires sont reliés a une masse m, leur autre extrémité restant fixée a un support vertical
(voir schéma). Le premier ressort a une raideur k; = 3,0 N.m™" et une longueur a vide 1,y = 10 cm ; le second a
une raideur k, = 10 N.m™ et une longueur 2 vide 1,y = 20 cm. Les 2 supports sont distants de I. = 1 m. L.a masse
m est susceptible d’osciller horizontalement (on ne tient pas compte du poids), sans frottement.

L

I Rechercher la position d’équilibre de la masse. L’origine en O et le sens de €, sont imposés comme ci-
dessus.

Bilan des forces sur le mobile :
Force du ressort de raideur k; sur le mobile :  F,=—k,(1,(t)—1,,)&,=—k,(x(t)—1,)&,
Force du ressort de raideur k; sur le mobile 1 E,=k,(L(t)—Ly,) &,
( pas de — car pour ce ressort le vecteur directeur n’est pas orienté du point d’attache vers le mobile )
d’apres la paramétrisation choisie F ,=k,(L—x(t)—1y)€,
si on néglige le poids et les frottements ce sont les seules forces a considérer
a I’équilibre on a x= x,, qui ne varie pas, Paccélération est nulle, donc les forces se compensent — leur
somme vectorielle est nulle :

ﬁl+ﬁ2:6:>_kl(xeq_llo)e_;-'-kZ(L_Xeq_IZO)Exza

ki (x,,—1,)€,=k,(L—x,—1,)€  en projetant sur l'axe Ox : ki (X, 10)=k,(L—x,,~Ly)

kz(L_lzo)"'kllw
k,+k,

(k1+kZ)Xeq:kZ(L_IZO)+kllIO2xeq:

2 Déterminer I'équation différentielle qui caractérise le mouvement de la masse.

D’apreés le principe fondamental de la dynamique appliqué au mobile dans le référentiel d’étude

ma=F +F,
2 A 2

a=TOM=0e, done me =k, (x(t)1,)&rh, Lx()=1)¢,
t t

en projetant sur I'axe Ox :  m&=—k, (x(t)—1Ly)+k,(L—x(t)—1,)
mx+(k +k,) x(t)=(k +k,)x,,

3 En déduire que ce dispositif est équivalent a un ressort unique dont on déterminera la raideur équivalente.

. (k+ky) (k,+k,) U L . ,
X+ x(t):—xeq on retrouve P'équation différentielle associée a un oscillateur harmonique de
m m
k,+k

1 2

k
pulsation @ = pour un systéme masse ressort unique ona W=y —+
m

la constante de raideur équivalente est donc keq = ki + k;
4 Calculer la période d’oscillation de la masse m (on prendra m = 100 g)

2 m . [100-107° _
a)O—TOzTO—br k+k, AN Ty=2m 3110 =0,55s
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Exercice 8% : Association de ressorts en paralléle

On associe en parallele (cf figure) deux ressorts élastiques, alignés, de raideurs k; et k,, de longueur a vide £, et
L, formant un systeme élastique unique de longueur £ = ¢; = £,.

N /\ —kq (f — 202) 1 Déterminer la raideur kgq et la longueur a vide orq du ressort
\7 V M élastique unique équivalent a cette association.

N ittt T - 2 Ce ressort est-il plus souple ou plus raide que chacun des deux

N /\/\/\ /\ ressorts dont il est formé ?

N \7 \/—k‘g (f — Egl)

Bilan des forces sur le mobile :

-

Force du ressort de raideur k; sur le mobile :  F,=—k,(1(t)—1,,)€,

X

_>

Force du ressort de raideur k, sur le mobile : —k,(1(t)—1y,)€,
Le poids et la réaction du support se compensent
Iéquilibre on a / = / . qui ne varie pas, 'accélération est nulle, donc les forces se compensent — leur somme
vectorielle est nulle :

-

F+F,=0=—k;(lpey—lo;)&,—k; (loey— 1) €,=0  en projetant sur Paxe Ox
_kl(l()eq_101)_k2(106q_102)20

k1 +k.1I
=k, lp,+k, 1, =1 2oL

(k1+k2)l 0eq— k1+k2

Oeq

Pour trouver la constante de raideur équivalente il faut considérer une force de rappel équivalente telle

que  Fr=—k,(I-ly,)e, et F,=F+F,

eq

ona F :ﬁl+F2:_kl(l_lm)éx_kZ(l_102)e_:(:_(kl+k2)(l(t)_l()eq)ax

eq

Par identification on en déduit k., = k; + k;

Exercice 9* : Mouvement d’un électron piégé dans un puits de potentiel
Un électron de masse mp=9,11x107"'kg et de charge q=-1,60x10"°C est piégé a l'intérieur d’un dispositif tel que
son énergie potentielle est :
1qV
P72 d2
On considére que Iélectron peut se déplacer uniquement sur 'axe (Oz).

E =

Z°ou Vo= -5,0V et d=6,0mm.

. , . , . ys . dz
1 Exprimer ’énergie mécanique de I’électron en fonction de z(t) et de @

2 On suppose que 'énergie mécanique est constante dans le temps. Exprimer puis calculer la fréquence
des oscillations des électrons dans le piege.

1 V1 dz\’
E,=E_ + Ep—_—2 q—d2 z +—2 mE(_dt)
2.

on peut retrouver ’équation du mouvement en dérivant la relation de conservation de I’énergie mécanique :

2 Ea=0=3q 2 20(02(0+3m, 23(0)(0=0= 1(1)(g 222 ()}+m, 7 (0)=0
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z(t)+ 1 (;2 z(t)=0 on reconnait ’équation différentielle d’un oscillateur harmonique de pulsation propre
mg
14 \%
wi= Vo _, w qV,

0 2
m,d

on peut vérifier 'homogénéité : [qFO]:[force]:M-L-T72 ( norme de la force électrostatique dans un

condensateur plan )

Vo _[force]
mgd®  M-L

—2 . . . . , , N
lq T ° on retrouve bien la dimension d’une pulsation au carré , le résultat est homogene

AN f=2,510" Hz

Exercice 10* : Association de ressorts en série

— = On associe en série (cf figure) deux ressorts

P lio e o T »I:O E élastiques sans masse, alignés, de raideurs k; et kz,. de

] : IMO T— longueur a vide Lo et Ly, formant un systeme élastique
AO:_\W\—#/M/_I unique de longueur totale £ = ; + ..

1. Montrer que l'ensemble est équivalent a un ressort
¢lastique unique de longueur a vide fopq = Lo1 + Loz dont on
exprimera la constante de raideur kyq en fonction de ki et
k.

2. Ce ressort est-il plus souple ou plus raide que chacun des
deux ressorts dont il est formé ?

1. dans cet exercice la force de rappel équivalente est notée T

Bilan des forces sur le ressort 2 :

-

Force du ressort de raideur k; sur le ressort 2 : 1_:1:—k1(l1 (t)—1,)e

X

Force du mobile sur le ressort de raideur k, : - f2:+k L(L(t)=Iy) e, (principe d’action réaction )

poids du ressort ( négligeable car masse négligeable) et réaction du support négligeable aussi
PFD appliqué au ressort 2 dans le réf d’étude supposé galiléen :

Mypssort2rosa=T 14— T, AVEC Myeqeon 2 12 masse du ressort 2 et a., ’accélération de son centre de
masse

- > ->

comme la masse du ressort 2 est négligeable : on a 6:1_"’1+—T2 =>T,=T,

Bilan des forces sur le mobile :
Force du ressort de raideur k, surle mobile : T,=—k,(L(t)—I,)é€,

Le poids et la réaction du support se compensent

PFD appliqué au mobile dans le référentiel d’étude supposé galiléen :
ma=T, = T,
* Mcéthode 1
Pour trouver la constante de raideur équivalente il faut considérer une force de rappel équivalente telle
que T =~k (I{t)~loe )& =(—ke I (t)+kloey) &, et T =T,=T, avecl (t)=L(t)+ L (t) et
E0EQ = Lo + Lo,

onadonc T, =T,=—ky(L,(t)—ly)€,=(—k,L(t)+k,l,,)é, mais aussi
_klll(t)+kllol)gx
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Par identification de la constante indépendante du temps on en déduit
kEQIOeq: kllm et kquOeq:kZIUZ

B0EQ = Lo + Lo,
keq(101+102):k1101 (L1) et keq(lm"'loz):kzloz (L2)

en combinant les deux équations (L1) x k; + (L2)x k;:

(kyk, +k k) (1, +1,)=k ko L+ ko k L, =k K, (1, +1,,)

1 eq 27 eq 172701 2711702

k k
finalement (k1k€q+k2keq) :kl kz :keqzﬁ
1T R

e Méthode 2:

on veut Teq:_keq(l(t)_IOeq)E:( avec BOEQ = £01 + £02 et E(t): E1(t) + fz (t) et Teq= 2=Tl

—

onsait que T,=—k,(L(t)=I,)&, et T,=—k,(L(t)—Iy,)&,

T, . . B} )
On remarque que qu—(l(t) loeg) € =—(1, () + L, ()= 1y, +1,)) €=~ (1, (t) =1, )& —(L,(t)~1,,) €,
eq

T, T. . T, T. -
or —= keq:_(l1(t) lOl)ex et ——= keq:_(lz(t) Ioz)ex

1 1 2 2
., T T. T, 1 _1 ki k,
ainsi U=y U= — =+ -k, =

keq k, k, keq k, k, 1k, +k,

Exercice 11* : Oscillateur incliné

Un ressort linéaire de longueur a vide I et de raideur k est fixé en O (voir figure). A son autre extrémité est
attaché un mobile M de masse m, repéré par son abscisse x telle que la position du mobile soit : OM =x&,. Le
ressort se trouve sur un plan incliné d’un angle a par rapport a horizontale. On considére que le ressort est de
masse négligeable devant m. L’origine du repére est imposée en O comme sur la figure ci-contre. On considere
qu’il n’y a pas de frottements.

1 Effectuer un bilan des forces sur le mobile M de masse m. On donnera en particulier les composantes de

chaque force sur les axes (Ox) et (Oy).

4

Force de rappel du ressort :
F=—k(I(t)-1,)&,=—k(x—1,)&,
Réaction du spport :
Ry=R,¢,
Poids du mobile
P=mj

Projection du poids selon I'axe Ox :

P =P-&=m§-¢€,=mgsin(a)

Projection du poids selon I'axe Oy :

Py=i5-€y=m§-é'y=-mgcos(a)

La projection du poids

sur I'axe Oy est dans le

sens opposé au vecteur
directeur €,
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2 Etablir Pexpression de la position d’équilibre xpq. Vérifier son homogénéité et sa cohérence physique.
A Péquilibre les forces se compensent :

Feq+§N+f’=6 avec F:q=—k(x g

«—lo) & en projetant sur Paxe Ox : —k(x,,~I,)+mg sin(a)=0=>xeq=lo+mT sin(a)

on sait que g est homogene a une accélération [g]=L-T~*
. . . k |m 1
on sait que pour un ressort horizontal la pulsation propre est  w,=4/—= m =[=]=T
m wy

de plus [sina]=g ainsi [n;(—gsin a]=L-T"*T’=L Iéquation est donc bien homogene

La réaction du support n’intervient pas car elle ne travaille pas lors du mouvement selon 'axe Ox

comme m, g, k et sin(X) sont des grandeurs positives on a xeq > 1y ce qui es cohérent cohérent car la

force de rappel doit étre non nulle pour compenser la composante selon Ox du poids
3 Etablir I'équation du mouvement de la masse. La résoudre pour x(0)=x#xgq et v(0)=0.
D’apres le principe fondamental de la dynamique appliqué au centre de masse du mobile dans le
référentiel d’étude
ma=F+R,+P
d’OM _d’x
2 dt2

comme le mouvement s’effectue selon 'axe Ox : da= e,
Ainsi mxé,=F+Ry+P
en projetant sur I'axe Ox : mx(t)=—k(x(t)—1,)+0+mgsin(a)

mx(t)+k x(t)=kl,+mgsin (o) mx(t)+kx(t)=kx,,

On reconnait I’équation différentielle associée a un oscillateur harmonique avec un second membre
Solution de I’équation différentielle associée a I’équation homogene
xy(t)=acos(w,t)+bsin(w,t) solution particuliére x,(t) = X

solution générale : x(t)=acos (a)ot)+bsin(a)0t)+xeq
at= 0 x(0) = xo
a=x,—X,, et comme v(0) =0 ona b= 0

finalement x(t):(xo—xeq)cos(a)ot)+xeq
4 Comment aurait été modifiée I'équation différentielle si on avait choisi l'origine du repére en xpq ?
Justifier.
Péquation différentielle vérifiée par la fonction x(t) est :  mx(t)+kx(t)=k X,
Déplacé l'origine en x, revient a effectuer le changement de variable x;(t) = x(t) - xpq
en effet quand on avait x(t) = xpq on a pour la nouvelle variable x;(t) = 0
X (t)=x(t) ainsi mx (t)+kx (t)=0
5 Quelle est la période des oscillations ? Commenter (homogénéité, cohérence physique) ?
On reconnait une équation différentielle d’un oscillateur harmonique de pulsation propre

.,k \/7
W=—=>wWy=4—
m m
m
T,=2x \/—
0 k
La période est la méme quelque soit X
1
M 1
) 1
[T,]= % =(T*?=T formule homogene
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