Chap.09 - oscillateurs amortis PCSI Lycée Jean Perrin

CHAPITRE 09 : OSCILLATEURS AMORTIS

I Définition mathématique et forme des solutions
Dans ce chapitre, on introduit un modéle physique appelé Poscillateur amorti

I.1) Définition :

/ On appelle oscillateur amorti un systéme physique décrit par une grandeur x
dépendant du temps et vérifiant une équation différentielle de la forme ’

x(0+ D x(Oraix()=f()

o )

* f(t) est une fonction du temps. ( Elle sera constante ou nulle dans ce chapitre)
elle n’est pas homogéne a x mais [f(t)]= [X] T?

. m, est une constante réelle positive qui est appelée pulsation propre de 'oscillateur
amorti et qui s’exprime en rad.s™.
* Q est une constante réelle positive appelé facteur de qualité de I'oscillateur amorti (sans
\\\,, dimension)

I.2) Résolution de ’équation différentielle associée a un oscillateur amorti

a) solutions générales d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 a coefficients
constants_

on considere le cas général d’'une équation différentielle homogene :

ax+bx+cx (t ) =0 avec a,b et c des réels non nuls (dans ce chapitre)

Rmq Si a,b,c sont tous strictement positifs (ou tous strictement négatifs)

, . . . W, 2
On peut Pécrire sous fa forme canonique x(t)+6 x(t)+w)x(t)=0

Expression de w, et Q en fonction de a,b,c :
5‘(+%x+%x(t)=0 par identification a)ézg et ﬁzngZ%wO:%@
Application directe :

Ecrire I’équation différentielle ci-dessus sous forme canonique et donner la valeur de Q et wy.

3%+2x+x(t)=0
5(+§)'<+§X(t):0 par identification a)?):%:m)(,:

Par analogie avec le cas de ’équation du premier ordre, on peut chercher des solutions de la forme
x(t) = exp(rt) ou r est une constante. D’apres les propriétés de 'exponentielle :

x(t)=re"=rx(t) et x(t)=r’e"=rx(t)=r’x(t)
en injectant dans ’équation différentielle sous forme canonique :

ak(t)+bx(t)+cx(t)=0 = ar’x(t)+brx(t)+cx(t)=0=(ar’+br+c)x(t)=0
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Comme x(t) n’est pas la fonction nulle il faut ar® + br + ¢ = 0.
C’est une équation polynomiale du second degré d’inconnue r

* Rmgqvoc ar’ + br + ¢ = 0 est appelée_équation caractéristique associée 2 ’équation différentielle
ar’ + br + c est appelé polynéme caractéristique de Péquation différentielle
(il ne faut pas confondre I’équation différentielle et I’équation caractéristique )

* Rmgq 2: Si équation différentielle est sous forme canonique, I’équation caractéristique est sous la
forme :
@,

Q

2 2
r+—r+w,=0
* La résolution de 'équation caractéristique dépend du signe de son discriminant :
A=b’-4ac
201-4Q°
(=)

. (2] 2
sous forme canonique A= a"— dwy=w,

2

2

Ily a 3 cas a envisager

i) cas ou_ A>( Rmgq (vocabulaire) : On parle de régime apériodique ¥
( cela correspond a Q<% )

le polynome caractéristique posséde deux racines réelles :

_—b—vA _—b+vA
rl—iza et rz—gza

—wy_o, [1-4Q° _  _-0, 0 [1-4Q°

2 2\ ¢ T T2y @

Sous forme canonique r,=

(" les solutions de ’équation de I’équation différentielle sont donc des combinaisons linéaires des deux solutions
t ryt
x,(t)=e"" et x,,(t)=e" ¥

. — rt r,t

* Application directe :

Trouver la forme des solutions de Péquation différentielle % (t)—3x(t)+x(t)=0
Equation caractéristique associée a Péquation différentielle : r*—3r+1=0
Discriminant : A=b’—4ac=9—4=5
305 345

et r
2 )

Racines du polynéme caractéristique : r,=

les solutions sont donc de la forme :
3—+5 . 3++/5

x(t)=A,e > +A,e ’

t

Remarque : comme les racines sont positives quand t — ©  x,,(t)=e"" et x,,(t)=€"

on dit que Péquation différentielle  %(t)—3x(t)+x(t)=0 n’est pas stable

divergent

Vocabulaire :
Une équation différentielle est dite stable si les solutions de ’équation différentielle homogeéene
associée tendent toutes vers 0 pour t tendant vers Pinfini

On sait que la fonction exp(rt) tend vers 0 pour t tendant vers I'infini si r < 0 et tend vers I'infini si r > 0
P’équation est stable si et seulement si les deux racines 1, et r, sont négatives
on peut montrer que c’est le cas si et seulement si a,b et c sont de méme signe
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@

Q=1/2
_b_—oy
2a 2Q  °

mais on peut aussi montrer que  x,,(t)=te™ est aussi solution de 'équation

ii) cas ou A=0 Rmq (vocabulaire) : On parle de régime critique

. _1
( cela correspond a Q_E ) @

Le polynome caractéristique possede une racine réelle: r,=

une solution  x,,(t)=e""

différentielle

les solutions sont donc des combinaison linéaires de ces deux solutions :

x(t)=A,e" "+t Aye" '=(A,+tA,) e A=0

* Application directe :

trouver la forme des solutions de ’équation différentielle  X(t)+2x(t)+x(t)=0
Equation caractéristique associée a ’équation différentielle :  r’+2r+1=0
discriminant : A=b’—4ac=4—4=0

racine du polynéme caractéristique : r,;= - = -1

les solutions sont donc de la forme :
x(t)=Ae “+tre
Rmgq (vocabulaire) : On parle de régime pseudopériodique

o~

cette solution est stable
iii) cas ou A<(

( cela correspond 2 Q>1 )

2
Le polynome caractéristique possede deux racines complexes conjuguées:
_—b—iVI=A] __—b+ivVI—A]
! 2a 2 2a
—
t =
on posant “205
onaaors r=—C-io r="C+iw
' 2a > 2a
, —w —w, . P

sous forme canonique r=———iw r,=——+i®w avec w=w, (4Q > 1)=w0 - >

2Q 2Q 4Q 4Q

rt

x, (t)=e"" x, (t)=e"
les solutions généra sont des combinaisons linéaires de x;(t) et x,(t) :
x(t)=2Ae" +A,e™

Remarque : Les grandeurs physiques sont en générale des grandeurs réelles ( et pas complexes) On va donc

chercher une forme des solutions qui permettra de mieux faire ressortir le caractére
on peut construire par combinaison linéaire de x,; et x,» d’autres solutions de I'eq diff :

sont des solutions de I’équation différentielle

Chlio)e (ZPiiw) b —iwt, it b
xl(t):%(em+er2t)=%(e 2a [+€ 2a [): zat(%):e 2a COS(CUI)
_i nt_nt _i( (;—a—ia))t_ (2—2+iw)t)_ ;—2t e—iwt_l_eiwt B % '
xz(t)—zi(e e )—21, e e —e (—21, )J=e * sin(wt)

/Les solutions générales {

-b

x(t):eﬂt(A cos(a) t)+Bsin(a) t)) e e =

2a

Forme canonique des solutions :

peuvent donc aussi se mettre sous la forme de combinaison linéaire de x;(t) et x,(t) :

\

o

A<0

x(t)=e 2"

-,

Acos(a)0 1-

4Q°

o
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* Application directe
Trouver la forme générale des solutions de I’équation différentielle suivante
2% (t)+4x(t)+10x(t)=0
on peut mettre 'équation sous la forme X (t)+2x(t)+5x(t)=0
Equation caractéristique associée a ’équation différentielle : r*+2r+5=0
disctiminant : A=b’—4ac=2"-4-5=—16
—2 416 -2 416

racines du polynéme caractéristique : r1:7+1‘ &t =i

r=—1+42i r,=—1-=2i

les solutions sont donc de la forme :
x(t)=e"*(Acos(2t)+Bsin(2t)]

Remarque comme exp(-t) tend vers 0 en +0 la solution est stable
b) cas d’une équation avec second membre
Les solutions sont de la forme x(t) = xu(t) + xp(t)

* sile second membre n’est pas constant la solution particuliere n’est pas simple a trouver
nous verrons cela dans les prochains chapitres

* sile second membre est constant &(t)+% x(t)+wix(t)=K

pour assurer ’homogénéité on peut écrire 5<(t)+& x(t)+w; x(t)=w; X,

en régime peusdo-périodique les solutions seront de la forme :

—t
x(t)=e?* (Acos(wt)+Bsin(w t))+£2
0
on trouve A et B en utilisant les conditions initiales
La résolution d’une équation différentielle du deuxi¢me ordre requiert deux conditions initiales : la valeur du

signal X et la valeur de sa dérivée a l'instant initial X,
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I1 Le circuit RL.C série : un oscillateur amorti électronique

I1.1 définition du systéeme étudié

a) schéma électrique b) signal délivré par le GBF
Echelon e(t) Régime libre
UR urL {e<t):05it<0, Les deux sont e<t):E05it<0;
_:I_m E,, si t>0 possible e(t)=0, si t>0
L . e(t)A A
R ' Eo —Eo eft)
(D1e c==|ue
— )t T >
Condensateur Condensateurt
déchargé a t=0 chargé a t=0

I1.2) Equation vérifiée par u.(t) et forme des solutions
a) Equations diff
La loi des mailles impose : e(t) = uc (t) +ur (t) +ur (t).

De plus, R, L et C sont traversés par le méme courant d’intensité i(t) et sont en convention récepteur:

. di : du,
ug=Ri(t) UL:LE(t) et i(t)=C "
d’u, du,

En remplacant dans la loi des mailles pour t>0 : E,=u_(t)+LC 7 +RC at
t

Cette relation est une équation différentielle du deuxieme ordre.

d’u, Rdu, 1 _E,
2 = +—uc(t)_—
7 dt© L dt LC LC

Sous forme canonique :

/ =

2
d'u, o,du,

elle est bien de la forme 7 + Q dt w,u,(t)=w, E,
e 1 1 @y _R 1|L
\far identification a)gzﬁzw():ﬁ et Eozf:in =

Rmq 1 : plus R augmente plus le facteur de qualité est faible ce qui cohérent. De méme pour C. plus L

augmente , plus le facteur de qualité est important
Rmq2 : en TP il ne faut pas oublier la résistance interne du GBF et la résistance du bobinage de la bobine

. o : . 1
Remarque importante : on définit parfois un facteur d’amortissement £ tel que | & :E
52 . . , - . 5 , . .. \\_,ﬂ_*/
I’équation différentielle sous forme canonique lors d’une réponse indicielle peut aussi s’écrire
d*u, du 2 2
+2Ew,—+w,u.(t)=w, E
dtz 0 dt 0™c ( ) 00

régime critique si £=1 apériodiquesi £>1 pseudo périodiquesi &5<1
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b) Représentations temporelles des solutions selon la valeur de Q pour une réponse indicielle

circuit RLC serie : Evolution temporelle de uc(t)

J T
17.5 ﬂ_) = 0=073
| T est la pseudo-période - Q=0.5
15.0 1 3 —_— Q=5
y T
—
12.5 - §
T -
=5 L~ _
E.. Enveloppe exponentielle -o,
S d’équation e(t)ZEO(l—eZQ )
7.5 1
5.0
2.5
0.0 1
0 2 2 6 8 10
t(s)

Rmq 1 (voc) w=w.l1- 4le=w0w/ 1-&” est appelée pseudo-pulsation de Poscillateur

T
On peut déterminer graphiquement la pseudo-période T = 27 = 0
W, \/ 1- \/

1
40Q°

1- 12
4Q

Rmq 2:
* on a toujours T>T, et quand Q— ®© la pseudo-période tend vers la période propre de
Poscillateur harmonique associée T= T
animation
Rmgq 3 : Plus un systeme est amorti ( son facteur de qualité QQ est petit) moins il oscille.

Un oscillateur de grand facteur de qualité oscille beaucoup avant de s’arréte

Expérimentalement on remarque que
= nombre d’oscillations avant d’atteindre le régime stationnaire

I1.3) Détermination de u(t) pour la réponse a un échelon

a) Recherche des conditions initiales
Pour t < 0 le circuit n’a pas encore été alimenté donc toutes les grandeurs électriques, tensions et intensité, sont

nulles

u(0)=0
i(0)=0
comme uc(t), tension aux bornes du condensateur, est une fonction continue :
uc(0+) =uc(0) =0 Les conditions initiales sont les
comme i(t), intensité traversant la bobine, est une fonction continue : mémes peu importe le régime pour

une réponse a un échelon

i(0" =i(07) = 0.
du,
dt

Or, d’apres 1a loi du condensateur : i(t) = .On adonc:
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Les solutions seront de la forme :
u(t)=uc u(t)+uc ,(t)

avec ucp(t) une solution particuliere, ici  u, p(t)=Eo

2
d Ue,n Do du, 4
a* Q dt

et ucu(t) la solution générale de I’équa diff homogene : +w§uc, 4(6)=0

b) Solution en régime apériodique

.1 1 L 1 . R L i,
Si Q<E:E E<5 les racines du polynome caractéristique sont positives :

(cela corresponda  £>1 )
équation caractéristique :
W,

Q

2 2
r+—r+w,=0

. - —w . s
racines r,= 2Q°(1+V1—4Q2) et r,= 2Q"(1— 1-4Q%) (les deux racines sont négatives)

La solution générale de I’équation différentielle homogene est :

_2—650(1+\/1—4Q2)t _220(1—\/1—4Q2)t
uC)H(t):)Lle +A,e
—w —w N
% (1+41-4Q")t 0(1—y/1-4Q%)t
finalement uc(t):AlezQ +Z282Q +E0

Solution unique vérifiant les conditions initiales
( A a savoir retrouver mais absolument pas a apprendre par cceur !)

at=0": u(0")=0=>A,+A,=—E,

du(t du —r
A=llr1e“+/’\.2 rye” donc at=0" —<(07)=A,r +A,r,=0=>1,=—>1,
dt dt r
_ -, _ ry—r, _ 1
Al"'/lz__Eo = ( +1)/12__E0 = ;Lz__Eo 2/12_ — E,
r r, r,—r,
—-r r
et comme 11:—2&2:'/11: 2 E,
r r—r
! b ( A\ a savoir retrouver mais absolument pas a apprendre par
—w, —— ceeur !
or rz—r1=T\/1—4Q
—(1+1/1—4Q2) ;a(;o(l+\/1—4Q2)t (1_ 1_4Q2) _2‘;;“(1— 1-4Q")t
Finalement : uc(t)= e + e +E,

2¢1-4Q* 2V1-4Q’

Rmgq : Méme si pour Q< 1/2 la solution « ressemble » a celle qu’on obtient pour un circuit du RC du premier
ordre, la présence de la bobine impose une intensité du courant nulle a t= 0" donc
si on « zoom » sur Lorigine, la tangente a la coutbe u.(t) en 0" est nulle pour le circuit RLC apériodique
ce qui n’est pas le cas pour un circuit RC du premier ordre
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c) Solution en régime critique

SiQ:% = % %:% (cela corresponda §=1 )
racine double du polynéme caractéristique : r,= 23" =—w,

et la solution générale de I’équation différentielle homogene est :

uc,H(t>:(/11+t)Lz)e_w0t

finalement uc(t):(ﬂ.1+t/'\.2) e_w°t+E0

Solution unique vérifiant les conditions initiales
( A a savoir retrouver mais absolument pas a apprendre par cceur !)

* uc(0) =0=Eo+ A donc: A = —Ep;
* la dérivée de uc (¢) par rapport a r est :

% (t) = Azexp (—ant) + (A1 + Aat) (—ax) exp(—ant),
ainsi : d
%C(U) = A2 — wol,
d’ou:
A2 = —anEy.

u(t)=—E,(1+w,t)e” " +E,

c
d) Solution en régime pseudo-périodique

SiQ>% 2% %>% (cela correspond 2 §<1 )

Racines du polyndéme caractéristique :

- - -
Sous forme canonique r=——'—iw r,=——+i®m avec w=wy (4Q Zl)zwm 1t .
2Q 2Q 4Q 4Q

La solution générale de ’équation différentielle homogene est :

O=e[ 1——L_¢)+Bsin(w,1-—
u. ,(t)=e ( cos(w, Q7 )+ Bsin (o, Q0 )
ﬂinsi
30" : 1
u.(t)=e?*? | Acos(w, 1—4ta)+Bsm(a)0 1_4Q2 t)|+E,

en fonction du facteur d’amortissement :

\ uc(t)=e_§“""(Acos(w(,\/ 1—E&°t)+Bsin(w,V 1—§2t))+E0
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Solution unique vérifiant les conditions initiales
( A a savoir retrouver mais absolument pas a apprendre par cceur !)

u.(0")=e’(A)+E, = 0=A+E, = A=—EFE,

de plus
du,_ 0, 55t , 1 : 1 20t , 1 1 1 1
I=2—Q°e2‘2 (—Eocos(a)0 1—4—ta)+Bsm(a)0 1—4ta))+eZQ (+E0w0 1—4—stm(wo I—L‘ta)+Bw04/1—402cos(a)0J1—4Qzt))
du 1 —E,

c + w 1 a)O
0)=Bwy/1———+—=E,=0=Bw \/1——+—E = B=———
dt( ) 0 4Q2 2Q 0 0 4Q2 2Q 0 4Q2_1

finalement

—w,

1 1 ) 1
t)=—E_ e *? 1— t)+— 1—
uC( ) 0e COS(C()0 4Q2 ) er_lﬂn(a)o 4Q2

En fonction du facteur d’amortissement

uc(t)z—E0e§w°t(cos(w0\/ 1—§2t)+%§2 sin( e,y 1—§2t))+E0

ﬁ(ematques \

¢ quand Q — © on trouve retrouve u,(t)=—E,cos(w,t)+E,
c’est cohérent car I’équation différentielle est alors celle d’un oscillateur harmonique, on s’attend a une solution
sinusoidale

t)|+E,

* Pamplitude des oscillations est « enveloppée » par des exponentielles de constante de temps

ZQ/ Wo. ( 2Q )
\_ ) /

. du, )
Rmq: comme i(t)=C—= on a aussi

dt

I1.4) Détermination de u(t) pour la réponse en régime libre

d’ d
e(t) =0 donc ey RAe, 1
de L

" +Euc(t)=0 C’est ’équation homogeéne !

Par contre a t=0" le régime permanent est atteint donc bobine est équivalent a2 un

u(0)=E,
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I1.5) temps de réponse a5 %

a) Définition
Ce temps de réponse a 5%, noté Tk, est la durée au bout de laquelle le systéme atteint sa valeur finale
a moins de 5%, lors d’un essai indiciel (réponse a un échelon de hauteur E ). Le signal reste alors
compris entre 0,95 et 1,05 fois la valeur finale

1 ,05 x valeur finale 1,05 x valeur finale

0,95 x valeur finale 0,95 xvaleur finale

TR TR

C’est une définition arbitraire
b ) Expressions approchées de Ty dans les différents régimes

Rappel Pour un systéme qui décroit de faon exponentielle avec un temps caractéristique T, le temps de réponse a 5 % est donnée par T R™ 3 T

En régime apériodique :

uo(t)=A, 020 T g 2 T e u(t)=A e+ AL e A E,
10<Q<<1/2 enutilisant V1-x =, 1-Z+o(x) ef:ZZ% _____>NEZ%2—2Qﬂ
ona (1+/1-4Q%)~2-2Q° et (1-V1-4Q)~2Q’
ainsi 1 = 1-4Q)~=2(2-2Q) et r=—20(1-1-4Q)~=22(2Q%) soit ry~—w,Q

2Q 2Q 2Q 2Q

onadonc |r[>|r,| donc A,e"" va décroitre beaucoup plus vite que  A,e™

On considére que le temps caractéristique du systeéme est associée a ’exponentielle qui décroit le plus

lentement
s e 1 . -1 1
On peut définir alors un temps caractéristique 7 =max ( ) ici T=—~——
r, ©,Q
3
Ty=3t=>T,~——

®,Q
Ainsi :

Rmq : Plus Q est faible ( tout en étant inférieur a 1/2) plus le temps de réponse sera important
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En régime pseudo-périodique
Q = nombre d’oscillations avant d’atteindre le régime stationnaire
Ainsi T = QT avec T la pseudo période

a N
Onaalors | T,~Q 2
1
Oy 1——
4Q
\\\ / e ™\

soit\T

Remarque : Quand Q>>1/2 ona T NQ w QNT Q

\/_
Le temps de réponse augmente avec Q si Q>>1/2 en effet, le signal depasse plusieurs 1,05 E, et
redescend sous 0,95 E, plusieurs fois aprés avoir atteint une premiere fois 0,95E,

Méthode 2 ( valable si Q >>1) Circuit RLC série : évolution de u(t)

L’amplitude des oscillations est « enveloppée » par des exponentielles de temps caractéristique de
variation T7=2 % (e )

Par analogie avec un circuit du premier ordre ( on ne considére que les enveloppes)

32Q_6Q

NS‘L’:T ~N——< @, wo

Régime critique.( graphiquement)

circuit RLC serie : Evolution temporelle de uc(t)

11.0

Tk Temps de réponse a 5 % en fonction de&

— Q=0.8
1000 /-\ — Q=0.5
g | — Q=0.72
N // 10.0
100 = //

J_(i‘
M,
uc(t)

9.0 1

—_
o
N
\\
—

onRNSK ‘L'Eq:i
4

8.5

1
0,01 0,1 v \ 10 100 80
Q=%@§=1 |
75 i
Valeur de ¥ qui minimise 5 i Yy | . . | |
: Pour Q= => 0T ,~5>T =~ - 0.25 0.50 075 T,(QE®8) 125 150 175 2.00
le temps de réponse w, T.(Q=0,72) (s)

J

Ve I

Le temps de réponse minimal est atteint pour € = 0,69 soit Q = 0,72

Pour §=0,69=>w,T ;~3= TRN(%

donc pas en régime critique !
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I1.6) Analyse énergétique

Bilan de puissance dans les conventions choisies : e (t)i(t)=u, (t)i(t)+u.(t)i(t)+ug(t)i(t)

Cette égalité met en jeu différentes puissance
- Per(t) = e(t)i(t) est la puissance instantanée fournie par le GBF au circuit ;

-Pu(t) = uy‘(t)i(t)lest la puissance instantanée regue par la bobine de la part du circuit ; orP, ( t):%
dE.
- Pc(t) = uc(b)i(t) est la puissance instantanée regue par le condensateur de la part du circuit or P (t)= dt

1
avec Ec(t)=ECuCZ(t)

- Pr(t) = ugr(t)i(t) = Ri*(t) = Pjoue(t) estla puissance instantanée recue par la résistance qui est dissipée par
effet Joule.

Dans le cas de I’essai indiciel, ou e(t) = E,, la relation entre ces puissances est :

Pear(6)=--(EL (O Ec(O)}+ P (0

Pénergie fournie par le générateur est en partie stockée dans le condensateur et la bobine et pour le
reste dissipée par effet Joule.

La figure ci-dessous permet de préciser cela, dans le cas d’un régime pseudo-périodique : au cours de
Iexpérience, I’énergie totale stockée dans le circuit (C’est-a-dire dans le condensateur et dans la bobine E(t)
+Ei(t) ) représentée en pointillé passe de 0 a E; =1 /2 CEy’ ; elle est d’abord stockée sous forme
magnétique, puis essentiellement sous forme électrique et a la fin uniquement sous forme électrique
( dans le condensateur Ec(t) =1/2 C E,*)

1,6 1 T
b
1,4 7 \|‘
] 0,8 i l.
1,2 1 | \
H \
114 0,6 - i
H i
0.8 ! \
0,6 ] .;' 0,4 -1 “
0,4 ! o
0,2 - 2
4] ; . . o —_ . ;
o 1 2 3 o 0.5 1 1,5
essai indiciel (Réponse a un échelon ) régime libre

Dans le cas du régime libre, ou e(t) = 0, et condensateur initialement chargé la puissance fournie par le GBF
est nulle et ’équation s’écrit : %(EL(t)+EC(t)):—PM,e(t)

L’énergie électromagnétique totale stockée (Eo(t) = + E.(t)) n’est pas conservée , elle diminue
car elle est dissipée dans le résistor par effet Joule

Rmgq : comme I’énergie électromagnétique stockée diminue, on en déduit que quand t— o E, (@) =0
Comme E(t) et E;(t) sont des grandeurs positives ou nulles :

E(t—>®©)=0etE (t—>®)=0

Par définition de E (t) et E(t) :

u(t— )= 0 et Lic(t-)oo):%=0 (en régime libre!)
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III Le systéme masse-ressort avec frottements fluides : un oscillateur amorti
mécanique

I11.1) définition du systéme étudié
On considére dans ce paragraphe un mobile de masse m qui se déplace dans un fluide le long
d’un axe vertical R

on liche sans vitesse initiale le mobile en I’écartant de sa position d’équilibre

b) hypothéses simplificatrices et modélisation: Fluide
*  On modélise le mobile par un point matériel M tel que OM(t) =z(t)
* On suppose que le mouvement s’effectue seulement selon ’axe
passant par €, G et dirigé par
(mouvement a une dimension : 1D )

* On néglige la masse du ressort devant celle du mobile m, <<m

* On suppose que le ressort possede un comportement linéaire lorsqu’il subit une
contrainte il exerce une force F=—k(z(t)—1,)€, sur le mobile

z

* On suppose que le fluide dans lequel se déplace le mobile exerce une force sur ce

dernier proportionnelle a la vitesse du mobile f=—A12 ( t ) e,

IT1.2) Obtention de ’équation différentielle
systeme étudié : mobile de masse m
Principe fondamental de la dynamique appliqué au systeme dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen

-

dV 7 - 7
—=F+ +

avec v=2z(t)€, le vecteur vitesse du centre de masse du mobile
En projetant sur I'axe (O, €, ) mz(t)=—k(z(t)—1))+mg—Az(t)
sy — K _ _A . k Ao . k
2(t)=—=(2(t)=1,)+g 2= 2(t) 20+ 2(0)+ 2 2(0=g+1,
Ve A\
. y k _k m R
finalement : Z(‘)"‘;Z (t)*‘gz(t)—aleq avec Zeq:lo"'Tg A retrouver ,

Remarque : z est la position d’équilibre du mobile lorsqu’il est immobile
IT1.3) Résolution de ’équation différentielle (iici en régime libre)

, . . . W, .
On peut mettre équation sous forme canonique  (t)+—z(t)+wyz(t)=w;z,,

4 M
. . . k ? w m
par identification : w0=\/; e 6°=ﬁ=>Q =@,

z(t)= zu(t) + z.q on trouve une éq diff homogene pour u(t)

z"H(t)+%zH(t)+wng(t)=0

On retrouve les 3 cas déja étudiés selon la valeur de Q
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a) Solution pour Q>1/2
Par analogie avec le circuit RLC (a savoir retrouver ! ) :

20" 1 : , 1
z,(t)=e*? | Acos(w, 1—4Q2t)+Bsm(a)0 1—4Q2
0" , 1 : 1
et z(t)=e*? | Acos(w, 1—4—Q2t)+Bsm(w0 1—4ta) +z,,

Solution vérifiant les conditions initiales

t)

z(O)zeO(A)+zeq = zo—zquA = A=(zo—zeq)

de plus
—w. % -o,
dz_" D0, 5" Acos(w, I—th)+Bsin(a)0 1--1 St) ve?? —Awodl—%sin(woJl—%tthn 1—%cos(a)04ll— St
d 4Q 4Q 4Q 4Q 4Q 4Q

dt~ 2Q

dz .+ 1 W, \/ 1 Wy ( O_Zeq)
—(0" )=Bwy4/1— ———A = 0=Boy/l-———==A = B=—F7———
dt< ) 0 4(22 2Q 0 4Q2 2Q [402_1

finalement

t)=\z,— e_zgn[cosw 1—1t+ 1 sin(w 1—1
Z() (Zo Zeq) ( 0 4Q2) ml ( 0 4Q2

t) +2,,

b) Evolution temporelle en régime libre pour diftérents Q

systéme masse-ressort amorti: Evolution temporelle de u(t) =z(t) - z_eq en régime libre
Q=0.3
— Q=0.5
— Q=5

10.0 4%

F.5.
Enveloppe exponentielle

d’équation —w,

5.0 |
e<t):(20_zeq e

2.5 1

0.0

u(t) =z(t) — zeq

S B

—5.0 4

e

10

t(s)

Remarque : plus le fluide est visqueux plus A est important et plus le facteur de qualité est faible
On appelle aussi les frottements fluides des frottements visqueux
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d

—I|E . (t)+E.. (t)|=—P t
Analyse énergétique : voir ex 6 du TD09 dt ( pmlamque( ) Cm( )) fm“emm( )

N R
Energie mécanique

L’énergie mécanique totale n’est pas conservée , elle diminue car elle est dissipée par les frottements

IT1.4) Analogies électro-mécaniques

circuit RLC oscillateur
série meécanique
signal g(t) = Cuc(t) x(1)
signal dérivé i(r) v(t)
|
C =
k
parametres L m
R A
ulsation propre @y . i
p prop JIC o
facteur d’ ti t&E IR 2 & B
acteur d’amortissemen 3 I 2 T
L fL km
facteur de qualité —/ =
qaltitc € RV C ]
e lctieboientiols | Loyt 2
énergie €lectrique/potentielle 3 up = °C 3
. g s i | o
énergie magnétique/cinétique ELI Emv




