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TD09—-OSCILLATEURS AMORTIS

Exercice 1: Questions de cours (a savoir faire sans le cours sous les yeux)

On
1
2

co

considere un circuit RLC série soumis a un échelon de tension a t=0. A t=0", le condensateur est déchargé.
Etablir ’équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur.
Ecrire cette équation sous forme canonique, en faisant apparaitre la pulsation propre et le facteur de
qualité, dont on donnera les expressions et les dimensions.
Donner lallure et le nom des trois régimes transitoires différents possibles. On donnera pour chacun des
régimes transitoires la valeur du facteur de qualité associée.
On ¢’intéresse au régime transitoire pseudo-périodique.
4.2 En recherchant les racines du polynéme caractéristique, déterminer Uexpression de uc(t). On justifiera
les conditions initiales choisies. On pourra introduire une pseudo-pulsation a définir.
4.b Représenter I'allure de uc(t) et représenter la pseudo-période sur le graphe.
4.c Exprimer la pseudo-période T en fonction de la période propre Ty et du facteur de qualité Q.
Commenter.
4.d Déterminer la durée du régime transitoire (critere a 95%). Commenter.
On s’intéresse au régime transitoire apériodique.
5.a En recherchant les racines du polynome caractéristique, déterminer la forme de 'expression de uc(t).
5.b Déterminer la durée du régime transitoire (critere a 95%). Commenter.
On s’intéresse au régime transitoire critique.
6.2 En recherchant les racines du polynome caractéristique, déterminer la forme de I'expression de uc(t).
6.b Déterminer la durée du régime transitoire (critere a 95%).
Faire un bilan de puissance.
Comment varie I'énergie électromagnétique d’un circuit RLC en régime libre ? Justifier. En déduire I’état
final en régime libre.

Exercice 2 : parametres caractéristiques

Un

2
N - L e . ds .ds
systeme linéaire est décrit par ’'équation caractéristique suivante :  3—+ 2—>+s(t)=e(t)

dt dt

1 Calculer sa pulsation propre, son facteur de qualité

I’équation différentielle associée a un oscillateur amorti sous forme canonique on a

&s, @0 ds
di* Q dt d’s 2ds 1
On peut modifier la forme de I'équation différentielle : ?-‘-5 di 3 S

(t)+wss(t)=b

si e(t) est indépendante du temps, on reconnait la méme forme d’équation.
Par identification :

Ce systeme est soumis a un échelon de tension. Quel est Pordre de grandeur de la durée du régime
transitoire ?

Comme Q>1/2 le régime est pseudo pétriodique.

équation caractéristique : r’ +§ r +% =0 discriminant A=( %) —3 ==

0
: A R 0 . .
les racines du polynéme caractéristique seront de la forme z—il @ avec ® la pseudo-pulsation du

1
4Q°

\/_K

N 2 .
systéme ici w=-——=-—  cCestcohérentcar w=wy1—

2 3



(Chap.10 - Oscillateurs amortis| PCSI Lycée Jean Perrin_|

la pseudo pulsation est donc  T= ZWH

en régime pseudo-périodique, On observe environ Q pseudo-oscillations avant d’atteindre le régime

permanent

ainsi T, = QT
-3

T.=mvV3-—=~11,5s
K V2

comme c’est une méthode tres peu précise on garde seulement un ordre de grandeur :
T, est de Pordre de 10! s

Exercice 3 : circuit RLC parallele

Considérons un circuit RLC paralléle. A t=0, on ferme I'interrupteur K.
R =509, L =0,10 mH, C =10 nF, I, = 10 mA.

ID‘QE‘]R L C——h(t)
K

1 Etablir 'équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du condensateur u(t).
lo
)
Ir I \IV
I <
0 R L C ——(t)
- f
K

u(t)

Loi ¢’Ohm dans R : u(t):R:‘R(t)=>ip(t)=T

I, =i +i, +i,

du
Relation tension courant pour le condensateur lc( t)— E (t)
. . . di L di L u ( t)
Relation tension courant pour la bobine u(t ) LE( ):>I (t) T

Pour faire apparaitre la dérivée temporelle de iy, il faut dériver la loi des nceuds

_dip di; di, ld_u(t)+u(t)+C@=0

_+_ JES——

0=
dt " dt T dt R dt L de

2 Donner les expressions de wo et Q (appelé facteur de qualité), puis les calculer.

On peut mettre 'équation sous la forme
2
t
d_g.*.i Q ( t) +M -_ 0
dt- RC dt LC

On reconnait I’équation différentielle homogene associée a un oscillateur amorti
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Sous forme canonique on a
d'u @ du
dt* Q dt

Par identification :

(t)+wou(t)=0

1 w, 1 \/E
W= t —=——>0Q=R¢/—
“Vic °© 0 rC TR
AN ©,=1,0100rad /s
et Q=1/2

3 Quel est le régime de variation de u(t) ?
Comme Q=1/2 le régime est critique

4 Al'instant t = 07, I'intensité du courant est nulle dans la bobine et le condensateur n'est pas chargé.

Déterminer I'expression de u(t), en justifiant les conditions initiales choisies.
At=0 i, (0)=0 etu0)=0
Par continuité de l'intensité du courant dans une bobine i;(0%) = i;,(0)=0
Par continuité de la tension aux bornes du condensateur u(0”) = u(0) =0 = u,

il faut une deuxiéme condition initiale

. ey u(0”
Drapreés la lot Ohm dans R U(t>=R1R(t)=>lR<0 ):%:0
d’apres la loi des nceuds a t= 07 1, = 1(07) . du, .\ du,.« 1o
Draprés la relati i d . L(07)=C=2(07)==2(07)=—=u
pres a relation tension courant pour un condensateur : c dt dt C 0
expression générale de u(t)
équation caractéristique : r2+60r+a)(2)=0
régime critique donc A=0
racine double du polynéme caractéristique : r,= _20(;":—%
ult)= (R ) e
utilisation des conditions initiales :
uy=0=>4,+0=0=4,=0
donc u(t)=ti,e ™ et u(t)J=r,e "' —w A,te ™
. IO
comme u,=—
e
Ry, A, 0= 2 ) =28
2 07%2 2 C
Iy o

finalement u(t)=t
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Exercice 4 : circuit RLC série en régime libre

UR
=it L
R Les notations des courants et tensions ne sont pas explicitées sur le schéma par 1'énoncé,
C [Uc‘: auquel cas il est sous-entendu que toutes les tensions sont orientées de fagon cohérente
L i
B —
ur,

avec ug et que les dipdles sont orientés en convention récepteur.

L’intensité i est continue car elle traverse une bobine. Ainsi,

i(0Y)=i(07) =0

car le circuit est ouvert a4 £ < 0. De méme, la tension u¢ est nécessairement continue car aux bornes du condensateur
donc

uc(0+) =uc(07)=Up

Enfin, la tension aux bornes de la bobine se déduit de la loi des mailles a l'instant t = 0™ et de la loi d’Ohm,

ugp(07) + uc(07) +ur(07) =0  don 2z (0F) = —ugl0t) = ~Up.

En régime permanent, le condensateur est équivalent & un interrupteur ouvert donc

UL,co = 0

La bobine est équivalente & un fil, si bien que

et d’aprés la loi des mailles on en déduit

UR oo + UC,00 + UL,00 =0 d’ont UC,ec = 0.

IE D’apres le comportement a £ = 0, on en déduit que la grandeur y correspond a I’'intensité i. Un oscilloscope
ne peut pas mesurer directement une intensité, il faut donc mesurer une tension qui lui est proportionnelle, ¢’est-
a-dire la tension aux bornes de la résistance. Obtenir la courbe représentant y en fonction de ¢ demande donc de
brancher 'oscilloscope en paralléle de la résistance.

| Ici, il n'y a aucun appareil branché sur le secteur type GBF, donc pas de conflit de masse a craindre.

IE D’aprés la loi des mailles,

di
up +uc +up =0 soit Ri+uC+LE=U
en utilisant les lois de comportement. Pour pouvoir relier ue & i, il est nécessaire dériver,
di duc dZi di 1 d2i
R—+—4+L—5=0 d’on ) ot BRI Py it S
de ~ dt di? dt ' C a2
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Eerivons maintenant cette équation sous forme eanonique pour faire apparaitre les paramétres cherchés,

d’i Rdi 1

g tee Y

On identifie alors 1/LC = wy et R/L = 2mwp d’ott

d?i di
_a+2ﬂmn_a_ +wnza' = 0).

de? dt

Forme générale des solutions : L'équation différentielle est homogéne, il n’y a donc pas de solution particuliére
a déterminer (une autre formulation possible est de dire qu’elle est nulle). Pour déterminer la forme générale de la
solution homogéne, trouvons les racines du polynome caractéristique,

r? +2muwpr+wl =0.

Son discriminant vaut
amlul — dwd = dwf(m? -1) <0

car m < 1. Ainsi, les racines sont complexes conjuguées et valent

2mwy |,/ AwE(1 — m? . '
ry = — 20:|:1 ”(2 )=—mwnzl:1wg\/l—m = —muwy L if}.
Comme le discriminant de 'équation caractéristique est négatif alors le régime est pseudo-périodique et les solutions

s’écrivent toutes sous la forme
i(t) = [Acos Qt 4+ Bsin Qt] e~ "™«

L’intensité est pseudo-périodique, et {2 est sa pseudo-période. On peut 'évaluer 4 partir de la pseudo-période T”
lisible sur la courbe. Par exemple, TV = t2 — t; d’oll

2m
ta —t1

@ Trouver la position des maxima n’est pas simple du tout a cause de 'amortissement exponentiel, qui complique
beaucoup la recherche des zéros de la dérivée. Cependant, compte tenu de la courbe donnée, on peut faire I'approxi-
mation que la position des maxima est directement donnée par ceux du sinus car 'amortissement est faible. Ainsi,
le k-itme maximum est atteint lorsque

Qty. = _% + 2kn soit = ET’ + (k—1)T"

avec k un entier. y, et yo correspondent aux deux premiers maxima, aux instants t; = 37" /4 et to = TT" /4. Ainsi,

Yo e TmuwoT' /4

U T a—3muwT’ /4

—mnwy T

=e

Pour aboutir a4 une relation encore plus simple (je ne sais pas ce qu’attendait 'examinateur, qui 'aurait précisé auv
candidat au cour de 'oral) , on peut supposer m < 1, auquel cas Q ~ wy et donc T” ~ 27 /wp. Dans ce cas,

Rp——

Y1
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Exercice 5% : Décrément logarithmique et frottements fluides

Une masse m d’altitude z est attachée a un ressort vertical de raideur k=10N.m ™" et de longueur a vide
1)=10cm fixé au point O. En plus de son poids et de la force élastique du ressort, la force est soumise a une

force de frottement fluide F = —hv’. Un capteur fournit I'évolution de Iabscisse u(t) de la masse par
rapport a sa position d’équilibre au cours du temps.

1 Etablir 'équation différentielle vérifiée par z(t). Quelle est la position d’équilibre zgq ?
En déduire I’équation satisfaite par u(t) = z(t) — zgq.
systeme étudié : mobile de masse m
Principe fondamental de la dynamique appliqué au systéme dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen
dv

F+mg+f
m— mg+f

avec v=2(t) €, le vecteur vitesse du centre de masse du mobile
En projetant sur laxe (O, €, ) mZ(t)Z—k(Z(t)—lo)+mg—h2(t)
oy —K _ _h. . k h.,\_  k
0= 2(0)-1 g~ () 0K (g D3 0= gr K1,
, h . k k
finalement : Z(t)*‘ﬁl(t)"‘al(t)zaleq avec Zeq210+%

Remarque : z est la position d’équilibre du mobile lorsqu’il est immobile. En effet, a Péquilibre le systéme est immobile donc
2=0 et z=0 donc z=z2, N

en posant u(t) = z(t) - ze on @ i'l(t)+;il(t)+%u(t)=0

2 Exprimer la pulsation propre wy et le facteur de qualité Q en fonction des données du probléme.
On reconnait une équation différentielle associée a un oscillateur harmonique

it(t)+ 22 i (¢)+ 0 u(t)=0
Q
par identification : (1)0:1/k et %:%:szo%zi,/mk
m

3 Résoudre I’équation différentielle en s’aidant du graphique. On ne cherchera pas a déterminer les
constantes liées aux conditions initiales.

D’apres le graphique on remarque des pseudo-oscillations on en déduit que le régime est pseudo-périodique

(1))
. . P 2 0 2
I'équation caractéristique est "+ 6 r+w,=0

Le polynéme caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées:

—w —w 2_
rlzz—Qo—ia) r,= 2Q0+iw avec W=, (4§Q21):a)0 1 1

—m,

u(t)=e?? t(Acos(a)t)+Bsin(wt))

avec O la pseudo-pulsation
4 Exprimer la pseudo période T en fonction de la période propre Ty et de Q.

271 27 T,

T=="—=
@ 1 1
6UOJl_4QZ \/1_4(22
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u(t+T)=eE(HT)(A cos(w(t+T))+Bsin(w (t+T)))
u(t+T)=e*? "e20 t(A cos(wt+T o )+Bsin(wt+T w))
Avec T:ZWH

done u(t+T)=e*? "e20 t(A cos(wt+27)+Bsin(wt+2x))

finalement u(t+T)=ezQuru(t):>ln(ﬂ):w l

u(t+T) °2Q
1 donc 2
W 1-—— 1 Y4Q*-1
0 40 2Q41_4—Q2

6 Calculer le décrément logarithmique en utilisant le graphique (on utilisera les positions de la masse a

chaque passage au maximum).

On calcul 8 pour chaque pseudo-oscillation
on calcul 0.3,0.29 ,0.31, 0.32, 0.29

t(s)

On peut choisir la valeur moyenne 6 = 0.3
7 En déduire la valeur de Q.
2 2 2
o= 2'75 = 4 5= :i :>4Q2=1+4Jz :>Q:1/l+ﬁ—2
VaQ*-1 4x° 4Q'-1 S 4 5

AN : Q~10,5

Attention sur le graphique on ne voit pas toutes les pseudo-oscillions avant le régime
stationnaire, on ne peut pas estimer directement Q
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8 A partir du graphique, donner la valeur de la pseudo-pulsation.

On lit sur le graphique 5T=49s T=098s donc  w=2L

9 En déduire les valeurs numériques de m et de h.

wza)mfl—%:wo:#:ﬁ >m=—(1-——
4Q /1_ 1 m ® 4Q
4Q°

AN m =230 g et par définition du facteur de qualité

Q=%,/mk=>h=_‘”"" AN =0,15kg /s

=6,4rad-s "
T ra
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Exercice 6* (d’aprés X/ENS) : Interprétation énergétique du facteur de qualité
On considére un circuit RLC série en régime libre. A t=0, le condensateur est chargé avec une charge qo.

1 Etablir I’équation différentielle satisfaite par la charge q(t) du condensateur lors de la décharge. Définir,
en fonction de R, L et C, la pulsation propre du systeme ainsi que le facteur de qualité. On donnera leur

dimension.
UR ur,
Y Y u, (t)+ug (t)+u,(t)=0
R L '

C —_|uc cantpour L et R dipdles en conv réc

. di
R L— =
)1 91 1) =0

relation charge accumulée sur 'armature positive et tension pour le condensateur q(t)=Cu,(t)

. » , . d
relation intensité charge accumulée l(t)Z—q

dt
2
finalement  pdq ) d q(t)+Q(t):0

dt dt? C
d’q .\, Rdq .\, a(t)_
o (t)+L o (t)+ IC =0

On reconnait I’équation différentielle d’un oscillateur amorti, sous forme canonique on a

2
“H 0+ v aja(0)=0

par identification :

:Lﬁw :i et &zgﬁQ:l £
Lc " JLc Q L RYC

On se place dans la suite dans le cas d’un amortissement faible, c’est-a-dire Q>1/2.

2
Wy

2 En partant du polynéme caractéristique, donner 'expression de q(t). On justifiera les conditions initiales
utilisées.
Le polynome caractéristique possede un discriminant positif en régime apériodique
équation caractéristique :
@,

Q

2 2
r+—r+w,=0

Le polyndbme caractéristique posseéde deux racines complexes conjuguées:
L= —b—ivI=Al  _ —b+iV=A]
! 2a 2 2a

. —w —w 2_
sous forme canonique r=—'-io r,=——+iw avec a):wm/(Lf):wm/l— 1 :
2Q 2Q 4Q 4Q

—w,

q(t):eth Acos(w gyl 1-

t)+Bsin(w 41— 1 2t)

4Q 4Q
at=0 g(0) = qo par continuité de I'énergie stockée dans C (et donc de la charge accumulé car
Ec(f) =1/2q(f)*/C ona q(0") =q(0)=qo
de plus a t=0"le condensateur est chargé. Le régime permanent est atfteint , le condenstaeur se
comporte comme un interrupteur ouvert donci (07) =0

2



PCSI

‘Chap. 10- Oscillateurs amortis ‘

‘Ly(‘éc J Perrin

par continuité de I'intensité du courant traversant une bobine i(0+) =i(07) =0

comme i(t):Z—? ona ¢(0%)=0

ainsi q(0")=q,=>A=q,

gy T
dq_~% 3"

(Acos(a) t)+Bsin(a)t))+e%ﬂl(—Aw sin(wt)+Ba)cos(a)t))

dt 2Q

dq e 1 o, 1 o,
99 (6=0>Bw |1-—— 20 A 0=Bw |1-— 20
g (0)=0= w“\/ 4q’ 2077 wO\/ 4Q? 2Q®

q,

VaQ -1

B=

3 Donner la durée du régime transitoire en utilisant le critére des 95%.
d’apres Iexpression de q(t), Le signal q(t) est enveloppé par des enveloppes exponentielles de temps

caractéristique de variation T=2 a%
le temps de réponse a 5 % (critere des 95 % ) est défini par I,=37

On se place dans la suite dans le cas d’un amortissement tres faible, c’est-a-dire Q>>1.

4
Q(t)m_z—a(;" eﬁt(q0 cos(wot))+ eZ—Qt(—qowosin(wot))

—w,

J~w, donc q(t)~e?? t(qocos(a)ot))

comme Q>>1 le premier terme est négligeable devant le second et

—w,

t
(I(t)Ne 2Q (_‘Iow()Sin(wot))

5 En déduire I’énergie électromagnétique E,,(t) contenue dans le circuit a instant t.

E,(t)=E(t)+E.(t)

: 1q(t)
E, (t)==Lq(t)+=
(0=t Lglepe L8l
Em(t)N%Letha)éqésmz(wothiéethqésinz(wot)
o ail
* LC )
Em(t)N%%evtwéqésiﬁ(wot)+%%e7tq§sin2(wot):ﬁ
1 2,0
Em(t)Nchoe

—w,

t

gee ¢ (cos’(w,t)+sin’(w,t))
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6 Que dire du signe dedjf;" » Commenter.
dt Q2C dt

I’énergie électromagnétique stockée diminue car elle est dissipé dans le résistor par effet Joule

7 Evaluer la variation relative « d’énergie électromagnétique contenue dans le circuit pendant une pseudo
période :
a= En(t) — En(t+T)
En(t)

0, @,

(e+T) 0o,
Em(t+T)N%q§e Q =%q§e ¢ xXe?® or

27
T~T0~w—0 donc e ~e

ainsi E, (t+T)~E, (t)xe @
2
E,(t)—E,(t+T) E,(t)(1—e °) 23

=""F ) E() ¢

En déduire une caractérisation du facteur de
qualité. On donne exp(x) = 1+x pour x<<I.

=27

Comme Q>>1 alors 2m/Q <<1 ¢ 2 ~142%L

et finalement

a=2—” A
Q

Exercice 7: Suspension d’un véhicule =—k(I-1,)

systeme : {voiture ponctuelle de masse M} P=m g
Ref: TSG

Bilan des forces

Le poids : P=—Mgi, la force de rappel : F=—k(l1-1,)0,=—k(z—1,)T, o

D’apres le principe fondamental de la dynamique appliqué au mobile dans le référentiel d’étude supposé galiléen :

Md=P+F
2 7 2

a:ddoy:%ﬁz donc  Mzid,=—Mgi,~k(z—1)q,
t t

. ok .
en projetant sur I'axe z : MZ__Mg_k(Z_IO)zz(t)"’MZ(t)—_g*'ﬁ

Z(t) - ZH(t) + ZEQ
avec

- k e . k
Zy(t)+ M ZH (t)=0 pat identification la pulsation propre est @,= i
On retrouve la méme pulsation propre (et donc aussi la méme période des oscillations) que pour un oscillateur

harmonique horizontale
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