Exercice n° 1 : satellite en orbite circulaire

Dans le référentiel géocentrique (supposé galiléen), un satellite artificiel de masse m se déplace
suivant une orbite circulaire de rayon » = R + h autour du centre de la Terre (4 étant son altitude
par rapport a la surface terrestre). Ce mouvement peut s’étudier simplement a [’aide du PFD.

1. Montrer que la vitesse v est constante, et donner sa valeur en fonction de G, M, R et h.
2

yars s T .
2. En déduire la période 7 du mouvement, et montrer que la constante — a la méme valeur
r

pour tous les satellites. Quelle est la loi équivalente pour le systéme solaire ?

3. Exprimer I’énergie cinétique et I’énergie mécanique du satellite ; quelle est la relation simple
entre les deux ? Commenter le signe de ’énergie mécanique.

4. Un satellite est dit géostationnaire s’il est immobile par rapport au référentiel terrestre.
Quelle est alors sa période ? En déduire son altitude % et commenter.

9. Pour que le satellite puisse tourner, il faut d’abord le lancer ! Le satellite étant initialement
immobile par rapport a la Terre, sur une base de lancement située a la latitude A, une fusée

lui fournit un travail W pour ’amener sur son orbite avec la vitesse initiale calculée précé-
demment.

a) Quelle est I’énergie mécanique du satellite avant son lancement ? (On n’oubliera pas de tenir
compte de la rotation de la Terre.)

b) Calculer le travail W que la fusée doit fournir au satellite. Ou doit-on placer de préférence la
base de lancement ?

c) Calculer, en pourcentage, I’économie réalisée entre un lancement depuis I’équateur (A, = 0)
et un lancement depuis le Nord de 1I’Europe (A, = 55°), pour 4 << R. Commenter.

Exercice n°2 : Changement d'orbite

Un satellite artificiel, assimilé a un point matériel M de masse m = 900 kg, se trouve sur une
orbite circulaire provisoire de rayon 7 = 7500 km autour de la Terre. On souhaite le faire passer
sur son orbite définitive de rayon », =42200 km (orbite géostationnaire).

Pour cela, on le fait d’abord passer sur une orbite de
transfert elliptique dont le périgée P est a la distance # et
I’apogée A4 a la distance », du centre de la Terre ; lorsque

le satellite arrive a cet apogée, on le fait alors passer sur
’orbite circulaire de rayon 7, .

Ces deux changements d’orbite sont obtenus par allumage
d’un moteur placé sur le satellite : ce processus est tres bref
(par rapport a la période orbitale), donc on considérera que
la vitesse passe instantanément de v, a v, en P, puis de

Ve, @ v, en A (sans changer de direction dans chaque cas).
1. Calculer la vitesse v, .

2. Démontrer que sur la trajectoire elliptique, le produit C =7’ est une constante (en notant r
et 0 les coordonnées polaires du satellite).
3. Démontrer que pour une trajectoire elliptique de demi-grand axe a, 1’énergie mécanique du
satellite s’écrit : E,, =— Gl .
2a
En déduire I’expression de 1’énergie mécanique du satellite sur chacune des trois orbites.

4. Calculer la vitesse v, aprés le premier transfert, et la variation Avp =ve —v. Calculer

également le travail /5 fourni par le moteur au satellite en ce point.
. Déterminer une relation entre v,;, v.,, 1 et r,. Calculer v,,.

6. Calculer la variation de vitesse Av, =V, —V,, lors du second transfert, et le second travail

gl

W, fourni par le moteur au satellite.



Exercice n°3 : trou noir

En 1783, le physicien britannique John Michell
eut 1’idée pour la premiére fois de I’existence
d’astres dont la gravitation serait si forte que
méme la lumiére ne pourrait s’en échapper.
L’idée fut reprise par Laplace en 1796, puis
oubliée car elle semblait trop abstraite. Elle
ressurgit en 1916 dans le cadre de la relativité
générale, lorsque le jeune Karl Schwarzschild vit
apparaitre un tel objet dans les solutions des
équations d’Einstein. Ce concept fut développe
par la suite, et la dénomination de trou noir s’est
imposée dans les années 1960. On pense
aujourd’hui en avoir détecté un grand nombre.
On se propose de calculer ’ordre de grandeur de la taille d’un trou noir dans le cadre de la
physique newtonienne. Considérons pour cela un point matériel P de masse m a proximité d’un
astre sphérique de centre O, de masse M et de rayon R. Ce point matériel est soumis uniquement
a la force gravitationnelle due a I’astre. On se place dans un référentiel Q astrocentrique (dans
lequel le point O est fixe), qui est supposé galiléen.

1. Exprimer cette force, ainsi que I’énergie potentielle dont elle derive (supposée nulle a

I’infini) et 1’énergie mécanique du point matériel P. Cette derniére se conserve-t-elle 7
2. Montrer que le mouvement de P est nécessairement plan. P ¢tant alors repéré par ses

coordonnées polaires, démontrer que le produit 720 est une constante du mouvement.
; g 1.
3. Montrer que I’énergie mécanique peut se mettre sous la forme : £, =5mr2 +E, () en

introduisant une fonction E, .¢ () dont on précisera I’expression.

4, Tracer la courbe représentative de Ej.¢(r). A l’aide d’un raisonnement graphique,
déterminer pour quelles valeurs de En, le point P peut « échapper » a I’attraction de 1’astre,
¢’est-a-dire se trouver en état de diffusion.

5. En déduire la vitesse de libération vy, a la surface de cet astre.

6. Un trou noir est un astre pour lequel la vitesse de libération est supérieure a ¢ =3 108 m-s7!.

Calculer le rayon maximal Rs que doit avoir ’astre de masse M pour &tre un trou noir (ce
rayon est appelé rayon de Schwarzschild). Faire I’application numérique avec la masse du

Soleil (M =2,0-10% kg) puis celle de la Terre, et commenter.
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9. Pour que le satellite puisse tourner, il faut d’abord le lancer ! Le satellite étant initialement
immobile par rapport a la Terre, sur une base de lancement située a la latitude A, une fusée
lui fournit un travail W pour ’amener sur son orbite avec la vitesse initiale calculée précé-
demment.

a) Quelle est I’énergie mécanique du satellite avant son lancement ? (On n’oubliera pas de tenir
compte de la rotation de la Terre.)

b) Calculer le travail W que la fusée doit fournir au satellite. Ou doit-on placer de préférence la
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Exercice n° 1 (correction)

1. PFD pour le satellite, soumis uniquement & la force de gravitation de la Terre, dans le

g o . — : M .
référentiel géocentrique: ma=-G—-—e, . Projection sur e, : -mr0? =—G—2m d’ou
r r
. M s mwes M M
92=GF.Orv=r9ee donc |v= G—r—: GR+h'
= Méthode 15.4

3 T2 4 2 o
2.7 :2;{:271 L donc Sl G rapport est indépendant des caractéristiques du
o] VoM P GM

satellite, il est donc le méme pour tous les satellites de la Terre.

2

; . : ‘ T
Cette loi est 1’équivalent de la troisi¢me loi de Kepler dans le systéme solaire : le rapport —- a
a

la méme valeur pour toutes les planétes.

1
3. B =Ltm?= GMm et Ey=- GMm dotic |E, = G;V[m _
r r r

négative, ce qui correspond a un état 1ié si on fait I’étude avec I’énergie potentielle effective.
4.|T =T;| (il fait un tour sur son orbite en méme temps que la Terre sur elle-méme) d’ot

oMz )"
h — T _ R h _ . , . .
s . AN |~ =35800 km| On trouve 4 ~6R : les satellites géostationnaires sont

tres eloignés, par rapport a d’autres satellites (observation, communication. . ).

—E,|. L’énergie mécanique est




9. a) Le satellite est a la distance R du centre de la Terre, et tourne avec elle a la vitesse
GMm

angulaire o et selon un cercle de rayon RcosA . Alors|E,, =—

+%mR2 cos? Lo |,

b) TEM entre le point de départ sur la Terre et un point de I’orbite circulaire : AE, =W son
GMm GMm GMm (R +2h
__= ___(_ =L—)—lmchoszkm%.

2(R+h) R 2R(R+h) 2

Pour minimiser # on doit donc maximiser cos? A, donc se rapprocher de 1’ équateur (A=0).

1
+—2—mR2 cos? ka)%j =914

GM; 1
2Rm_EmR2 cos’Am3. On calcule it avec mTzﬁ (ol

2 T

c)Pour h<R: W=~

It =1jour 86400s) ; la donnée de m n’est pas nécessaire. AN LA =0,9977 soit une
2

economie de |0,23%| seulement en langant depuis I’équateur : ce n’est pas la raison pour

laquelle les bases spatiales sont situées prés de 1’équateur (Kourou, Cap Canaveral...).

L’intérét réel est une plus grande facilité pour placer des satellites en orbite équatoriale.

Exercice n°2 : Changement d'orbite

Un satellite artificiel, assimilé a un point matériel M de masse m = 900 kg, se trouve sur une
orbite circulaire provisoire de rayon 7 = 7500 km autour de la Terre. On souhaite le faire passer
sur son orbite définitive de rayon », =42200 km (orbite géostationnaire).

Pour cela, on le fait d’abord passer sur une orbite de
transfert elliptique dont le périgée P est a la distance # et
I’apogée A4 a la distance », du centre de la Terre ; lorsque

le satellite arrive a cet apogée, on le fait alors passer sur
’orbite circulaire de rayon 7, .

Ces deux changements d’orbite sont obtenus par allumage
d’un moteur placé sur le satellite : ce processus est tres bref
(par rapport a la période orbitale), donc on considérera que
la vitesse passe instantanément de v, a v,; en P, puis de

Ve @ v, en 4 (sans changer de direction dans chaque cas).
1. Calculer la vitesse v .

2. Démontrer que sur la trajectoire elliptique, le produit C = 20 est une constante (en notant
et 0 les coordonnées polaires du satellite).
3. Démontrer que pour une trajectoire elliptique de demi-grand axe a, 1’énergie mécanique du
GMm
2a
En déduire I’expression de 1’énergie mécanique du satellite sur chacune des trois orbites.
4. Calculer la vitesse v, aprés le premier transfert, et la variation Avp =v, —v;. Calculer
¢galement le travail W5 fourni par le moteur au satellite en ce point.
. Déterminer une relation entre v, Ve, 1 et r,. Calculer v, .

. Calculer la variation de vitesse Av, =V, —V,, lors du second transfert, et le second travail

satellite s’écrit : £, =—

o O

W, fourni par le moteur au satellite.



Exercice n°2 (correction)

GM
1. On obtient avec le PFD : [y, = [— |. AN |v; = 7300 m-s~!|,
1

2. TMC par rapport au point O fixe dans le référentiel geocentrique R supposé galiléen -
dLo(M)g
dt
fg (M)g =cte : le moment cinétique de M en O se conserve. Or sur cette trajectoire plane -

Lo M =mr€A(f€+réa)=mr295:& donc .

. . 1 . : GMm ; .
3. Conservation de I’énergie mécanique : E, = Em(r2 +r?6?) ———— =cte soit en utilisant k=
r

=My (F)=OM AF =0 car F (force gravitationnelle) est colinéaire & OM , done

constante des aires C :

Liioase Al 107 Gl
E,=—mi*+—m—— =cte.
2 2 r
Lorsque la distance r est extrémale (7,,;, ou Tmax )> S& dérivée 7 est nulle, donc 7, et inax  SONt
. , . 1 C* GMm
les solutions de 1’équation : Em—z - =E, ©2E,r* +2GMmr-mC? =0. La somme
r r
. m - 5 m : GMm
des deux racines est 7, + 7, =— . Cela équivaut a 2g =— , SOit [ By =—
m m 2a
= Méthode 15.6
GMm . GMm
Pour un cercle, a est égal au rayon, donc |E,,; = — 2 sur le premier cercle et |E,,, =— 2
i n
: GMm
sur le second. Sur I’ellipse de transfert : 7 +r, = Fnin + Yax =2a donc |E,,, =— :
n+n

4. Le changement d’orbite a lieu en un point donné, donc a énergie potentielle constante. Alors
la variation d’énergie mécanique est une variation d’énergie cinétique :

GMm | GMm _ GMm(r,—r) vEl:\/GM(rz—lfl)+v2

1
_m(Vezl _vlz) =Eme —Eml =~
2 n¥t. 28 2r(r + 1)

soit|vy = [2M5 | avly —9520m s!| donc vy =2220 m-s~!|
h(n+7n)

: : GMm (v, —
Travail fourni par le moteur : |W, = Eoe—E,i= M
2 (1 +n)

1
K +1r)

AN W, =1,7-10°1=17 GI]

& On peut aussi calculer la valeur numérique de Wp avec la formule

1 |
Em(vezl —V{), mais ce n’est pas égal a Em(Avp)2 !

5. En P et en 4, les vecteurs vitesse et position sont orthogonaux : la conservation du moment

B — — . A 2GM K, T
cinétique donne mrv, e, = mryvgpe, d’oll|[Vey =vy—= |[—— 1 | AN Ve =1690m-s7! |,
5] n(n+n)

6.v,= /GM donc Av, =\/GM —\/ 2GM . AN {ﬂA =1390 m-s"—l (donc la vitesse sur
r2 r2

(1 +n)

orbite géostationnaire sera v, =3080 m-s™! )

: ; ; GM; -
Travail fourni par le moteur : W, =E,, —E, =— G + G soit|W, = Gl 4
2 n+rn 2n(n+n)

AN|W,=3,0-10°T=3,0 G|

# Les vitesses étant plus faibles quand la distance a la Terre est plus grande, la
dépense énergétique du moteur est nettement moins grande a [’apogée qu’au
perigée.



Exercice n°3 : trou noir
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apparaitre un tel objet dans les solutions des
équations d’Einstein. Ce concept fut développé
par la suite, et la dénomination de trou noir s’est
imposée dans les années 1960. On pense
aujourd’hui en avoir détecté un grand nombre.
On se propose de calculer 1’ordre de grandeur de la taille d’un trou noir dans le cadre de la
physique newtonienne. Considérons pour cela un point matériel P de masse m a proximité d’un
astre sphérique de centre O, de masse M et de rayon R. Ce point matériel est soumis uniquement
a la force gravitationnelle due a I’astre. On se place dans un référentiel ® astrocentrique (dans
lequel le point O est fixe), qui est supposé galiléen.

1. Exprimer cette force, ainsi que I’énergie potentielle dont elle derive (supposce nulle a

I’infini) et I’énergie mécanique du point matériel P. Cette derniere se conserve-t-elle ?
2. Montrer que le mouvement de P est nécessairement plan. P étant alors repéré par ses

coordonnées polaires, démontrer que le produit 720 est une constante du mouvement.
; o g |
3. Montrer que 1’énergie mécanique peut se mettre sous la forme : £, =5mr2 +E; 5 (r) en

introduisant une fonction E, ¢ () dont on précisera I’expression.

4. Tracer la courbe représentative de Ej.q (7). A l’aide d’un raisonnement graphique,
déterminer pour quelles valeurs de E,, le point P peut « échapper » & I’attraction de 1’astre,
c’est-a-dire se trouver en état de diffusion.

5. En déduire la vitesse de libération vy, a la surface de cet astre.

6. Un trou noir est un astre pour lequel la vitesse de libération est supérieure a ¢ =3 108 m-s7!.

Calculer le rayon maximal Rs que doit avoir 1’astre de masse M pour étre un trou noir (ce
rayon est appelé rayon de Schwarzschild). Faire ’application numérique avec la masse du

Soleil (M =2,0-10% kg) puis celle de la Terre, et commenter.

Exercice n°3 (correction)

o — GMm — ey gy
1. Force de gravitation : Fg =——75—¢ | en posant OP =re,. Elle dérive de 1’énergie
r

. GMm oo w o w ASEas , . .
potentielle | E, =— r en prenant 1’origine a I'infini. L énergie mécanique de P est donc

1, GMm
=—mv* —

E

- ; elle se conserve puisque la seule force appliquée a P est conservative.

r
2. Théoréme du moment cinétique pour P par rapport a O (centre de force) dans R:
dL,
dt
ment. Or E =mOP Av(P) L OP donc OP est toujours orthogonal 4 un vecteur constant : le

=M, (F)=OP A F =0 (vecteurs colinéaires) donc Z est constant au cours du mouve-

mouvement de P a lieu dans le plan contenant O et orthogonal au vecteur f(; :




Or L:=mrgA(fg+r6%)=mrzég=ae donc |20 = cte | (notée C).

3. E, = %mvz _Shm =%m(f2 + r292)—% et on utilise la formule précédente pour
¥

r

; 1 C* GM
éliminer la variable 6 : E_ :%mfz +—mC—— G

5 , ce qui a bien la forme demandée en
r r

1 C* GMm

posant Epeﬁ'(r) :Emr—z—

¥

4. 1. allure de la courbe est donnée ci-dessous.
E,= —;—m 2+ E, ¢ (r) avec %m 72 >0 donc E, . (r)< E,, : les seules valeurs accessibles de r

sont celles qui vérifient cette inégalité. On ajoute donc sur le graphe une droite horizontale
représentant la valeur de E_ : seule la partie de la courbe située sous cette droite correspond a
des positions accessibles.

Ep eff 4 )
— Si E, <0, alors 7 €[#pins%max |, P est dans

E, - un état li€.

— Si |E, 20}, alors r €[r,,;+o[, P _est dans

un état de diffusion, il peut «échapper» a
Pattraction  gravitationnelle de [D’astre et
s’¢loigner a I’infini.

5. La vitesse de libération est la vitesse minimale permettant d’obtenir un état de diffusion :

1 2GM
Emz—mVZ—GMmZO d’ou|v=> =Vib |-
2 R R
= Meéthode 15.5
2GM
6. Vlibz ZGM > Rg 2 =Rs.
C

AN pour la masse du Soleil ; |Rg =3 km | ; pour la masse de la Terre : .RS =9 mm|

Il faudrait que toute la masse de la Terre soit concentrée dans une sphére de rayon 9 mm pour
qu’elle constitue un trou noir !
Les trous noirs (du moins ceux qui ne sont pas trop massifs) sont donc des astres ot la matiére

est extrémement concentrée, autant voire plus que la matiére nucléaire (10'® kg-m=).

# On pense auwjourd’hui que les trous noirs dont la présence a été détectée
proviennent de [’effondrement de certaines étoiles sur elles-mémes, lorsque
'attraction gravitationnelle n’est plus compensée par |'énergie provenant de la
Jfusion nucléaire.



