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— EXERCICE 1 —

Modélisation de systéemes par schéma-blocs

Question 1.1. Asservissement en vitesse d’un convoyeur

En faisant 'hypothese que le convoyeur est inextensible et qu’il ne glisse pas sur
les rouleaux, tels qu’ils aient méme vitesse de rotation w(t), il est possible d’estimer la
vitesse v(t) de translation du convoyeur comme v(t) = Rw(t) avec R le rayon primitif
d’entrainement du convoyeur. Il vient alors le schéma-blocs suivant :

Consigne Signal d’erreur Signal de commande Q(p) V(p)
——>| Comparateur Commande Hacheur —>| Moteur R >

Mesure de la vitesse

Tachymeétre

Question 1.2. Régulation de température d’un échangeur de chaleur

On propose le schéma-blocs suivant :

Température désirée
——— | Comparateur ——| Commande —>| Moteur [—> Vanne de réglage —>| Echangeur

Image de la température

Mesure de la température

Question 1.3. Systéme de réglage d’un gouvernail d’avion

On propose le schéma-blocs suivant :

©r(p) Vr(p) | E(p) I(p) X (p) Y (p) 9(p)
— K, Comparateur —| Ampli C(p) Servovanne Vérin Gouvernail

Vo (p)

TR

La loi entrée-sortie du gouvernail est donnée par y(t) = rsin(6(t)). Au voisinnage de
0 =0, il vient :
sin(#) =~ sin(0) + sin’(0) x (6 —0) =6

d’ou |
y(t) = rf(t) <= 0(t) = ;y(t)
Question 1.4. Systéme de réglage d’un gouvernail de navire

On propose le schéma-blocs suivant :

Ao (p) E1(p) U@ Y(p) | . A A(p)
—> TR1 Comparateur —> Ampli Servovanne Pignon-crémaillére Gouvernail

E2(p)

TR2




Question 1.5. Systéme de réglage d’une antenne parabolique

On propose le schéma-blocs suivant :

A(p)

Ao (p) E1(p) . | E( . . Eq(p) Q1(p) Q2(p)
—> ko Comparateur —> Ampli différentiel Ampli de puissance Moteur Engrenage
E2(p)
TR
Question 1.6. Régulation de niveau dans un réservoir
On propose le schéma-blocs suivant :
Qo(p)
Hy(p) Qi(p) H(p)
—> Comparateur —| Balancier Comparateur —>| Bassin
Qo(p)
Hr(p) Ly Qi(p) 1 1 H(p)
% — | —>| Saturation —> Kvanne - > =
La P S

|




— EXERCICE 2 —

Commande de déplacement d’un bras de robot

Question 2.1. — Loi en trapeze de vitesse

84,

Dans un premier temps, on exprime le
trapeze de vitesse comme la composi-
tion de quatre fonctions simples :

0,8 t — une rampe de pente 40 ;

-8 -

FIGURE 2.1 — Décomposition du
signal trapeze

On a alors

avec

1 — une rampe de pente —40 retardée
de 0,2s;

— une rampe de pente —40 retardée
de 0,8s;

— une rampe de pente +40 retardée
de 1s;

e(t) = e (t) + eat) + es(t) + es(t)

e1(t) =40t - u(t)
ea(t) = —40 (t — 0,2) - u(t — 0,2)
es(t) = —40 (t — 0,8) - u(t — 0,8)

es(t) =440 (t—1) - u(t —1)

soit, dans le domaine de Laplace :

Par linéarité, il vient :

soit finalement

40
Fi(p) = —
1(p) e
40
Ey(p) = —— e 0%
2( ) pg
40
Es(p) = —— e 0%
3(p) e
40
Bilp) =+ 7




— Loi de type « sinus ».

Comme précédemment, on construit
dans un premier temps un lobe seul
de la loi de commande en superposant

un sinus et son retardé d’une demi pé-
27

riode, avec T = — = 4s.
w

FIGURE 2.2 — Décomposition du

signal « sinus »
On a alors pour la premiére période :

GT(t) = €1<t) + €2<t)
e {el(t) = 27 sin(w t)
es(t) = 2msin(w (t —2)) - u(t — 2)

m . . . L , o
avec w = —rad-s™ la pulsation des sinus. Généralisant ce résultat, il vient pour

n — 400 périodes :

n—-+o0o

e(t) = lim zn: 27 sin (w (¢ — 2k)) - u(t — 2k)

Sachant que

w
ZLsi t) - u(t = ——7
in (1) u(B) ) =
et par théoréeme du retard que
. w .
ZLlsin (w (t —71)) - u(t —7)](p) = me P

il vient par linéarité de la transformée de Laplace

n

ZLle®)](p) = lim > 27-(7006—2/61)

2 2
n—-+o0o =0 p + w

soit finalement :

E(p) = 4 x lim Zn: e 2kp
4+ mp? k=0

n—-+00

Question 2.2. La seule loi qui a une phase a vitesse constante est celle en trapeze.



— EXERCICE 3 —

Mécanisme d’éjection

Question 3.1. Par définition, on a :

POS(p) = H(p) Ue(p)

d’ou :

0,1

POS(p) = {5 Uel0)

Question 3.2. L’expression temporelle de 1’échelon progressif peut étre définie avec trois
morceaux selon :

sit<0

u(t)y={ =t si0<t<T

0
A
t
A sit>1T;

Utilisant la fonction de Heaviside pour rendre causale la fonction, il est possible par simple
superposition de deux rampes de pentes opposées dont une retardée de T de construire
une expression continue de la forme :

A
= [t ult) = (¢ = o) - u(t = )]

dont la transformée de Laplace est par linéarité et théoreme du retard :

ue(t)

U.(p) = Llu(0)](p) 1—em]

- Tip?

Question 3.3. Pour que l'expression de u.(t) soit nulle pour ¢ > T, il suffit d’ajouter un
échelon d’amplitude —A a partir de cet instant, soit :

= ;11 [t-u(t)— (t—Th) -u(t—T)] — Au(t — Ty)

dont la transformée de Laplace est par linéarité et théoreme du retard :

ue(t)

U.(p) = Lluc(t)](p) = A <T11p2 {1 _ e-m} _ e‘pp>

Question 3.4. Avec

POS(p) = H(p) Uulp) = 125Ul

et par substitution de l'expression de U.(p) trouvée a la question précédente, il vient
I'expression demandée.

K A 1 1 1
POS(p) = _ “Tip\ g A~ Tep
(p) T ((1+Tp)p2 Itrp) P > p(t7p)

7



Question 3.5. Par linéarité, on cherche la transformée de Laplace inverse de trois
contributions :

1
1. Pour la premiere ——————, on cherche une décomposition en éléments simples de
(I+7p)p
la forme :

4,8,

b o2 1

por Ll
-

telle que l'originale temporelle soit :

t
A+ Bt+Ce 7 |ult)

Pour que les deux expressions
1 1/7 A B C Ap(p+1/7)+ B (p+1/7)+C p?
e e L, R L -
(p+-)p Pt P+

soient égales, il suffit que les coefficients des polynomes des numérateurs des deux
expressions ayant méme dénominateur soient égaux, soit :

1 B
(p0)3 ;:Z A=—71
() : 0=24+pB B=1
" C=r
PH: 0=A+C

Il vient finalement :
KA
pos(t) = — ((t—T+76_t/T) u(t) —) —KA...
T,

2. Pour la seconde contribution, il suffit de remarquer que son expression est identique a
la premiere, au retard de T} pres. Par théoreme du retard, c’est-a-dire en remplagant
toutes les instances de t par t — T, il vient :

pos(t) = };A ((t —TrHTre M ult) = (t =Ty — 747 e T gt — Tl))—KA. .
1

€_T2 D

3. Pour la troisiéme contribution , on commence par cherche une décompo-

p(1+7p)

sition en éléments simples a ’expression ——  de la forme :
p(1+7p)



telle que l'originale temporelle soit :

t
A+ Be T |u(t)
Pour que les deux expressions
1 1/7 A B Alp+1/T)+Bp
A+ pp . .1 A I
PIP(p+ ) p p+ - pp+-)
T T T

soient égales, il suffit que les coefficients des polynémes des numérateurs des deux
expressions ayant méme dénominateur soient égaux, soit :

1.4 {Azl
T T S
(pHY: 0=A+B b=-1

Par théoreme du retard, il vient finalement : Il vient finalement :

pos(t)=---— KA (1 - e_(t_T2)/T> u(t —Ty)

Par somme, on trouve finalement :

KA
pos(t) = T (t —T+T e‘t/T) -u(t)
KA —(t—=Tq
—(t—T1—7'+7'e “ )> u(t —Ty)
T

-K A (1 —e(tTTQ)> cu(t — Ty)




— EXERCICE 4 —

Modélisation d’un véhicule auto-balancé Segway®

Question 4.1. Schéma-blocs fonctionnel du Segway®.

A(p)
Ue(p) e(p) Ue(p) b | 2(p) v(p)
— o |- P e
Uv(p)
Kyp
Kp
Question 4.2. Par lecture directe, il vient :
[(We(p) = ¥(p)) Cp) — (Kp + Kvp) ¥(p)] a;?”_bc — A(p) = ¥(p)
Ll o)) AW)
— \I/(p) = pK b
1+ apgm_ c (C(p) + Kp + Kyp)
d’ou :
U(p) K,,bC(p)

U.(p)  ap?—c+ Kb (C(p) + Kp + Kvp)

Si C(p) est un gain pur, c’est une fonction de transfert du second ordre de classe 0.

10



— EXERCICE b —

Enceinte chauffée

Question 5.1. En supposant que les conditions de Heaviside sont résunies, les transformées
de Laplace des trois équations de fonctionnement sont :

— vanne :
Q(p) = ko A(p)
— échangeur : i
©1(p) + 71 |p ©1(p) — 01(0)| = k1 Q(p)
=0
— enceinte :

O(p) + 12 |p O(p) _@ =k ©1(p)

Question 5.2. Les équations précédemment écrites permettent de mettre en place le
schéma-blocs du systeme.

A(p) 1 Q(p) ky @1(]7) ko @(p)
I 14+7p 14+mp

Question 5.3. Par lecture directe, il vient :

@(p) ky ko
Ho(p) = % = ko - :
o(p) A(p) 071 4 ip l+7mp

Question 5.4. Compte-tenu de ’équation de comportement donnée pour le servomoteur,
on peut compléter le schéma-blocs pour asservir la chaine fonctionnelle.

©c(p) g U(p) Ky, A(p) Q)| k  |©1(P)| ke

— K¢ ko

(1+Twp)p l+7p l+7mp
Question 5.5. Pour déterminer la fonction de transfert en boucle fermée du systéme

O

Hpr(p) = 5 (ﬁj)), on peut procéder par lectrure directe ou formule Black sachant qu’ici la
c\p
chaine directe et la FTBO sont égales. Dans les deux cas, il vient :
K k
K.,.——™ . ko - ! . ke
©(p) (1+T,p)p l+7np 14+mp
Hel) =507 = K, b s
¢ 1+ K, -

(1+Tnp)p "147mp 1+mp
o kOkleKcKm
ko k1 ky Ko Koy +p (1471 p)(1+ 72 p)(1 4 T p)

11



Finalement :

1

p(1+7p)(1+7p)(1+Tnp)
kO kl ki2 Kc Km

Hp(p) =
1+

Question 5.6. Pour déterminer la valeur finale pour une entrée en échelon 0 (t) = 0y u(t),
il suffit d’appliquer le théoreme de la valeur finale :

lim 0(¢) = limp - O(p)

t——+o0 p—0
Avec 9
O(p) = Hr(p)Oc(p) et Oc(p) = ;0
il vient :
1 o
lim 6(t) = limp - =0
M _0(t) = limp PO ) Tup) P
kO kl k2 Kc Km

On montre ici que le valeur finale de la température dans la chambre est égale a la
température de consigne. Le systeme étudié respecte donc le cahier des charges.

12



— EXERCICE 6 —

Robot portique 3 axes Lexium Max R

Question 6.1. Par transformée de Laplace des quatre équations du moteur, en conditions

de Heaviside, il vient :

D’ou le schéma-blocs :

Ue(p) @ 1 I(p) x LS ()| 1 Qn(p)
' R+Lp ‘ Jp—+f
E(p)
K.
Question 6.2. Par formule de Black, il vient :
K.
Fl(p):Qm(p): (R+Lp) (Jp+f) _ K,
Uc(p) Kc Ke (R+Lp) (Jp+f)+Ke Kc

Y RT L) T D)

soit finalement sous forme canonique

K.

Fi(p) =

(K. K.+ R f)

1+

(RJ+Lf)

LJ

K.E.+Rf"

p2
KeK.+Rf

Question 6.3. Par définition, on a wy,(t) = 0,,(t) > (p) = pOum(p) — O, (0), soit

en conditions de Heaviside.

<z

Le gain K; correspond au réducteur, donc .

Le gain K5 correspond au systéme poulies-courroie de diametre primitif D, d’ou

13
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Question 6.4. Par produit, il vient directement :

X(p) 1 D
0.(p) —;XUX 5 x Fi(p)

soit finalement sous forme canonique

Fy(p) =

nDK.
2K, K. + R f)
E —
2(p) L (RTFLJ) LJ .
P KK vRIPTRK. K.rRrfY

C’est une fonction de transfert du second ordre de classe 0.

Question 6.5. Le gain A est un adaptateur de consigne. Il permet que 1’écart (en sortie
de comparateur) soit I'image de l'erreur. C’est-a-dire que 1'on doit avoir

8@)=AXAM-§ZX@)=0

que si et seulement si l'erreur X.(p) — X(p) est nulle; soit :

VX.(p), dm:(A—iz)&@ﬁﬂ)¢¢ Aziz

Question 6.6. Par formule de Black avec la chaine directe AF;(p)K 1 K> = K,,, K1 Fi(p)
et la FTBO K,, K; Fi(p), il vient :

X(p) = Kn K Fi(p)
X.(p) 1+ F(p)KiKny

F3(P) =

(Il n’est pas demandé pas de forme canonique ou développée).

Question 6.7. Comme le schéma-blocs posseéde deux entrées, on cherche a déterminer
deux fonctions de transfert Hi(p) et Ha(p) telles que l'on ait :

X(p) = Th(p) X.(p) + T2(p)C,(p)

Par théoreme de superposition, on distingue deux cas :

cas (, = 0 Le schéma-blocs devient :

Xc A @ K @ 1 I K 1 Qm 1 e’m K @7' K
u R—I—Lp c Jp+f p 1 2

Ir

K’"L

14



K ) . s
Avec A = —— et en déplacant le point de prélevement, on peut le mettre sous la

K,
forme :

X, KoK, Qnl 1 |6m O, X
Q‘i}a T A) . K K>
Par formule de Black, il vient :
KmKuKlFl (p)
Ti(p) = .
K, K,KF
14 1F1(p)
p
D’o, apres substitution de I'expression de F(p), la forme canonique :
Ti(p) = :
lp—H K?+ Rf RI+Lf LJ ;
KK KoK, " KKK K, " KK KK,
cas X, = 0 Le schéma-blocs devient :
o
0 1 I C 1 Qn| 1 (O O,
e R+ Ip Ke B Tt/ P K Ko

K

En déplagant a I’aval le premier point de prélevement et regroupant les deux compa-
rateurs de gauche, il vient le schéma-blocs :

&0 )

i

On obtient par formule de Bla

K O,
p(Jp+f) J
K. K.p
R+ Lp < i@ +KmKu)
ck :
KK,
p(Jp+ f)

Ty(p) =

K. K,

1+

15

K.p
p(Jp+f)(R+ Lp) (K1 +KmK“)

Ky s




D’ou la forme canonique :
KR L
_ Lt (1 + p)
Ty(p) K KK, R
. KI+Rf O RIFLE LJ
KKK KL T KK KKy, K KoKy Ky

3

On notera avant de poursuivre que les deux fonctions de transfert 77 (p) et T(p) sous
forme canonique ont méme dénominateur.

Question 6.8. Par théoreme de la valeur finale, il vient :

Co  KsRCy
p B KCK?TLKU

t——+o0 p—0

lim (z(t) = 2(t)) = limp (Xe(p) = X(p)) = limp [1 = T1(p)] 9;0 — Ta(p)

L’erreur induite par la perturbation est non nulle et ne respecte donc pas le cahier des
charges.

16



— EXERCICE 7 —

Eolienne de forte puissance

Question 7.1. Schéma-blocs

Oc(p) 4 Uc(p)gs(p) o) Ul(p) X, 1(p) K. 10-0 Q(p) Hip) Q(p) %_180 o(p)

| .

Question 7.2. Le gain K. est un adaptateur de consigne. Il permet que ’écart (en sortie
de comparateur) soit I'image de l'erreur. C’est-a-dire que I'on doit avoir

e(p) = KB.(p) — K,0(p) =0

que si et seulement si 'erreur ©.(p) — O(p) est nulle; soit :

V@c(p)a 5(]7) = (Kc - Kp) @c(p) =0 < | K. = KP

Question 7.3. Par formule de Black, il vient :

K. K, K 107 1/Qo 1180
& a SU 25‘ 1 2p T

1+ —=p+—=
O(p) w g
1/Qo 180

1
2 1 D
1+—€p+—2p2p m

Ocp 1, K, K, Ky, -10-6

Wo wp
En notant K = Ke Ko Ky 1077 180, on trouve finalement :
Qo™
O(p) _ 1
Oclp 1+]1(p+ifp2+ngp3

Question 7.4. Par théoreme de la valeur finale, il vient :

t——+o0 p—0 p—0 p...

donc .

i (600~ 000)) = iy (©.(0) — 0) = Iy (1= 1 ) =t (22 ) =0

17



Question 7.5. Par théoreme de la valeur finale, il vient :

. o i 1 1
i, (040) — 00)) = Lo (Op) — O0) = Iy { 1= 17—
-
L
- TP 1
=lim | 4 K
p
1 . 2
TRPTY

On trouve finalement :

Question 7.6. On veut que :

et:0,5:0,85é —

18



— EXERCICE 8 —

Systéeme anti-shimmy pour train d’atterrissage d’avion

Question 8.1. a. Par théoréme de Pythagore, on a :
Moo= VR et A=/L2+ (R — )
b. Supposant le cable inextensible (sur la figure de 'annexe), on a :
2X0 =2\ + RO. — RO
d’ou :

_2
R

c. Posant A : x+— /L2 + (R — x)?, il vient au voisinage de = =0 :

Az) = A(0) + N (0) x z+7

AO == (- N

avec \(x) = o) il vient :
Rx
AMx)~ N — —
(z) 0 o
d. Finalement, il vient
Ao =27
=%
d’ou
Koo
2

Question 8.2. Sachant que AP est une différence de pressions, par linéarité de la
transformée de Laplace il vient immédiatement que la fonction de transfert du distributeur

est | Hy(p) = Kp |.

Question 8.3. Par définition d’un systéme pignon-crémaillére, on a :
y(t) = Ry 0(t)

d’ou, par identification,

19



Question 8.4. L’équation (6) donnée ici peut s’écrire dans le domaine de Laplace en
considérant les conditions de Heaviside :

S

1 1
—AP(p)+Cr — - — =0
e (p) () P (p)
K7
En étudiant le schéma-blocs proposé, on peut identifier
S _ S 1 1
—AP(p) =Cn(p)  soit |Hs(p) == Hy(p) = 7—~— Hs(p) = -
KV KV m p
J+ FE p
Question 8.5. Par définition, on a w(t) = 4(t) % (p) = pO(p) — 6(0), soit
O(p)
Hs(p) = —+ =-
o) Qp) p

en conditions de Heaviside.

Question 8.6. La fonction de transfert en boucle ouverte relie la sortie du comparateur a
son retour. Elle est ici définie comme :

K Kp S Ky
(J K& + m) p?

FTBO(p)

Par formule de Black exploitant ’expression de la chaine directe, on en déduit la fonction
de transfert en boucle fermée du systéme ; soit sous forme canonique :

J K2 +m
FTBF(p) = — p LBV
) =5 avee SK Kp Ky

Question 8.7. La réponse a un échelon 6,.(t) = 0. ou(t) est, dans le domaine de Laplace

O(p) = FTBF(p) O,(p) = — - 20 = b

qui admet une décomposition en éléments simples de la forme :

C 1 Cp

Bp + —= A<p2+)+Bp2+

A b b b

@<p):*+ \1/_: 1 \/_
i b+ 3)

p 2
b

p

telle que l'originale temporelle soit :

0(t) = (A + Beos (%) + Csin (%)) u(®)

20



Pour que les deux expressions

00 A(z 1) » , Cp
Z0 p*+ — | +Bp°+ —=
bl ot b : Vb
2 - 2 _
p<p+b> p(p+b)

soient égales, il suffit que les coefficients des polynomes des numérateurs des deux expres-
sions ayant méme dénominateur soient égaux, soit :

0o A

0y. &2 _ %

(pY) : 0:2 & {B=—-0y
, Vb C=0
(p’): 0=A+B

Il vient finalement :

0(t) = O (1 ~ cos QB)) u(t)

On donne ci apres allure du graphe sur lequel on voit clairement que, comme la courbe
représentative de cette fonction est une sinusoide, la sortie ne converge pas vers une valeur
finale mais oscille indéfiniment entre 0 et 6.9. Pour rendre le systéme stable, il est nécessaire
de mettre en place un amortisseur.

Question 8.8. Partant de I’équation (7), il vient la nouvelle expression de la fonction de

transfert : )

Hy(p) = -
()

La fonction de transfert en boucle ouverte est alors

KKpS 1 1
FTBO(p) = Kf =

et la fonction de transfert en boucle fermée est

1

fKV KV m
14 I8 B () e
T KK, sV T KK, S\ T RZ) P

FTBF(p) =
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Question 8.9. Pour une perturbation C. nulle, 'erreur statique de position consécutive a
un échelon de la forme 0.(t) = 0. - u(t) est définie par :

e(p) = ©c(p) — FTBF(p) - O.(p) = Oc(p) (1 — FTBF(p))
Par théoréme de la valeur finale
0.0 1

s = lim e(f) =limp-e(p) =limp-—-| 1 — =0

t—+o00 p—0 p—0 p 1 n I J i m
KEpSY T KEKpS K2

Question 8.10. L’erreur statique de position consécutive a un échelon de perturbation
d’amplitude C}q est définie par :

avec

O(p) Hy(p)Hs(p 1

5

Co(p) 1+ Hi(p)Ha(p)Hs(p)Hi(p)Hs(p) K Kp S

fKV KV m
1 T+ e
KK, SV T KR, S\ TRE) P

Par théoreme de la valeur finale, il vient :

gs=limp-e(p) =limp | — Ky : L
S_p—>0p p_P_)Op KKDS 1+fi _i_L J—l—ﬂ 2 p
KEKpSYTKKpS Kz) "
d’ou
Ky
L s
c KKpsS ™
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— EXERCICE 9 —

Parabole de radar en poursuite

Question 9.1. Par transformée de Laplace des équations de fonctionnement en supposant
les conditions initiales nulles, il vient :

— pour le réducteur
Om(p) _ Qm(p)
Os(p) s(p)
avee, pour i € {m, s}, Q(p) = p O:(p)
— pour I'amplificateur

=r

— pour le moteur

Question 9.2. D’apres les équations du moteur a courant continu, on a

RJ [RJIp+K. Ky

Usp) = 27— p Qm(p) + Ke Qn(p) = % Qn(p)
1
Qnlp)  Km K.
Us(p) R JpKe K RJ
1
KK,
Or Ua(p) = A. On en déduit donc
Ul(P)
A
Qm(p) K,
Fl(p) = U = RJ
K, K,,

D’apres I’équation du réducteur, on trouve aisément




Les applications numériques donnent

A RJ
K 0 et K K. 0,0
soit 0 (p) 50
m\P
Fi(p) = =
1) Ui(p) 142
25
Par ailleurs, on a également
Fy(p) = 107°
Question 9.3. D’apres la figure 3, on a
Os(p) A 1 1 K
= Fi(p) Fx(p) Fs5(p) = C— =
Ur(p) 1(p) F2(p) F3(p) K.r p s RJ , p(1+7p)
K. K,
On trouve ici une fonction de transfert du second ordre de classe 1 (premier ordre intégré),
A 1
de gain K = i 20 x 1073rad-s7'-V~! et de constante de temps 7 = % = 0,04s,
e
d’ou :
O(p) 20-107° 1
Ulp)  » 14 L
* 25

Question 9.4. On trouve immédiatement

Ui(p)
Oc(p) — Os(p)

Finalement :
Ui (p)
=500V
O.(p) — Os(p)
Question 9.5. Par formule de Black, il vient :
s Fi(p) Fs(p) F: 1
FTBF(p) — Os(p _  aFi(p) Fa(p) Fs(p)  _ :
Oclp)  1+ahlp) Bp) Bsp) 1 = 4 T o
ak aK
C’est une fonction de transfert du second ordre, de la forme :
1
FTBF(p) =
1+—p+ —
Wo wo
avec :
aK _ wo 1 1
—/— ~16rad-s et &£ = — = ~ 0,8
Wo - rad-s™ " et & 5 X oK aviak ,
Numériquement, on trouve :
1
FTBF(p) =

~ 1+0,1p+ 0,004 p2
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Question 9.6. On donne 6.(t) = w, t u(t) qui admet comme transformée de Laplace :

We
@e (p) = F
telle que la réponse dans le domaine de Laplace soit :
We
©,(p) = FTBF(p) - ©c(p) = 2% 2\ {<1
p? (1 +—p+ 2)
Wo Wy

On cherche une décomposition en éléments simples de la forme :
A B (C(p+a)+ Dw
p P (p+a)+w
qui admet comme originale temporelle :
0,(t) = (A + Bt + [C cos (wt) + D sin (wt)] e’“t) u(t)

Pour que les deux expressions

2

We B We
2 2\ p? (wi + 2fwep + p?
p2<1+§p+192> P? (w§ + 28wop + p?)
Wo Wo

et

A B Clp+a)+Dw_Ap+Bl|p+a+ef]+Cp (p+a) + Dp'e
PP (pta)tw? P [(p+a)’ +w?

soient égales, il suffit que les coefficients des polynomes des numérateurs et dénominateurs
des deux expressions soient égaux. Pour les dénominateurs, il vient :

a = Ewo

(ph) 1 2€wy = 2a Y

(p?): 1=1

Pour les numérateurs, il vient :

(P%): wi=a*+w?
{

_ %
() s = B @ +7) S
(p'): 0=A(a®+w?) + 2aB — BZSZ
(p*): 0=2adA+ B+ aC + Dw C:JOwe
p*): 0=A+C 262 — 1
= =

Avec les valeurs numériques, il vient finalement :

0u(t) ~ we (= 0,140,1 ¢ cos(10t) +0,025 e > sin(10t)) - u(?)

La réponse du systéme a cette entrée est présentée ci-dessous.
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Question 9.7. Calculons I'expression de 'erreur finale de trainage, que I’on notera ;.
On peut procéder pour cela de deux fagons :

1. dans le domaine temporel, on peut écrire :
ci(t) = 6.(t) — 6,(1)
=we tu(t) —w, (t—0,140,1e 7" cos(10t) — 0,2 e **" sin(10t)) - u(?)
=w, (0,1=0,1e7"7" cos(10t) + 0,2¢7'**" sin(10¢)) - u(t)

En faisant tendre ¢ vers +oco, on trouve :

‘etoo = 0,1 we rad‘

2. dans le domaine de Laplace, on peut écrire :

et(p) = Oc(p) — Os(p)

W, Lo01 (125 ) 10
= — — we —_— , J—
p? p: p (p + 12,5)2102 (p+12,5)2102

w 0,1_01 p+12,5 49 10
‘Np T \(p+125)2102 7 (p+12,5)2102

Le théoréme de la valeur finale donne alors :

Sioo = lim &(t) = lim p &(p)

) 0,1 p+ 12,5 10
=limpw, [— —0,1 + 2

p—0 P (p+12,5)2102 (p + 12,5)2102
= 0,1 w, rad

Les deux méthodes conduisent bien au méme résultat selon lequel I'erreur de trainage est
de 0,1 werad. Le cahier des charges imposant une erreur de trainage inférieure a 5 %, il
n’est pas respecté.
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