SIT — PCSI / Outils mathématiques

Applications de calcul vectoriel

— Eléments de correction du TD —

1 Centrifugeuse de laboratoire

Avec la description du sujet, il vient les figures géométrales :

— —
— Y = L2
Y2 x3
3 z3
(@
2 ’ 3
- — —
21 = 29 Y2 = Y3

Question 1. Par relation de Chasles, on a :

O s = 0,05+ 050, + Os Ay d'ott | Oy A = h3 + BT + (T

Question 2. Par définition, on a :

> 112 > >
\pgg\:oﬁyoﬁh:hMJ¥+ﬁ+mmZ-@+2M2-a+zwﬁ-a
avec
nTh=7 75 =0, Z-T5=72 75 =—sin(8), 7574 = cos(B)

il vient :

|0:43] = /n2 + B2+ 2+ 20 (R cos(8) — hsin(B))

Question 3. Avec la figure géométrale reliant les bases B; et By, il vient :
TYAT] = — sin(oz)z_f

Dans la base Bs, on a :
DA =T5ANZ =1

Avec la figure géométrale reliant les bases By et Bs, il vient :

ThANZ =Th N7 = —cos(B) s
BN =% A =—sin(B)y

Sachant que Z1 et T4 ne sont pas deux vecteurs dont les bases sont reliées par une figure
géométrale, il y a deux possibilités pour faire le calcul :
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1. exprimer 3?3) dans B,

74

cos(B)75 — sin(8)

et utiliser la figure géométrale reliant les bases B et By. Dans ce cas, il vient :
T, AT =74 A (cos(B)Th — sin(B)Z3)

Par linéarité du produit vectoriel et avec

TIATy =sin(@)z, TAB=TIAH=-U

il vient :
T, AT = sin(B)y] + cos(B) sin(a)z}

2. exprimer ?1 dans B,

— —
xr = Yo

cos(a) T4 — sin(w)

et utiliser la figure géométrale reliant les bases By et Bs. Dans ce cas, il vient :
T, A T4 = (cos(a)Th — sin(a)y3) A T4

Par linéarité du produit vectoriel et avec

BAT =sin()y,  BAT=FEAT =3
il vient :
T1 A T4 = cos(a) sin(3) s + sin(a) 7z

Ce sont deux expressions du méme vecteur. En effet, partant de :

y_g = cos(oz)y_l>

75 = cos(8)z3 + sin(B)Th =

cos(B8) 7 + sin(B) (cos(a)Z] + sin(a) i)

on retrouve bien la premiere expression trouvée dans la base Bj.
On peut procéder de la méme facon pour y{ A 73 ; soit

W AZ =1 A(cos(8)Z3 + sin(B)T3)
= cos(8)7} — sin(f3) sin(a) 7z
ou
= (cos(a)y3 + sin(a)73) A
= cos() T} — sin(a) cos(3)
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2 Robot Ericc3

Question 4. Avec la description du sujet, il vient les figures géométrales :

— —
— Yo —> 1
Y1 Y2
1 7
8%
2 ’ 3
% =7 =72

qui sont toutes deux coplanaires et nous autorisent donc a réaliser une troisiéme figure
géométrale permettant de relier directement les bases By et By :

ﬁ

g Yo
75
a+p
X== T

Question 5. Par relation de Chasles, on a :
OB = OA + AB = 0,7 + 6,7}

d’ou

HO@H2 —O0B-0B =2+ 2+ 20,0,7, - T

avec T - T = cos(f3), il vient :

HO?H = \/E% + 03 4 20145 cos(f3)

Question 6. La hauteur (direction y_g) du point B par rapport au point O est définie

comme la coordonnée :
h=0B T = (L7 + 67T) -

d’ou

h = ¢ sin(a) + {ysin(a + )




3 « Robot de peinture »

Question 7. Avec la description du sujet, on constate que les bases By et B; sont
confondues. Il vient les figures géométrales :

— —
— Y1 - 22
Yo T3
3 B
(6%
o .
= _ = — _ —
Z1 = 29 Y2 = Y3

Question 8. Par relation de Chasles, on a :
—
OP —OA+AB+BP = \ji + HZ, + L%,

On remarque que pour exprimer ce vecteur dans la base By = By, il est nécessaire d’exprimer
le vecteur z3 dans la base B puis dans la base By, ce qui fait successivement apparaitre

les angles av et 3 :

F24 05(6)75 + sin(ﬁ)x_%

cos(3)z1 + sin(3) (cos(a) T + sin(a) 1)

d’ou

OP = Lsin(B) cos(a) 7] + (A + Lsin(8) sin(a)) 47 + (H + Lcos(8)) z1

Soit avec les composantes dans By :

oP - 7 = Lsin(B) cos(a)
oP - 76 = A+ Lsin(j3) sin(a)
(ﬁw'_g} = H + Lcos(B)

Question 9. Par composition des mobilités, on constate que le point P peut décrire
librement la surface d’une sphere de centre B et de rayon L dans 1. En ajoutant la mobilité
en translation de 1 par rapport a 0, ’ensemble des points accessibles par le point P est
contenu dans un cylindre d’axe (B, 73) et de rayon L.

Ainsi, en limitant ses déplacements au plan de normale % passant par le point D, tel

que
OD = b,

il vient que I’ensemble des positions accessibles est limité par le cercle de centre C' tel que
DC = H7Z et de rayon L (défini comme l'intersection du plan et du cylindre). Il vient
alors les figures :



% ,’
Be
. D
O. @ T
\\ %
Zo A Yo

Enfin, on note que ces mouvements sont caractérisés par la contrainte :
DP- 7 =0 < b= )+ Lsin()sin(a)

qui signifie que les trois parametres A\, «a et 8 ne sont plus indépendants et donc qu’il ne
reste que deux mobilités (dans le plan).



4 « Fixie »

Question 10. Avec la description du sujet, il vient les figures géométrales :

— — —
i 20 ﬁ Yo ? ky
2
4 W
T “
— Yo = Lo N
x0:7 ggzkl 1 = 19

Question 11. Par relation de Chasles, on a :
AF = AD+DE+EE = di + ¢ + /0

d’ou

ﬁz(d%—f)?%—e?

Question 12. Sachant que, par anti-symétrie du produit vectoriel, on a

=
VF:FA/\OJPZE—GZWPQZ—O)/\ﬁ

etavecx_gzﬁ: -
AU =0 e TAT=T

il vient :

—
VF = ewpﬁ

Question 13. Partant de

H —)
VH = H02 A (wng + w,,z_f)
—
avec HOy = —Tﬁ, il vient :
%
E)/\z_gzﬁ/\kl :cos(ﬁ)z_f
%
BAU =N =~k
il vient :
— =
Vg =r (UJ,»I{?Q — wp COS(/B)Z_1>)
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