Exercices PCSI L.
E Bouchet Calcul de primitives

Exercice 1 (%). Aprés avoir justifié leur existence (ou éventuellement avoir déterminé pour quels x € R elles
étaient définies), calculer les intégrales suivantes.

L f1 (2% - 3)dt 2. [, (25 +1)4ds 3. Jy e 4. [2Vu¥ du
5. f% 25(s% +1)3ds 6. fo cos(2t) sin® (2t)dt 7. f1+2x In “)d
Résultat attendu : La justification d’existence se fait par étude de la continuité.
1= 2. %
3. % (1 - m) (siz €] - 5, +00) 4. 2 (3% —(z+ 1)%) (six € [—1,+00|)
5, (alrD)-(e?+1)? 6. 0
7. 7(1“(1'52“'))2 (siz €] — 3, +00])

Exercice 2 (%). Aprés avoir justifié leur existence (ou éventuellement avoir déterminé pour quels z € R elles
étaient définies), calculer les intégrales suivantes.

1. [ sin(3t)d 2. 9012 cos (551) ds 3. [ cos®(t)dt 4. fog sin?(5u)du
5. ffzrz e3tdt 6. fol e(2i=5)t gt 70 se?s” ds
Résultat attendu : La justification d’existence se fait par étude de la continuité.
1.0 2. —2sin (£51) 3. & 4 sin(2) 1 =
5 e 736_3'7:2 6. (1fe2i’22)(5+2i) . ezﬁ{@z

Exercice 3 (%). Aprés avoir justifié leur existence (ou éventuellement avoir déterminé pour quels = € R elles
étaient définies), calculer les intégrales suivantes.

L. f3t1 dt 2. f5t1 dt 3. fz1312sd 4. f11-2+7iit2
5. f tan(t 6. [° 1\/2t27 7. fx+11 st

Reésultat attendu : La justification d’existence se fait par étude de la continuité.
1. In(z +2) — In(5) (si z €] — 2, 4+00]) 2. In(—z —2) — In(3) (si z €] — 00, —2])
3. In Wg) (siz €] — o0, 3[) 4. In(3)
5. —In(cos(3x)) (six €] — §, §[) 6. 3 (1—3)
7. V27 41 — /2e— 71 4 1

Exercice 4 (%). Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes, en précisant l'intervalle de
validité de la primitive calculée.

1. f1:t+ cos(t)e™? 2. fo:trsin(2t)et 3. fs:t—sin?(t)et
Résultat attendu :
1. Vt eR, Fi(t) = —(sm(t) — cos(t)) 2. VteR, Fy(t) = %(sm(?t) — 2cos(2t))

. cos(2t) + 2sin(2t))

2
3.VteR, Fy(t) =S — & (

Exercice 5 (%). Calculer les intégrales suivantes :

1. A= [Ztln(t)dt 2. B = [, tarctan(t)dt
Reésultat attendu : Dans les deux cas, on procéde par intégration par parties.
1. A=2In(2) -3 2. B=%—3

Exercice 6 (%). En procédant par intégration par parties, déterminer une primitive de chacune des fonctions
suivantes, en précisant l'intervalle de validité de la primitive calculée.

1. f1:tr>tsin(t) 2. fo it tin(t) 3. fa it tle !
4. fy:t— arctan(t) 5. f5 : t > tsin(t) cos(2t)
Résultat attendu :
1. Vo € R, Fi(z) = sin(z) — x cos(x) 2. Vx € R, Fa(x) = In(x ) 5 — ‘72
3. Vo €R, F3(z) = e *(—2? — 20 — 2) 4. Vz € R, Fy(z) = warctan(z) —  In(1 + 2?)

5. Vz € R, F5(l) _ a:con(:r) - wcoz(S:r) + sinl(;;:z:) o sin2(a:)



Exercice 7 (*) Calculer les intégrales suivantes en effectuant le changement de variable proposé :
1. M= f (cos(x))(sin(z))?dz  (u = sin(x)) fl tzdt (u=+Vt+1)
Résultat attendu :

_ 1 _ V3 _ 14 16

Exercice 8 (%). En utilisant des changements de variables, déterminer une primitive de chacune des fonctions
suivantes, en précisant I'intervalle de validité de la primitive calculée.

2t sin(t) cos

Lofiite 12 2 faitr 15 3. fs:tr gy 4. f4:t»—>%
Résultat attendu :

1. Vz € R, Fy(x) = arctan(z?) 2. Vx € R, Fy(z) =€® —In(1 4 €%)

x _ In( inz(x)+1)

3. Vx € R, F3(z) = 2arctan(e®) 4. Vx € R, Fy(z) = =550
Exercice 9 (%%). Calculer l'intégrale I = 14 TLDQ dz en posant le changement de variable ¢t = =
Reésultat attendu : Le changement de variable donne I = —1I, donc I = 0.

Exercice 10 (%%). En utilisant des changements de variables, déterminer une primitive de chacune des
fonctions suivantes en précisant I'intervalle de validité de la primitive calculée.

2 .
1. g1:t— & et+1 2. go it @W 3. g3 : t — arcsin®(t)

Indication : pour go, poser t = sin(s).
Résultat attendu :

1. Vz € R, G1(z) = 2In(e” + 1) — In(e”)
2. Va €] — 1, 1], Ga(z) = tan(arcsin(x)) — arcsin(z) = i arcsin(x)

3. Vo € [-1,1], G3(x) = xarcsin(x) + 2arcsin(z)v1 — 22 — 2z

Exercice 11 (% ). Déterminer une primitive (intervalle(s) de validité a préciser) de :

1 f: t'_>2t+1 2. g: t+—>2t+1 3. h: tHgiﬁ 4. ¢ th
5. tHW 6.u.tr—>m 7.u:tr—>m 8.v.tr—>t2+t+1.
Résultat attendu :

1. Vz €] — 00, —%[ou Vz €] — 1, o0, F(z) = W

2. Vo €] — oo, —1[ ou Vz €] — 1, +oo[, G(z) =z — W

3. Va €] — 00, —1[ ou Va €] — 1, 400, H(z) = 3 — nldet2)),

4. Vx €] — 0o, —1[ ou Vz €] — 1,3] ou Vz €]3, +o0], D(x) = ln(‘gf‘&l) - ln(lffl‘).

5. Vi €] — 00, — L[ ou Va €] — 1,2[ ou Va €]2, +oof, U(z) = nd=2d _ m(rrE])

6. Vz €] — oo, —4[ ou V€] — §,+o0], M(z) = — 75

7. Vx € R, U(x) = arctan(z — 2).

8. VxeR, V(z) = %arctan( (f}%l)).



Exercice 12 (%%). Soit p € N*,a € R et z € R. A quelle condition les intégrales suivantes sont-elles définies,
et que valent-elles ?

1. [7(1— pt)sin(pt)dt 2. [7(t +x)Pdt 3. [} Syds 4. [T, e
eP 2a z In(au

5. fo 1n1+r2)dr 6. J? ey 7. [0 t/p— t2dt 8. ¢<ﬂ>du

9. fo - S 10. fo sin(2t)e® (1) gt

Résultat attendu :

(22)P+! —(z—1)P+!

1 1—(1—pm) cos(pm)—sin(pm) 2
’ P ’ p+1

3. e—1—1In(e+1)+1n(2) 4. =2 (V1—az — 1+ ax) (il faut az € [-1,1])

5. ePIn(1 + e?P) — 2eP + 2arctan(eP) 6. In(1 + In(2))
3 213

7. We—ed) _2( Vp—ta?) (il faut p > 4a?) 8. In(ax )\/5 - 1n( ) —2y/x + 2 (il faut z > 0)
22— . a

9 2—11)111(‘1,2—&’) (il faut z* # p?) 10. 2 (e* — < + 1)

Exercice 13 (%). Etudier le sens de Varlatlon de la fonction g définie pour tout réel x par g(x 2 e +11 du.

Résultat attendu : Vx € R, ¢'(x) = Donc g est décroissante sur | — oo, 1] et crmssante sur ]17 “+oal.

4+1

Exercice 14 (% %). On pose, pour tout z > 0, G(x) = fx% %tdt. Justifier que G est bien définie et dérivable
sur R% , déterminer I'expression de sa dérivée, et ses variations.

Indication : inutile de calculer une primitive de t — %

Résultat attendu : Vo > 0, G'(z) = w > 0. Donc G est croissante sur R .

Exercice 15 (%). Soit f une fonction continue sur R.
1. Soit @ € R%.. Si f est impaire sur [—a, a], que peut-on dire de ffa f(x)dx ? Prouvez-le.
2. Méme question si f est paire.
3. Soit T' € R%.. Si f est T-périodique sur R et (a,b) € R?, que peut-on dire de ffj_r; f(t)dt ? Prouvez-le.

Résultat attendu : Des changements de variables judicieux donnent :

L[ f(@)de =0 2. [* f(x)de =2 [} f(t)dt 3. [UET e = [7 f(t)




Exercice 16 (Type DS). Pour tout couple d’entiers (p, ¢) € N2, on note I(p,q) = fol tP(1 — t)4dt.

1.

NS ok N

Pour tout (p,q) € N2, justifier Pexistence de I(p, q). Calculer 1(0,0), I(1,0) et I(1,1).

A Tl'aide d’un changement de variable, montrer que Y(p, q) € N2, I(p,q) = I(q,p).

Pour tout p € N, déterminer I(p,0).

A Paide d’une intégration par parties, montrer que ¥(p,q) € N2, I(p,q+ 1) = 9 1(p+1,q).

p+1
Déduire des deux questions précédentes la valeur pour p € N de I(p, 1), puis celle de I(p, 2).
Montrer par récurrence que pour tout (p,q) € N2, I(p,q) = @%‘L)!.

Soit (p,q) € N2. En déduire la valeur de l'intégrale J(p,q) = fog sin??t1(8) cos?9+1(0)d6.

Indication : poser le changement de variable t = sin®(6).

Résultat attendu :

1.

. Soit p € N. La question 4 donne I(p,0+1) = %I(p—i— 1,0). Or, d’apreés la question 3, I(p+1,0) =

Pour tous (p,q) € N2, la fonction ¢ — tP(1 — )7 est continue sur [0, 1], donc I(p, q) est bien définie. On
1

caleule 1(0,0) = f, 1dt = 1, puis [(1,0) = [, tdt = [5] =4 et
0

IR 11 1
I(1,1) = / t(l—t)dt = / tdt — / t2dt = = {] =,
0 2 o 2 3 6

. Soit (p,q) € N2. La fonction t — 1 — ¢ est de classe C! sur [0, 1], on peut donc poser le changement de

variable s =1 — ¢t. On a alors ds = —dt, et :
1 0 1
Ip.0)= [ -0t = [ spsi-ds) = [ 5100-5pds = 1a.p)
0 1 0

Soit p € N, I( 0)—f1tpdt—{ﬂ}l—i
p » APV = o T e, T ptL

Soit (p, q) € N2. Les fonctions t t;% et t — (1—1¢)9"! sont de classe C! sur [0, 1], donc une intégration
1

1 4 tp+1 . tp+1
par parties donne : I(p,q+1 :/ tP(1—1t)1 dt:{ 1—1¢)4 } —/ —1)(g+1)(1—1t)4dt.
)= [ -y T <[ ey

qg+1 / 11 +1
On en déduit alors I(p,q+1) =0+ —— tP t)ddt = 71 +1
(pa+1)= A (1-1) | (p+1.q).

1
) p+2-
DOHC I(p7 1) = W.

Soit p € N, la question 4 donne I(p,14+1) = %I(p—&— 1,1). Appliquer le résultat précédent (valable pour

tout entier) en p+ 1 donne I(p+1,1) = Donc I(p,2) =

1 2
(p+2)(p+3)~ (p+1)(p+2)(p+3)~

Soit ¢ € N, on pose P(q) : « Vp € N, I(p7 ) = % ».
! .
— V¥peN, I(p,0) = ﬁ = (p_’;'l) m, donc P(0) est vraie.
— Soit ¢ € N. On suppose que P(q) est vraie. Soit p € N. D’aprés la question 4 et P(q),

g+1 (p+1)l¢t  plg+1)!
p+llp+q+2)! (p+q+2)!

q+1
I(pyg+1)="""I(p+1,q) =
(p.g+1) o (p+1,9)

Donc P(q + 1) est vraie.

1g!
Donc pour tout (p,q) € N2, I(p,q) = rrrmyE

Soit (p,q) € N2. La fonction 6 — sin®(6) est de classe C' sur [0, Z], donc on peut poser le changement
de variable ¢ = sin2(9). On a alors dt = 2 cos 6 sin 6df. Préparons son application :

™

2 1 2
J(p,q) = / (sin? §)P(cos® 0)?sin 6 cos OdH = 3 / (sin? )P (1 — sin? #)4(2sin @ cos 0)dh
0 0
Le changement de variable et les questions précédentes donnent alors :

1 [t 1 1 plg!
— = | (1 — ) -_ P
J(p,q) 2/015( t)tdt = 51(p.q) = ACETEE



