Exercices PCSI . .
E.Bouchet Applications des nombres complexes

Exercice 1 (%). Sans faire le moindre calcul, déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :
1. z=1 2.z2=-1 3. 2z=5 4. z=-5 5. z=1 6. 2=21 7. 2=-5i 8 z=Te'%
Résultat attendu :
L 41 2. +i 3.4V5 4 HiVE 5 eld 6. £v2e'T 7. £v/5e T 8. £/TeTo

Exercice 2 (¥%). Déterminer les racines carrées de 1+ :

1. en utilisant la forme trigonométrique de 1+ 7;

2. puis en utilisant la forme algébrique (chercher les (a,b) € R? tels que (a +ib)? = 1 +i).
Résultat attendu :

1. Les racines carrées sont :I:\/ﬁel%.

2. Les racines carrées sont + (\/Hz‘/§ + Z\/\/zl)

Exercice 3 (%). Déterminer les racines carrées de 2i — 2 :

1. en utilisant la forme trigonométrique de 2¢ — 2;

2. puis en utilisant la forme algébrique (chercher les (a,b) € R? tels que (a + ib)? = 2i — 2).
Reésultat attendu :

1. Les racines carrées sont i\/ﬁe"'%.

2. Les racines carrées sont i(\/\/i -1+ z\/\@—i— 1).

Exercice 4 (%). Résoudre dans C I'équation iz2 + (i + 3)z + 2 — 2i = 0.
Résultat attendu : Le discriminant vaut A = —2i, dont les racines complexes sont +(1 — 7). Cela donne
comme solutions de I’équation —1 + i et 2i.

Exercice 5 (%). Résoudre dans C I'équation 22 +3(i — 1)z +2 — 3i = 0.
Résultat attendu : Le discriminant vaut A = —6¢ — 8, dont les racines complexes sont +(1 — 3i). Cela donne
comme solutions de I’équation 1 et 2 — 3.

5

Exercice 6 (%). Donner toutes les solutions z € C de I’équation 2° = i. Combien y en a-t-il de différentes?

Montrer que leur somme fait 0.

Résultat attendu : L’ensemble des solutions est {eillo x 25" |k € [[0,4]]} = {ei%,ei%,ei%,ei%,ei%}.

Il y a donc cinqg solutions différentes. Le calcul de somme se fait ensuite au choix en se ramenant aux racines
5-iémes de I'unité ou en utilisant les propriétés des sommes géométriques.

Exercice 7 (%). Soit n € N*. Résoudre dans C I’équation (i + 2)" = (i — 2)™.
Reésultat attendu : On se raméne aux racines n-iémes de 'unité. Suivant les choix effectués au cours du calcul,

I'ensemble des solutions s’écrit {— tan (k:ﬂ) ’k e 0,n—1]\ {72‘}} ou {tan (kﬁ) ‘k € 0,n—1]\ {g}}
n n

Exercice 8 (J%%). Soit n > 2 un entier. On considére I’équation (z + )" = 1 d’inconnue z € C.
1. Montrer que cette équation admet exactement n solutions, qu’on notera z; avec k € [0,n — 1].
2. Calculer la somme de ces solutions.
3. A T'aide d’une factorisation de type "angle milieu", déterminer |z|, pour tout k € [0,n — 1].
Reésultat attendu :
2ikT

1. Pour k € [0,n — 1], on pose z = e n —i.

sin kj—z Ccos k£+[
n 4 n 4 )1

Exercice 9 (k% %). Résoudre dans C D'équation (22 + %)%+ (2 + 1)2 = 4.
Résultat attendu : Comme on ne sait pas résoudre cette équation, il faut poser une nouvelle variable (exprimée
en fonction de z) qui permettra de se ramener a des formes connues.

V3+i V3—i —v/3—i —\/§+i}
) 2 2 2 ? 2 :

2. La somme vaut —nz.

3. Pour k € [0,n — 1], on trouve |zj| = 2 ou |z =2

L’ensemble des solutions est {i, —i

)



Exercice 10 (%). Résoudre I'équation e* = 3v3—3isur z € C.
Résultat attendu : 3v/3 — 3i = 6e~'%, donc I'ensemble des solutions est {In(6) +i(—% + 2km)|k € Z}.

eZZ + e—ZZ

Exercice 11 (% %). Pour z € C on pose cos(z) = 5

1. Résoudre I’équation e?* = 1 d’inconnue z € C.
2. En déduire les solutions de ’équation cos(z) = 1 d’inconnue z € C.
Résultat attendu :

1. Le calcul se fait en utilisant la forme algébrique de z. L’ensemble des solutions est {2k7|k € Z}.

2. On se rameéne par calcul & la question précédente, ’ensemble des solutions est donc {2kn|k € Z}.

Exercice 12 (¥%). On considére le nombre complexe z = 1 + 2i. Quelle est son image par :
1. La translation de vecteur 1 —¢7

0
2. La rotation de centre 3i et d’angle 1 ?

3. L’homothétie de centre —1 + ¢ et de rapport 37
Reésultat attendu :

1. L’image est 2 + 1.

2. L’image est V2 + 3i.

3. L’image est 5 + 41.




p—1
Exercice 13 (Type DS). Soit p € N*. On considére I’équation (EF) d’inconnue z € C : pzP = Z 2F, qui s’écrit
k=0
aussi pzP = 1+ 2 + 22 + -+ + 2772 + 2P~1. Le but de l'exercice est de montrer que les solutions de (E) autres
que z = 1 ont toutes un module strictement inférieur a 1. Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. On suppose que 1’équation (E) admet une solution a # 1 de la forme a = ¢*?, ot § € R.

: iy _ sin(’)
(a) Montrer qu'on a alors : ¢~ = ¥ = pen()"

Indication : dans un premier temps, se ramener & un calcul de somme géométrique.
(b) En déduire que ei"5% vaut 1 ou —1.
Indication : on pourra remarquer que la question précédente donne i’ 0 c UNR.
(¢) En déduire que a?*! =1 (c’est-a-dire que a € Up41).
(d) Rappeler ce que vaut 'ensemble U, .
P
(e) Montrer que Z a® = 0, en déduire une contradiction.
k=0
2. On suppose que (E) admet une solution b € C telle que |b] > 1.

P
1
(a) Veérifier qu’alors : p = Z W
k=1
(b) En considérant le module dans cette égalité, en déduire une contradiction.
3. Conclure.
Résultat attendu :

1. (a) a # 1, donc par formule de somme géométrique, techniques d’angle moitié et formule d’Euler :

p—1 p ipb s (e i e ps) iB2 N i (PO o (pf
Zak Cl—a?  1—e?? ez (—2i)sin(%) _ itz sin(%7)
k=0 I—a L—e? eis (e_ig — ei%) €' (—2i) sin(%) sin(g)
- pb
. . . (p—1)0 SIN{ &5
Or a est solution de (E), cette somme vaut donc pa?. Donc pe™? = ¢’ =2 - ((3))
sin(3
2
o (o 0_ sin( 29) jwtne  sin( 29)
Diviser par p et par e’ 7 donne alors e!®—*3") —5, et donce’ 7 = —=.
psin(5) psin()
L ( ) in( 28 . . . .
(b) € 25 e U et :1;](0(2;) €R, donc i’ € UNR. Or UNR = {—1,1} (géométriquement, il s’agit des
2
. R . S . s (p+1)
points & la fois sur la droite réelle et sur le cercle trigonométrique). Donc e* iR 4,
(c) Comme 2% = £1, on trouve aP*! = eiP+10 — 1.

(d) Le cours donne Uy4q = {e%ﬂc € [[O,p]]}.

P
1—aPtt  1-1

C let a?™ =1,) df = =0.
(e) Comme a # 1 et a ,k_oa e "1

Or a est solution de (E) doncO—Za Za +aP =pa? +a? = (p+1)aP.
k=0

Donc (p + 1)a? = 0, ce qui 1mphque a = 0 : absurde puisque a = ¢*.

1 1 1 1
: _ 2 -1 _
2. (a) best solution de (F) donc pb? = 14+b+b*+---+bP 7doncp—b—p—i—bp—_l—i—bp 5+ glb—k
N | P11 |
(b) La question précédente et I'inégalité triangulaire donnent : p = g W < kE:I | = g: b— omme
1
|b| > 1, on a [b|¥ > 1 et donc o < 1. Donc E |b|k E 1 =p. Donc p < p : absurde.

3. On a montré qu'une solution de (F) autre que 1 ne pouvalt pas avoir un module égal a 1 (question 1)
ou strictement supérieur a 1 (question 2). Ces solutions ont donc toutes un module strictement inférieur
al.



