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1 Intégrale d’une fonction

1.1 Cas d’une fonction en escalier

Définition 1.1 (Subdivision)
Soit a et b deux réels avec a < b. Une subdivision de [a, b] est une suite finie o = (ag, ay, ..., a,) telle que :

a=qgqgp<ar<ay<...<ap=n>o

Définition 1.2 (Pas d’une subdivision)

Soit a et b deux réels avec a < b et ¢ = (agp,ai,...,a,) une subdivision de [a,b]. On dit que o est une
subdivision a pas constant lorsqu’il existe h € R% tel que V& € [1,n], ar, — ax—1 = h.
La valeur de h est appelée pas de la subdivision.

Exemple. (0,2,6) est une subdivision de [0, 6] (& pas non constant).
(0,2,4,6) est une subdivision de [0, 6] & pas constant, de pas 2.

Définition 1.3 (Fonction en escalier)

Soit a et b deux réels avec a < b et ¢ : [a,b] — R une fonction. On dit que ¢ est une fonction en escalier

sur [a,b] s’il existe une subdivision o = (ag,...,a,) de [a,b] telle que ¢ est constante sur chaque intervalle
Jag—1, ag[.
Remarque. Autrement dit, ¢ est une fonction en escalier s’il existe une subdivision o = (ao, ..., a,) de [a, b] telle

que Vk € [1,n], I\t € R tel que Vz €ag_1, ar[, ¢(x) = Ag.

Exemple. La fonction partie entiére est une fonction en escalier sur n’importe quel intervalle [a, b] de R.
Définition 1.4 (Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment)
Soit a et b deux réels avec a < b et ¢ une fonction en escalier sur [a,b]. En reprenant les notations de la

b n
remarque précédente, on définit I’intégrale sur [a,b] de ¢ par : / p(t)dt = Z Me(ag — ag—1).
@ k=1

Remarque. Dans cette formule, la quantité A\x(ar — ax_1) est Paire d’un rectangle élémentaire de hauteur Ay.

Cette aire est comptée positivement si A\ > 0, et négativement sinon. Donc ff (t)dt correspond a ’aire algébrique
de la région délimitée par le graphe de ¢ et I’axe des abscisses.
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1.2 Cas d’une fonction continue sur un segment
Définition 1.5 (Approximation d’une fonction continue par des fonctions en escalier)

Soit a et b deux réels avec a < b, f une fonction réelle continue sur [a, b] et o = (ay, .. ., a,) une subdivision
de [a,b]. On note ff et f, les deux fonctions en escalier définies par : Vk € [1,n], Vz € [ar_1, axl,

fi(@)= max f(t) et fy(x)= min f(t).

t€lag—_1,ak] t€lag—_1,ax]



Remarque. Représentation graphique :

apg a1 a2 as ai as ag

Remarque. D’aprés le théoréme des bornes atteintes, une fonction continue sur un segment est bornée et atteint
ses bornes. Donc Vk € [1,n], les nombres max f(t) et min f(¢) sont bien définis.
t€lak—1,ax] t€lak—1,ax]

Définition 1.6 (Intégrale d’une fonction continue sur un segment)

Soit a et b deux réels avec a < b et f une fonction réelle continue sur [a,b]. Soit S 'ensemble de toutes les
subdivisions de [a, b]. En réutilisant les notations de la définition précédente, on a :

it ([ s0m) = ([ L3700

b b
Cette valeur commune est appelée intégrale de a 4 b de f, et est notée / f(t)dt, / fou f.
a a [a,b]

Remarque. Dans le cas d’une fonction en escalier, cette définition coincide avec celle donnée précédemment. Cela
donne par exemple que si A € R, fab Adt = (b—a)A.

Remarque. Cette définition permet de conserver la notion d’intégrale définie comme aire sous la courbe.

Définition 1.7 (Intégrale aux bornes interverties)

Soit I un intervalle, f : I — R une fonction continue et (a,b) € I? tels que a < b. On définit :

/baf(t)dt - —/abf(t)dt.

Remarque. Dans ce cas, l'aire est alors comptée négativement.
Définition 1.8 (Valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment)
Soit a et b deux réels avec a < b et f une fonction réelle continue sur [a,b]. On définit la valeur moyenne
1 b
de f sur [a,b] par la valeur .~ [’ f.

Remarque. Cette notion généralise celle de moyenne sur un nombre fini de réels.

2 Propriétés des intégrales de fonctions continues
2.1 Premiéres propriétés
Proposition 2.1 (Linéarité)

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, (a,b) € I? et (), u) € R%. Alors :

/ab(AfﬂLug):A/abfﬂLu/abg-



Proposition 2.2 (Relation de Chasles)

b c c
Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R, et (a, b, ¢) € I3. Alors / f(t)dt+/ f(t)dt = / f(t)dt.
a b a

Remarque. La formule est vraie sans contrainte d’ordre entre a, b et c.

Proposition 2.3 (Généralisation de la relation de Chasles)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R, et ag, a1, ... a, une suite finie de réels de I. Alors
n—1 ai+1 an
> </ f(t)dt) :/ f(t)dt
i=0 % ao

2.2 Intégrales et relation d’ordre
Proposition 2.4 (Positivité)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et (a,b) € I? tels que a < b. Si f est positive sur [a, b]

b
alors 0 </ f(t)dt.

Proposition 2.5 (Croissance de I'intégration)

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et (a,b) € I? tels que a < b. Si pour tout ¢ € [a, b],

b b
F(t) < g(t) alors / F(t)dt < / o(t)dt.

n 1 n

1
T < ——. En déduire la valeur de lim
n+1 n—+oo Jo x+ 1

T4
x+1

1
Exercice 1. Montrer que Vn € N, 0 < / dx.
0

Proposition 2.6 (Stricte positivité)

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I et (a,b) € I? tels que a < b. Si f est non nulle,

b
alors/ f(t)dt > 0.

Remarque. Soit (a,b) € R? aveca < bet (f,g) € (C°([a,b]))?. On suppose que f < g sur [a, b] et que 3z € [a, b] tel
que f(x) < g(zx). Le résultat précédent appliqué & g — f donne alors un résultat de croissance stricte : f; f< ff g.

Proposition 2.7 (Cas de 'intégrale nulle)

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I et (a,b) € I? tels que a < b. Alors

/b F(t)dt = 0 —s Vi € [a,b], £(£) = 0.

Proposition 2.8 (Inégalité triangulaire pour les intégrales)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et (a,b) € I? tels que a < b. Alors

/ bf(t)dt] < [rwla




2.3 Passage a la limite et développement asymptotique

Il est interdit de passer une limite de 'extérieur a l'intérieur d’une intégrale : si (f,,)nen est une suite de fonctions

continues sur un intervalle [a, b], on peut avoir lim / fn(t)dt # / lim f,(¢)dt, méme si on sait déja que ces
n—+oo J, q Moo

limites existent.

Pour calculer hl}rl / fn(t)dt, il faut procéder par calcul direct de l'intégrale ou par encadrement (si le calcul
n—-—+0oo a

direct est impossible).

Exercice 2. Soit n € N* et f,, la fonction définie sur Ry par f,(0) =0, f.(t) =nsit €]0, -] et fr(t) =0sit > %

1
1. Calculer / fn(t)dt pour tout n € N*. Que peut-on en déduire concernant 11111 / fa(t)dt?
0 n—-+0oo

2. Soit t € [0, 1]. Justifier I'existence de lir}rl fn(t) avant de la calculer. En déduire la valeur de / lim f,(t)dt.
0

n—-+o00 n—-+00

De méme, on ne peut pas prendre directement 1’équivalent d’une intégrale. Pour obtenir un développement asymp-
totique d’une expression impliquant une intégrale, on passe le plus souvent par des encadrements.

Exercice 3. Montrer que f;“ elln(t)dt ~ e%(e—1)In(x).

T—+00

3 Sommes de Riemann
Définition 3.1 (Sommes de Riemann)

Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b]. On définit les suites (S, )n>1 et (Th)n>1 par :

n—1

Vn € N¥, Sn:b;aZf(ak) et
k=0

a . . . ., R .
. Ces suites sont appelées sommes de Riemann associées & la fonction f.

b—
ouVk € [0,n], ay =a+k -

Remarque. En particulier, on trouve ag = a et a,, = b.

Remarque. C’est une méthode d’approximation de la valeur de I'intégrale, appelée méthode des rectangles.

S7 T

; as ag ag 4 a5 ag ag
> >
ap a1 a2 as a a9 a1 as a3 w

Proposition 3.2 (Convergence des sommes de Riemann)

Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b]. Les sommes de Riemann (S,) et (T},)

b
convergent vers I :/ f(t)dt.
a

Remarque. Dans le cas ou f est M-lipschitzienne sur [a,b], on a montré au passage une majoration de l'erreur
commise par M(g;a)z

Cette majoration n’est pas trés bonne, puisque % converge lentement par 0. La méthode des trapézes, qui consiste
a adapter la méthode des rectangles en utilisant des trapézes a la place des rectangles (I’approximation locale est

affine au lieu de constante) permettrait une erreur en O(#), ce qui est bien mieux.




as ae ary

>
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Remarque. Si f est une fonction continue sur [0, 1], alors on a en particulier :

o1 sk 1Sk 1
JL%‘OnkZ:Of<n> :Jzn;on;f(ﬂ = [ s

n

Exercice 4. Etudier la convergence de la suite u définie pour tout n € N* par u, = — g n2 — k2.
n
k=1

4 Lien entre intégrale et primitive

Proposition 4.1 (Théoréme fondamental de 'analyse)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et a valeurs dans R. Soit a € I, on définit la fonction

T
Fopar:Vrel, F(z) = / f(t)dt. Alors F est la primitive de f sur I qui s’annule en a.
a

Remarque. Comme f est continue, on obtient de plus que F est de classe C' sur I.

Remarque. On en déduit comme au premier semestre que toute fonction continue sur I admet des primitives,
que si F' est une primitive de f, f: f = F(b) — F(a) et les formules d’intégration par parties et de changement de
variables.

£E2
Exercice 5. Etudier la dérivabilité de la fonction ¢ définie sur R par = — / e’ dt.
0

Proposition 4.2 (Cas des fonctions paires, impaires ou périodiques)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
. . . x
— Si f est impaire, alors Va € I,xf_x f= (1
— Si f est paire, alors Vx € I, f,xf = 2f0 f.
— Si f est périodique de période T > 0, alors Vz € I, f;+T f= fOT f.

Remarque. Représentations graphiques pour le cas des fonctions paires et impaires :

~




5 Inégalité de Taylor-Lagrange
5.1 Formule de Taylor avec reste intégral
Proposition 5.1 (Formule de Taylor avec reste intégral (a 'ordre n))
Soit n € N et f une fonction de classe C"*! sur I'intervalle I. Pour tout (a,b) € I,
" (b—a)* Y-t .,
f(b) = Z (k!)f(kr)(a) +/ (n!)f( +1)(t)dt.
k=0 a

Remarque. Cette formule n’est pas exigible en premiére année, mais on en a besoin pour démontrer la suivante,
qui elle le sera.

Remarque. Si P est une fonction polynome de degré n définie sur R alors P est de classe C™ sur R et P(*T1) = 0.
Alors pour tout a € R,

n pk) (g
P(m):ZP ( )(x—a)k.

k!
k=0
et on retrouve la formule de Taylor pour les polynomes.

Remarque. La formule de Taylor avec reste intégral présente de fortes similitudes de forme avec la formule de
Taylor-Young, vue dans le chapitre sur les développements limités. Ces deux formules ont cependant des natures
trés différentes :
— La formule de Taylor-Young donne une approximation locale, au voisinage d’un point.
— La formule de Taylor avec reste intégral est une relation globale, qu’on peut appliquer entre deux points a
et b potentiellement éloignés.

5.2 Inégalité de Taylor-Lagrange
Proposition 5.2 (Inégalité de Taylor-Lagrange)

Soit m € N et soit f une fonction de classe C™*! sur un intervalle I de R. On suppose qu’il existe m et M
deux réels tels que Vt € I, m < f(”+1)(t) < M. Alors Y(a,b) € I? tels que a < b,

(b—a)"t!
(n+1)!

(b —a)"t!

(n+1)! M

n —a L
m< )~ 3 P ) <

k=0

Remarque. Attention : contrairement a la formule de Taylor avec reste intégral, cette inégalité de Taylor-Lagrange
nécessite a < b.

Proposition 5.3 (Inégalité de Taylor-Lagrange, deuxiéme version)

Soit 7 € N et soit f une fonction de classe C™*! sur un intervalle I de R. On suppose qu’il existe K € R tel
que Vt € I, |f("D(t)] < K. Alors V(a,b) € I?,

—~ (b—a) 4 b—a*"!
b) — —_— < — K.
/() 2R @<
22
Exercice 6. Montrer que pour tout > 0, In(1 4+ z) > = — 5

Exercice 7. En utilisant la fonction f : x — In(1 + z) définie sur [0, +oo[, & laquelle on appliquera I'inégalité de
Taylor-Lagrange, étudier la convergence de la suite (S,) définie pour n > 1 par :

-1 k—1
S, = Z(;.

k=1

n

7



6 Extension au cas des fonctions complexes
Définition 6.1 (Intégrale d’une fonction a valeurs complexes, rappel)

Soit I un intervalle de R, (a,b) € I? et f € C°(I,C). On définit f:f € C par fabf = f; Re(f) —i—if;Im(f).

Cette définition permet de généraliser plusieurs résultats obtenus dans le cas de fonctions & valeurs réelles :
— La formule d’intégration d’une constante et plus généralement les relations intégrale-primitive.
— La linéarité et la relation de Chasles.
— L’inégalité triangulaire : si a < b, ‘f; f‘ < f; |1
— La formule de Taylor avec reste intégral et l'inégalité de Taylor-Lagrange (mais seulement la version avec
les modules).
La positivité et la croissance ne sont pas généralisables (puisqu’il n’y a pas de relation d’ordre sur C).
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