SII - PCSI / Séquence n° 8 — Modélisation et vérification
des performances statiques des systéemes

Modélisation et étude des

équilibres statiques

— Eléments de correction des TDs —

R _ Service
Systeme souhaité A
attendu A
i
N . . Service +
Systeme en situation d’usage 2 lisd =
réalisé 1 S| o
5| %
\ﬁ Q
. \
. . Service VA
Systéme en laboratoire N
mesuré ~
)
—
&
=
X o Service Y
Systeme simulé ) )
simulé

Ecart 0 — évalue la fiabilité et la fidélité du systéme de laboratoire didactisé par
rapport au systeme réel. Il répond aux questions « le systéme de laboratoire
est-il représentatif du systéme réel 7 Permet-il de ’étudier de maniére fiable 7 »

Ecart 1 — évalue le respect du CDCF par le systéme réel sur prototype instrumenté en
laboratoire. Il répond a la question « le systeme réalisé, répond-il au CDCF 7 ».

Activités de TD

Ecart 2 — évalue la fiabilité du modeéle et de ses hypothéses. Il répond a la question
« le modele est-il correct 7 ».

Ecart 3 — évalue, en phase de conception, le respect du CDCF & partir d’un
modele simulé. Il répond a la question « le modeéle du systeme satisfait-il
les exigences du CDCF ? ».
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— EXERCICE 1 —

Systeme élévateur de rack

Question 1.1. D’apres le schéma cinématique et les actions mécaniques donnés, il vient
le graphe de structure suivant :

{ %harge% 11 }

{ Lq.moteur—ﬂ()}

Question 1.2. Par cours, il vient les expressions canoniques des torseurs d’actions méca-
niques transmissibles par les liaisons :

— liaison pivot d’axe (O, 73) :

XoTh + Youl + Zo%
L0$_>0 + N0?0>

{%Hl[)} = {

— liaison pivot glissant d’axe (B, %) :
®
{9()»11} = {
B

XB$_O> + ZBZ_O>
Lpxy + N7z

— liaison pivot glissant d’axe (C, %) :

XcTo + Zo 7
{%@11}: { ) CO}
C

LeTh 4+ NeZi
— liaison hélicoidale d’axe (O, %) et de pas p a droite :
Xo+ Yy + 27

T —
{ 10%11} Lx_g . 2£Y%> + NZ_0>
T

0
vérifiant bien dim(Vect({Z10-11})) = 5.
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Question 1.3. Par changement de point, on a :

7

=
MO,OHH = MB,(HH Fo»n N BO
= LT+ Npz§ + (XBx_g + ZBZ_O>) A (ax—g — M%})
= (Lp+ pZp) ZL“—>0 + CLZB% + (N — uXp) Z_o>

d’ou
{%11} = { _>XBx_O> +_Z>BZ_O> — }
o (L + pnZp) 2o + aZpys + (N — nXp) 24
Par une démarche identique et sachant (ﬁ = —az — u%), procédant aux changements

de variables
B—C et a— —a

il vient :

(L + pZe) T — aZeys + (No — nXo) z

XeTh + ZoZ
{%Ci)n} = {
16

Avant de poursuivre, on peut remarquer que {%@11} + {%@11} est caractéristique d’une liaison glissiére
de direction % avec

i (Veet (720} + (720))) = aim (Voer(( 720, 1) UVeet({421,))) =3
tel que le degré d’hyperstatisme soit
p =dim (Veet({.21,) ) + dim (Veet((721,) ) - dim (Veet({ 21,1 0 Veet(520,))
—dim (Veet(( 7.2 )) 1 Veet (72,1 ) =3
et corresponde au nombre de parametres géométriques a fixer pour s’assurer que les deux droites affines,

azes des liaisons pivot glissant, soient paralléles et mon confondues.

Question 1.4. Pour déterminer une expression de C,, en fonction de P on peut :

1. isoler 10 et écrire I'équation de moment autour de la droite (O, %), c¢’est-a-dire selon
la mobilité en rotation permise par la liaison pivot %5_19, de laquelle on tire une
expression du type C,, = f(Y);

2. isoler 11 et écrire I'équation de résultante dans la direction %), c’est-a-dire selon les
mobilités en translation permises par les deux liaisons pivot glissant d’axes paralleles,
de laquelle on tire une expression du type Y = g(P);

3. par composition des résultats, on tire une expression du type

Mise en ceuvre de la stratégie :



1. On isole 10 en équilibre dans un référentiel supposé galiléen et on lui applique le
principe fondamental de la statique. En particulier, I’équation de moment autour de
Paxe (O, ;) donne :

- —
/ (O, %)) : Mo.0=10 %) +Mo 11510 - %) +Cn=0
—_—

0 (inOt L—10

Avec, par théoreme d’actions réciproques

T = T — p
MO,ll%lO Yo = —Mo,loan Yo = %Y

il vient

Cot LYV =0 < |Cp =LY
27 27

2. On isole 11 en équilibre dans un référentiel supposé galiléen et on lui applique le
principe fondamental de la statique. En particulier, ’équation de résultante dans la
direction %) donne :

e e
s
/%): F11'%"‘%@11'%}4’]710%11'%)—]3:0
0 0
il vient
Y=P
3. Par substitution, il vient finalement :
—p
Cpn=—P

27

Question 1.5. Avec p = 27 mm = 27 x 103 m et P = 100N, il vient :

Cn=-0,1N-m




— EXERCICE 2 —

Boitier de direction

Question 2.1. D’apres le schéma cinématique et les actions mécaniques donnés, il vient
le graphe de structure suivant :

& sphere-cylindre
de centre D et

d’axe (D, 7) ‘J\/\/\Couple C,

& sphérique de
centre A

Couple C,

& sphérique de
centre B

& sphere-cylindre
de centre E et
daxe (E, @)

Question 2.2. 1. On isole 1 en équilibre dans un référentiel supposé galiléen. Bilan
des actions mécaniques extérieures :

— liaison sphérique de centre A :

XuZ +Yay + 247 }
0

(72} = { 5

— liaison sphérique de centre B :

Xp @ +Ys U + 257
{72} = { > }

— liaison hélicoidale d’axe (O, /) et de pas réduit p* = p/(27) & droite :

X @ + 3/217 +Zn 7
Lzl7 - P*Y217 + N217

[if
lav)

On applique le principe fondamental de la statique

{%—ﬂ} = {
@]

— couple d’entrée

%
(723 +{T8) + (T} + { 007 }z{O}
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L’équation de résultante, en projection dans la base (7, 7, 7) donne :

/71 OZXA+XB+X21
/Y 0=Ya+Yp+Yy
/7 0=Zs+Zp+Zn

Par changement de point, il vient en O :

\

7

@ @ @ T~
Mo 1 = Mygy + Fooyy N AO

—1

= (XA7 -+ YA7 —+ ZA7) A —yA7
=Ya (ZA? —XA7)

et de fagon similaire, avec le changement de variable A — B, il vient :

MO,OHI =YB (ZB7 - XB?)
d’ou I’équation de moment au point O en projection dans la base (?, 7, 7) :

/(O, 7) : 0=yaZas+ypZp+ Lan
/(077)3 ‘OZCv—p*Yh
J(0,7) : 0= —yaXa —ypXp+ Noy

. On isole 2 en équilibre dans un référentiel supposé galiléen. Bilan des actions
mécaniques extérieures :

— liaison sphérique de centre C' :

Xc7+Y07+Zc7 }_ { Xc?+Y07+Zc7 }
o

%—>2 -
{ I C{ [ vo(=Zc Y +Yo?)

obtenu par changement de point :

\

Mo sy = Mg o+ F3 0 ACO'
= (XC7 + Y07 + Zc?) A —l’c?
=10 (—Zc +Yo7)

— liaison hélicoidale d’axe (O, 7) et de pas réduit p* = p/(27) a droite :

X @~ Yy —Zn? }

{712} = O{ — L@ +p*Y217 — Np?Z

On applique le principe fondamental de la statique
{ T2} +{ T2} = {0}

7



L’équation de résultante, en projection dans la base (7, 7, 7) donne :

/?Z O:Xc—Xgl

/7 0=[o-val

/7 0=Zc—Zn
L’équation de moment au point C' en projection dans la base (7, 7, 7) ;

/(C, 7) . 0= —L21
[(C. ) 0=—2cZc+pVa
/(C,Z): 0=acYe — Noy

3. On isole 3 en équilibre dans un référentiel supposé galiléen. Bilan des actions
mécaniques extérieures :

— liaison sphérique de centre C' :

X =Y - Zc7 }
0

{%—>3} = { —
C

— liaison sphére-cylindre de centre D et d’axe (D, 7) :

Yo +Zp 7 }

(72,) = D{ -

— liaison sphére-cylindre de centre E et d’axe (E, @) :

Y + Zp 7
{%@g}z{ N }

0
i
*{ CT? }

On applique le principe fondamental de la statique

— couple de sortie

%
(T2} +{ T8} + {Fos} + { OO? }: {0}

L’équation de résultante, en projection dans la base (?, 7, 7) donne :

/71 O:—XC
/Y 0=—Yo+Yp+Yg
/7 0=—Zo+Zp+Zp



Par changement de point, il vient en D :

\ \
7 7

MICDED,OAS = Mg@,O%S + Fo(ia A ﬁ
=Yg + ZpZ)A(ap —ap) T
= (zp — ffE) (ZeY — Y& ?)
Mpa3 = Mc,z—ﬁ; + F 3 ACD
= —(XeZ +Yo Y +ZcZ)N(zp —26) T + k7]
= kYo T + (kXe — (xp — 26)20) Y + (3p — 20)Ye 2

d’ou I'équation de moment au point D en projection dans la base (?, ?, 7) :
/(D,T):  |0=—-kYc+C,

/(D, 7) : 0= (zp —2g)Zp +kXc— (xp —2c)Zc
/(D,?) OZ—(J]D—ZEE)YE+($D—.TC)YC

Question 2.3. A partir des 3 équations mises en évidence, ¢’est-a-dire :
— pour 1 isolé, équation de moment autour de 'axe (O, 7)

Cy,=p'Yy
— pour 2 isolé, équation de résultante dans la direction 7
Yo =Y
— pour 3 isolé, équation de moment autour de 'axe (D, ?)
C,=kYeo
puis par simples substitutions successives, il vient

Cr == ﬁcv

*

Des 15 autres équations, on tire les inconnues d’actions mécaniques effectivement transmises
par les liaisons, non demandées.

Question 2.4. Pour trouver le plus rapidement possible une relation entre C, et C,, il
est nécessaire d’exploiter les mobilités des liaisons. En particulier, il est nécessaire de
remarquer que c’est la translation de 2 par rapport a 1 dans la direction 7 qui induit la
rotation de 3 par rapport a 0 autour de la droite (DFE), translation elle-méme induite, par
I'intermédiaire de la liaison hélicoidale, par la rotation de 1 par rapport a 0 autour de la
droite (AB). Avec ces éléments, il est clair qu’il faut :

— isoler 1 : équation de moment autour de 'axe (O, 7), associée a la rotation autour
de (AB);

— isoler 2 : équation de résultante dans la direction 7, associée a la translation dans
la direction 7 ;

— isoler 3 : équation de moment autour de 'axe (D, ?), associé a la rotation autour
de (DE).



— EXERCICE 4 —

Glissiere de cellule d’injection plastique

Question 4.1. D’apres les données du sujet, il vient le graphe de structure suivant :

& pivot glissant T
d’axe (A, ?) {Fpessv}

@.@ {%es%{Sy,SZ}}

Z sphere-plan
de normale

(B,?)
Question 4.2. On isole 'ensemble S. Bilan des actions mécaniques extérieures :
— liaison pivot glissant d’axe (A, 7') :

YAY + 247 }

@ y _
{%—)S} - A{ MA? +NA?

— liaison sphére-plan de normale (B, ?) :

757
(705} = { > }

— action de la pesanteur sur le module Sy :

—MXg7

{’ypes—hgx} = { — }
Gx 0
— action de la pesanteur sur ’ensemble mobile {Sy, Sz} :

—Myz97

{%68%{5%52}} = { —

o 0
YZ

Question 4.3. S = {Sx, Sy, Sz} est en équilibre dans un référentiel galiléen. On lui
applique le principe fondamental de la statique :

{735} + {2035} + {Fossc} +{ Fressisv.5} = {0}
Equation de résultante :
/7 0=0

/72 OIYA
JZ: 0=Zs+Zp— (Mx+ Myz)g
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Pour écrire I’équation de moment au point A, on exprime par changement de point les
moments au point A :

e
Mo, = Mgy s+ Fys N BA
—Z5Z NEY
= EZ57

Procédant aux simples changements de variables Zgp — —Mxget E — aet Zg — —My4g
et £ — —CY, il vient immédiatement :

I

MA,pes—)SX = CLMXQ?

MA,peS—}{Sy,Sz}i - _CYMYZQ?

d’ou I'équation de moment au point A :
J(A,Z): 0=—EZg+aMxg— CY Myzg

/(A,?) O:MA
J(A,Z): 0=N,4

Avec I'équation de moment autour de 'axe (A, 7), on trouve :

(IMX —OYMYZ
CLMX —CYMYZ g ?
0
B

Exploitant ce résultat dans I’équation de résultante dans la direction 7, il vient :

pams[(1- )+ (145

d’ou

(2= L ol(t-F)am (1 T ) e
0

A

Question 4.4. Le sens de 'effort exercé par la liaison sphere-plan dépend du signe de Zp.
Comme g et E sont positifs, il vient par application numérique :

aMy —CYMyz=02x230—-0,5x120=46-60=—-14 = Zp <0
qui signifie que 'action de la liaison sphere-plan est dirigée vers le bas, selon —7.

Question 4.5. Comme nous avons isolé S, I'action du rail 0 est transmise par le galet 9
si, et seulement si, son action est dirigée vers le bas, selon —7, qui correspond a

My
My 5

Zp <0 <= aMx —CYMy; <0 < |CY >a

et que l'on traduit en condition sur la position du centre de gravité de I’ensemble mobile

{Sy,Sz}.
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Question 4.6. Par application numérique, on a :

9,81
ZB = g(CL.Z\4X —CYMyz) ==

14~ 274 7N
E 05 ’

12



— EXERCICE 7 —

Excavatrice

Ces éléments de corrigé sont rédigés pour une seule configuration géométrique ;
leur transposition a ’autre étant supposée évidente.

i

Question 7.1. Le mécanisme pouvant étre représenté dans un plan de normale notée Z,
on procede a une étude plane telle que chaque liaison pivot d’axe ([J, ?) soit simplement
notée [J sur le graphe de structure.

Notant que les vérins T, U, V et W sont chacun soumis a 2 glisseurs, il vient par
théoreme d’un solide soumis a deux glisseurs que les axes centraux des torseurs d’actions
mécaniques transmissibles par les vérins sont :

e
— U: AFU_>3 = (CD),

Action mécanique développée par le vérin T'

Pour déterminer 'action mécanique développée par le vérin T', on isole I’ensemble
St ={2,3,4,5,6,U,V, W} soumis a trois glisseurs :

charge

O,

— Tlaction de la charge (connue) ; /‘

— laction du vérin T' (axe central connu); / (AB)
— action de la liaison pivot avec 1 (glisseur au point O;). X O,

13



Par théoreme d’un solide soumis a 3 glisseurs, les 3 axes centraux sont coplanaires et,
comme les axes centraux de { Toharge—ss} €t { T2} sont sécants au point I, alors les 3
axes centraux le sont en ce point; ce qui permet de déterminer 'axe central de {75}
comme la droite (O117). Au point Ir, il vient alors :

B\, [P Fa |,
S A U R U A e

Malheureusement, le document réponse n’est pas suffisamment grand dans cette confi-
guration pour réaliser la construction.

Ir
T

AFr_

—
AFy o

Action mécanique développée par le vérin U

Pour déterminer 'action mécanique développée par le vérin U, on isole I’ensemble
Sy =13,4,5,6,V, W} soumis a trois glisseurs :

14



— Tlaction de la charge (connue) ; /‘

— laction du vérin U (axe central connu); / (CD)
— action de la liaison pivot avec 2 (glisseur au point Os). X O,

Par théoreme d’un solide soumis a 3 glisseurs, les 3 axes centraux sont coplanaires et,
comme les axes centraux de { Toharge—ss } €t { T3} sont sécants au point Iy, alors les 3
axes centraux le sont en ce point; ce qui permet de déterminer 'axe central de {Z_,3}
comme la droite (O9ly;). Apres avoir tracé les 3 axes centraux, et sachant qu’au point I

fi Fo Fs |
IU6> +I ﬁ +I 6) _{}

il reste a réaliser graphiquement ’équation de résultante :
?p +Fyss+Foy3=0

qui se traduit par un triangle. Il vient alors les constructions suivantes.

U U
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Action mécanique développée par le vérin

Pour déterminer ’action mécanique développée par le vérin V', on isole I’ensemble
Sy ={4,5,6, W} soumis a trois glisseurs :

charge

5
( N
&

— laction de la charge (connue) ; /‘
— laction du vérin V' (axe central connu); / (EF)
— action de la liaison pivot avec 2 (glisseur au point O3). X O3

Par théoreme d’un solide soumis a 3 glisseurs, les 3 axes centraux sont coplanaires et,
comme les axes centraux de { Tenarge—ss} €t {4} sont sécants au point Iy, alors les 3
axes centraux le sont en ce point; ce qui permet de déterminer 'axe central de {F5_,4}
comme la droite (O3ly). Apres avoir tracé les 3 axes centraux, et sachant qu’au point Iy

F, Foos B
A AR O B

il reste a réaliser graphiquement 1’équation de résultante :
— = =
?p +Fyoa+F35,=0

qui se traduit par un triangle. Il vient alors les constructions suivantes.

4 14

16



Action mécanique développée par le vérin W
Pour déterminer 'action mécanique développée par le vérin W, il est nécessaire de
procéder en deux temps :

1. on isole 5 soumis a trois glisseurs :

— Tl’action de la charge (connue); /‘

— P’action de 6 (axe central connu); / (KJ) (donné dans le sujet)
— action de la liaison pivot avec 4 (glisseur au point I). X I

Par théoreme d’un solide soumis a 3 glisseurs, les 3 axes centraux sont coplanaires
et, comme les axes centraux de { Toharge—ss} €t {Js—5} sont sécants au point I, alors
les 3 axes centraux le sont en ce point; ce qui permet de déterminer ’axe central
de {J4,5} comme la droite (I5]). Apres avoir tracé les 3 axes centraux, et sachant
qu’au point I5 on a :

, Foor P | _
A R U S U A e

il reste a réaliser graphiquement 1’équation de résultante :
?p + Fos + Fy5 = 0

qui se traduit par un triangle. Il vient alors les constructions suivantes.

2. on isole 6 soumis a trois glisseurs :

— l’action de 5 (connue); /‘
— Tl’action du vérin W (axe central connu) ; / (HJ)

17



— action de la liaison pivot avec 4 (glisseur au point Oy). X 0,

Par théoréme d’un solide soumis a 3 glisseurs, les 3 axes centraux sont coplanaires
et, comme les axes centraux de {5 5} et { Ay 6} sont sécants au point J, alors
les 3 axes centraux le sont en ce point; ce qui permet de déterminer ’axe central
de {46} comme la droite (O4J). Apres avoir tracé les 3 axes centraux, et sachant
qu’au point J on a :

e — —
F5—>6 FW—>6 F4—>6
— (7t — (F — =10}
J 0 J 0 J 0

il reste a réaliser graphiquement 1’équation de résultante :

- - >
Fs 6+ Fwe + Fase = 0

qui se traduit par un triangle. Il vient alors les constructions suivantes.
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