Exercices PCSI , .
B.Bouchet Déterminants

Exercice 1 (%). Pour chacune des matrices ci-dessous, calculer son déterminant, déterminer si elle est inversible
ou non, et si oui, donner le déterminant de son inverse.

A-(17Y) m-G) o-(im)

Exercice 2 (%). Calculer le déterminant de :

. . ~ 1 3
Exercice 3 (% ). On considére les vecteurs e; = ( 21), es = ( 0 ), e3 = (7(1?)
— m

Pour quelle(s) valeur(s) de m € R la famille (ey, ez, e3) est-elle une base de R3?
Exercice 4 (%). Soit f l'application de R3[X] dans R3[X] définie par f(P) = XP'(X +2) + P(1)(X? —1).
1. Montrer que f est bien définie et linéaire.

2. Calculer det(f). L’application f est-elle un automorphisme ?

Exercice 5 (%). Pour quelles valeurs de ¢t € R la matrice M; = (i % ?1) est-elle inversible ?

Exercice 6 (%%). Soit n € N*, A € M,,(K) et ¢4 € L(K") son application linéaire canoniquement associée.

1. Montrer que ¢4 est une symétrie si et seulement si il existe P € GL,,(K) tel que A = PDP~! ou D est
une matrice diagonale de 1 et de —1.

2. Dans ce cas, que vaut le déterminant de ¢4 7

Exercice 7 (). Soit n > 3 un entier, et « € R. Calculer :

0 i oo 0 0 m - 1 0 - 0
n—1 0 Do z 1 (0) 0
n = . . . . bn = T n =
n 0 . S Cn 0
.2 0 2 © 0 0 1
0 - 0 11 v 1 11
Exercice 8 (%%). Pour tout n-uplet (ai,...,a,) € C", on définit le déterminant de Vandermonde comme :
1 1 ... 1
ai a9 “ee A,
2 2 2
Viay,...,an)=| @ az o Op
ai™' ay”! ap~!

1. Calculer V(a,b,c), pour (a,b,c) € C3, puis V(a,b,c,d), pour (a,b,c,d) € C*. On attend des résultats
finaux sous forme factorisée.

2. Exprimer V(aj,as,...,a,) en fonction de V(ag,...,a,), puis en déduire une formule générale pour
Viay,...,an).

Exercice 9 (%%). Soit A(X)=X3—-X? - X +2et B(X)=X?-3X?+2X. Pour tout P € Re[X], on note
f(P) le reste de la division euclidienne de AP par B.

1. Montrer que f € L(R2[X]).

2. Déterminer la matrice M représentative de f dans la base canonique, et montrer que f est un automor-
phisme.



Exercice 10 (% %). Soit § € R\ (7Z).

2 cos(6) 1 0 . 0
1 2cos(f) 1 :
Calculer le déterminant de taille n suivant : A, = 0 0
: . 2 cos() 1

0 e 0 1 2 cos(0)

Indication : commencer par déterminer une relation de récurrence sur les A,. Par convention, Ay = 1.

Exercice 11 (Type DS). L’objectif de I'exercice est de déterminer les couples de fonctions (u1,uz) € (C*(R, R))2
uf(t) = =Tuq(t) — Sua(t)
ub (t) = 10wy (¢) + Busa(t)

solutions du systéme d’équations différentielles (E) suivant : V¢t € R, { (
On fixe (u1,uz2) € (CY(R,R))?, et Vt € R, on pose les vecteurs U(t) = (28) et U'(t) = (Z;Eg)
2

1. Montrer que (E) peut s'écrire sous la forme Vt € R, U’(t) = AU(t) pour une matrice A a préciser.
Dans la suite de ’exercice, on note ¢4 I’endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice A et
id ’endomorphisme identité de R2.

2. L’objectif de cette question est de déterminer les A € R pour lesquels il existe un vecteur € R?
différent de (0,0) vérifiant p4(x) = Az.

(a) Justifier que ce probléme équivaut a déterminer les A € R pour lesquels A — AI; n’est pas inversible.

(b) Calculer det(A — AI3), en déduire que les seules solutions du probléme sont A = 3 et A = —2.

3. On cherche maintenant & exprimer la matrice A en fonction d’une matrice diagonale.
(a) Déterminer une base de Ker(p4 — 3id) et de Ker(p4 + 2id).
(b) En déduire une base B de R? pour laquelle la matrice Matg(¢4) vaut D = (3 %).

(c) Déterminer une matrice P pour laquelle on a A = PDP~! (on explicitera également P~1).

vl (t)

4. Reésolution de (E). Pour t € R, on définit le vecteur V() = (v2(t)> par V(t) = P7lU(#).
(a) Vérifier que pour tout t € R, V/(t) = P~1U’(t).
(b) En déduire que (E) équivaut a Vt € R, V/(t) = DV (¢).

(c) Ecrire cette égalité comme un systéme d’équations différentielles d’inconnues v; et vo, et le résoudre.
)

(d) Résoudre le probléme initial.



