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1 Généralités sur les ensembles

1.1 Définitions et notations

Définition 1.1 (Ensemble)

Un ensemble E est un groupement d’objets distincts, appelés éléments de I’ensemble.
Si z est un élément de E, on note x € E.
Il existe un ensemble qui n’a pas d’éléments, il est unique, c’est 'ensemble vide, noté ().

Remarque. Deux familles d’ensembles sont d’intérét particulier :
— Les ensembles finis, qui ont un nombre d’éléments fini. On appelle cardinal ce nombre.
— Les ensembles dénombrables, dont on peut numéroter les éléments.

Exemple. Parmi les ensembles usuels,
— [0,n] est 'ensemble des entiers compris entre 0 et n. C’est un ensemble fini de cardinal (n + 1).
— N, N*, Z, N2, Q sont des ensembles dénombrables.
— R n’est ni dénombrable, ni fini, car on ne peut pas numéroter ses éléments.

Remarque. Pour décrire ou lister les éléments d’un ensemble, on utilise des notations du type :
{éléments considérés|condition & vérifier} ou  {forme générale|paramétres}.

Exercice 1. Ecrire avec des accolades les ensembles suivants :
1. L’ensemble A des réels x qui vérifient 22 + e® = 12.
2. L’ensemble B des entiers naturels du type 3m? + n? ot (m,n) € N2.

3. Soit n € N*. L’ensemble C' des fractions de numérateur entier compris entre 1 et n et de dénominateur n.

1.2 Inclusion
Définition 1.2 (Inclusion, égalité)

Soient A et B deux ensembles.
— On dit que A est inclus dans B si tout élément de A est aussi un élément de B. On note alors A C B.
On dit aussi que A est une partie (ou un sous-ensemble) de B.
— On dit que A et B sont égaux si A C B et B C A. On note alors A = B.

Exemple. Représentation graphique de A C B :

Remarque. Cela donne en termes de quantificateurs :
— ACB<«<=VrecAzxeB.
— A¢ B<= dr e Atel que x ¢ B.

Exercice 2. Montrer que R_ = {z € R|Vy > 0,z < y}.
Proposition 1.3 (Transitivité de l'inclusion)

Soit A, B et D trois ensembles,
(AcBetBCc D)= (ACD).



1.3 Ensemble des parties de E
Définition 1.4 (Ensemble des parties)
Soit £ un ensemble. L’ensemble des sous-ensembles de F est appelé ensemble des parties de F, et est

noté P(E).

Remarque. Soit A un ensemble. La définition donne directement 1’équivalence A € P(E) < A C E.
Remarque. Attention aux objets manipulés : On écrit 3 € R, {3} C Ret {3} € P(R).
Exercice 3. Soit £ = {1,2,3,4}. Déterminer P (E).

1.4 Produit cartésien

Définition 1.5 (Produit cartésien)

Soit F et F' deux ensembles. On appelle produit cartésien de F par F', noté E x F, 'ensemble des couples
ordonnés (z,y) otz € Fety € F :

ExF={(z,y)lr € EetyecF}

Remarque. Siu € E x F, alors dx € E,3y € F tels que u = (x,y).
Exemple. R x R = R? est I’ensemble des couples de réels.

Remarque. On peut généraliser le produit cartésien a plus de deux ensembles : soit (Aq,..., A,) des ensembles,

HAZ =A; xAgx---xX A, = {(:El,fr‘g,...,l‘n) |VZ € [[1,n]]7a:i EAZ}
=1

2 Opérations sur les ensembles

2.1 Complémentaire

Définition 2.1 (Complémentaire)

Soit E et A deux ensembles, tels que A C E. On appelle complémentaire de A dans F, noté A, 'ensemble
des éléments de E qui ne sont pas dans A :

A={reEx¢A}

Remarque. Les notations E \ A ou A° peuvent également étre utilisées.

Exemple. Représentation graphique du complémentaire d’un ensemble A dans un ensemble F :

<

Remarque. En termes de quantificateurs, on a : soit x € F,
—re A<=z ¢ A.
—rd A<=z € A.

— F
A

Remarque. On a également les cas particuliers suivants :
— E=0et=E.
— A=A
— ACB< BCA.



2.2 Intersection

Définition 2.2 (Intersection, différence)

Soit A et B deux ensembles.
— On appelle intersection de A et B et on note AN B ’ensemble des éléments qui sont & la fois dans
A et dans B.
— On appelle différence de A et B et on note A\ B ou AN B I'ensemble des éléments de A qui ne

L I

Exercice 4. On lance un dé trois fois de suite. Soit i € [1,3], on pose S; = { au i-éme lancer, on tombe sur 6 }. A
'aide des S;, déterminer les ensembles A = { les trois lancers donnent 6 } et B = { aucun des lancers ne donne 6 }.

sont pas dans B.

Exemple. Représentation graphique :

Remarque. On peut généraliser l'intersection a plus de deux ensembles : soit (Aq,..., A,) des ensembles,
n —+00
re(Aie=Vie[lnjz€A et zc[)A<>VieN, zcA,
i=1 i=1
Proposition 2.3 (Propriétés de 'intersection)

Soit A, B et D trois ensembles,
— ANBCAet ANBC B,
— SiAC B,alors ANB=A,
— An(BND)=(AnB)NnD=ANnBnND.

2.3 Réunion
Définition 2.4 (Réunion)

Soit A et B deux ensembles, on appelle réunion de A et B, notée AUB, ’ensemble des éléments appartenant

A& Aoua B.
G

Exercice 5. On lance un dé trois fois de suite. Soit i € [1,3], on pose S; = { au i-éme lancer, on tombe sur 6 }. A
'aide des S;, déterminer les ensembles C' = { au moins un lancer donne 6 } et D = { au plus deux lancers donnent 6 }.

Exemple. Représentation graphique :

Remarque. On peut généraliser la réunion a plus de deux ensembles : soit (Ay,..., A,) des ensembles,
n +o0o
:ceUAi@Hie[[l,n]],meAi et erAi@HieN*,a:eAi.
i=1 =1

Proposition 2.5 (Propriétés de la réunion)

Soit A, B et D trois ensembles,
— ACAUBet BC AUB,
— Si AC B, alors AUB = B,
— AU(BUD)=(AUB)UD=AUBUD.



2.4 Propriétés de l'intersection et la réunion
Proposition 2.6 (Distributivité)

Soit A, B, D des ensembles,

AU(BND)=(AUB)N(AUD) et AN(BUD)=(ANB)U(AND).

Remarque. Quand on mélange des réunions et des intersections, il est donc important de faire attention au
positionnement des parenthéses.
Exercice 6. Soit £ un ensemble et X et Y deux sous-ensembles de E. Simplifier I'expression (X NY)U (X NY).

Proposition 2.7 (Passage au complémentaire)

Soit A, B des ensembles,

2.5 Partitions
Définition 2.8 (Ensembles disjoints)

Soit A et B deux ensembles. On dit que A et B sont disjoints lorsque AN B = ().

Définition 2.9 (Ensembles deux a deux disjoints)

Soit Ay, Aa, ..., A, des ensembles. On dit qu’ils sont deux a deux disjoints lorsque Vi # j, A; N A; = 0.

Définition 2.10 (Partition)
Soit E' un ensemble et Ay, Ao, ... A, des sous-ensembles de E. On dit que les A; forment une partition

n
ou un recouvrement disjoint de F lorsqu’ils sont deux & deux disjoints et qu'on a F = U A;.
i=1

Exemple. Sur ce dessin, (A, Ag, Az, Ay4) est une partition de E :

Ay As
E L
Ay As

Remarque. Cette notion sera trés utile pour les chapitres de dénombrement et de probabilités.
Exemple. Si A est un sous-ensemble de E, alors (A, A) est une partition de E.

Exemple. [0, 1], [1,2[ et {2} forment une partition de [0, 2].



3 Ensembles usuels
3.1 Quelques rappels
Définition 3.1 (Ensembles usuels)

On appelle ensemble des entiers naturels, 'ensemble N = {0, 1,2,...}.

On appelle ensemble des entiers relatifs I'ensemble Z constitué des entiers naturels et de leurs opposés.
On appelle ensemble des nombres décimaux ’ensemble D = {min‘p €eZ,ne N}, c’est-a-dire I’ensemble
des nombres ayant un nombre fini de chiffres aprés la virgule.

On appelle ensemble des nombres rationnels I’ensemble Q = {%‘ peEZ g€ N*} et ensemble des nombres

irrationnels 'ensemble R\ Q.

Remarque. On a N C Z C D C Q C R et ces inclusions sont strictes.

3.2 Applications a ’arithmétique

Définition 3.2 (Multiple, diviseur)

Soient (a,b) € Z2. On dit que a divise b ou que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a s’il
existe un entier k € Z pour lequel b = ak.

Remarque. Sia € Z, les multiples de a sont ’ensemble aZ = {ak|k € Z}.
Proposition 3.3 (Diviseur d’une combinaison linéaire)

Soient (a,b,d,\, ;) € Z°. Si d divise a et b, alors d divise Aa + pb.

Proposition 3.4 (Théoréme de division euclidienne)

Soient a € Z et b € N*. Il existe un unique couple (¢,7) € Z x N pour lequel a = bg+ r et 0 < r < b.
On appelle a le dividende de la division euclidienne, b son diviseur, ¢ son quotient et r son reste.

Remarque. Il est important de remarquer que ce théoréme donne a la fois I’existence et ['unicité.

Exemple. Pour déterminer la division euclidienne dans un cas concret, il suffit de la poser :

264 | 5
14 | 52
4

Ici, on a donc 264 =52 x 5+ 4, avec 0 < 4 < 5.

Définition 3.5 (PCGD)

Soit (a,b) € Z2\ {(0,0)}. Soit D I'ensemble des diviseurs qui sont communs & a et b. On appelle PGCD
(plus grand commun diviseur) de a et b le plus grand élément de D.

Exemple. Les diviseurs communs & 12 et & 18 sont 1, +2, +3, +6, donc le PCGD de 12 et 18 vaut 6.
Proposition 3.6 (PGCD d’un entier et de 0)

Soit a € Z*, alors le PGCD de a et 0 vaut |al.



Proposition 3.7 (PGCD et division euclidienne)

Soit (a,b) € Z x N*, et soit r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors le PGCD de a et b et le
PGCD de b et r sont égaux.

Remarque. Cette proposition est a la base de l'algorithme d’Euclide : on effectue des divisions euclidiennes
successives jusqu’a obtenir un reste nul. Le PGCD recherché correspondra donc au dernier reste non nul.

Exercice 7. En utilisant 'algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD de 12 et 18.

Définition 3.8 (PPCM)

Soit (a,b) € (Z*)2. Soit M l'ensemble des multiples strictement positifs qui sont communs & a et b. On
appelle PPCM (plus petit commun multiple) de a et b le plus petit élément de M.

Exemple. On cherche les multiples strictement positifs communs a 12 et 18. Ceux de 12 sont 12, 24, 36, 48. ..
Ceux de 18 sont 18, 36, 54... Le PPCM de 12 et 18 est donc 36.

3.3 Ensemble des nombres premiers
Définition 3.9 (Nombre premier)

Soit p € N. On dit que p est un nombre premier si p # 1 et si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p.

Remarque. Le crible d’Eratosthéne permet d’obtenir facilement les valeurs des petits nombres premiers : 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19...

213 ) 7
11 13 17 19
23 29

31 37

Proposition 3.10 (Décomposition en produit de facteurs premiers)

Tout entier naturel non nul se décompose de maniére unique (a 'ordre des facteurs prés) comme produit de
nombres premiers.

Remarque. Cette décomposition en produit de facteurs premiers fournit aussi une autre méthode de calcul pour
le PGCD ou le PPCM de deux entiers a et b :
— la décomposition en facteurs premiers du PGCD de a et b est constituée des facteurs qui apparaissent a la
fois dans a et dans b, chacun affecté du plus petit exposant qui apparait dans une des décompositions.
— la décomposition en facteurs premiers du PPCM de a et b est constituée des facteurs qui apparaissent dans
a ou dans b, chacun affecté du plus grand exposant qui apparait dans une des décompositions.

Exercice 8. En utilisant une décomposition en facteurs premiers, déterminer le PGCD et le PPCM de 12 et 18.
Proposition 3.11 (Ensemble des nombres premiers)

L’ensemble des nombres premiers est infini.
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