Exercices PCSI

E.Bouchet Equations différentielles

Exercice 1 (%). Soit a € R. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes (fonctions a valeurs réelles) :
1.y +3y=0 2. y'—2tg{:0 3.y +ay=0
4. y' +sin(3t)y =0 5 9+ Fqy=0

Exercice 2 (¥ ). Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes (fonctions & valeurs réelles) :

1y —2ty =€t sur I =R 2.y +1y=c¢l, sur I =R}

Exercice 3 (%). Déterminer une solution particuliére pour chacune des équations différentielles suivantes
(fonctions a valeurs reéelles) :

1.y —2y=3sur I =R 2.y —2y=t>sur I =R 3.y —2y=etsur I =R
4.y —2y=3e* sur I =R 5. ¢y — 2y =sin(2t) sur I =R 6. v — 2y = 4sin(2t) — 2t2 sur I =R

Exercice 4 (%%). Résoudre (en précisant l'intervalle de résolution), les équations différentielles suivantes
(fonctions & valeurs reéelles) :

Loy(x) —y(r) == 2. y'(x) +y(a) = 2(e" +e7%) 3. y/(x) = 2y(x) + (222 — )e”
4. (22 4+ 1)y (z) + 2y(r) =0 5. y'(x) + y(x) tan(x) = cos?(x)

Indication : pour la troisiéme, chercher une solution particuliére de la forme x — (ax + b)e””2

Exercice 5 (%). Déterminer I'unique fonction u dérivable de R dans R et solution du probléme de Cauchy :

VteRW(t) + tult) =t+1
u(0) =1

Exercice 6 (%%). Résoudre sur | — 1, +00[ le probléme de Cauchy (fonctions & valeurs réelles) :

Exercice 7 (%). Résoudre les équations différentielles suivantes (fonctions a valeurs réelles) :
L. y"(x) = by'(x) + 6y(z) = 2° + 1 2. y"(x) + 4y () + 4y(x) = 7"
3. y"(x) — 4y (x) + 4y(z) = sin(z) 4. y'(x) = 2/ () +y(x) = 27
5. y"(x) — 2/ (w) + Sy (x) = 2

Exercice 8 (¥ ). Déterminer la fonction y deux fois dérivable de R dans R solution du probléme de Cauchy :

y' =3y +2y =2
y(0) =3
y'(0) =2
Exercice 9 (3% ). Résoudre sur R le probléme de Cauchy (fonctions a valeurs complexes) :

y' (@) — 20+ )y (2) + 2iy(a) = o+

y(0) =0
y'(0)=0
Exercice 10 (k% %).
1. Soit ]_%’5[ j tarlf(t) et U 10 ~t+oo[ : 5% . Déterminer une équation différentielle

d’ordre 1 qui est vérifiée par chacune de ces fonctions.
2. Par un raisonnement par analyse-synthése, déterminer toutes les fonctions u de classe C'! sur un intervalle
I (a4 déterminer également) et & valeurs réelles qui vérifient pour tout ¢t € I : u/(t) = 1 + u(t)?.

3. Par un raisonnement par analyse-synthése, déterminer toutes les fonctions v de classe C! sur un intervalle

I (& déterminer également) et a valeurs réelles qui vérifient pour tout ¢t € I : v(t) # 0 et v/'(t) = 2v1(t).




Exercice 11 (Type DS). On cherche a déterminer les fonctions y définies de | — 1, +o00[ dans R et solutions de
Iéquation différentielle (E) : |t|y' +y = %th On note (Ey) I’équation différentielle homogéne associée.
1. Résolution sur I; =|0,4o0[. Résoudre (F) sur Uintervalle I;. On appellera C; la constante utilisée.
2. Résolution sur I, =] — 1,0].
(a) Reéécrire (E) sous la forme d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
(b) Résoudre ’équation homogéne (Ey) sur Io.
(c) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout t € Io, m =3+ t% + 15
(d) A Taide de la méthode de la variation de la constante et du résultat de la question précédente,
déterminer une solution particuliére de (E) sur Is.
(e) Conclure pour la résolution de (E) sur Io. On appellera C5 la constante utilisée.
3. Résolution sur I =] —1,4o0[. Soit f une solution de (E) sur I, c’est-a-dire une fonction dérivable sur I
telle que Vt € I, |t|f'(t) + f(t) = %-kt
(a) Que vaut f(0)? Justifier que f est continue en 0.
(b
(c
d
(e

Exprimer f(t) pour ¢t € I, puis pour ¢ € I5.
En utilisant la continuité de f en 0, quelles contraintes voit-on apparaitre sur Cy et Cy 7

Calculer la limite pour ¢t — 0~ de M. Que peut-on en déduire ?
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Conclure la résolution de (E) sur I.



