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Dans tout le chapitre, K désignera R ou C.

1 Détermination d’une application linéaire en dimension finie

1.1 Images de bases
Proposition 1.1 (Définition par I'image d’une base)

Soit E et F deux K-espaces vectoriels. On suppose que E est de dimension finie n € N* et on note (eq, ..., €,,)
une de ses bases. Alors une application linéaire f de E dans F est définie de maniére unique par la donnée
de la famille (f(e;),..., f(e,))-

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base de E et (fy,..., f,,) une famille d’éléments de F. On va montrer qu’il

rn

existe une unique application linéaire f telle que pour tout i € [1,n], f(e;) = f;.

o Analyse : on suppose qu'il existe une telle application f. Soit z € E, alors 3(zq,...,z,,) € K" tels que
x =3 " e et par linéarité de f:

f(x) = Z%‘f(ei) = Z:xzfz

e Synthese : soit f l'application de E dans F' qui associe a tout vecteur x = Z?zl z,e; € E le vecteur
flz) = Z?:l x; f;. Soit i € [1,n], comme e; = 0e; +--- + 0e;_; + le; + 0e; .| + -+ Oe,,, on a f(e;) = f;.
Montrons maintenant que f est linéaire : soit A € K et (z,y) € E?, alors I(zq, ..., x,,) € K" et I(yy,...,y,,) € K"

tels que x = 22;1 xe; ety = Z?:l y,e;. Cela donne Az +y = Z?:l()\xi + y,)e; et donc :

fz+y) = Z()‘xi +yi)fi = )‘infi + Zyifi = AM(z) + f(y).
i=1 i1 i—1
Donc f satisfait bien les conditions demandées.

D’ou l'existence d’une unique application f qui convient. O

Exercice 1. Déterminer Papplication linéaire f de R? dans R? qui vérifie f((1,0)) = (2,1) et f((0,1)) = (1,1).
Solution : Soit (z,y) € R?, la linéarité de f donne :

f((z, ) = f(2(1,0) +9(0,1)) = 2 f((1,0)) + yf((0,1)) = =(2,1) + y(1,1) = 2z + y, z + ).

Proposition 1.2 (Caractérisation de 'injectivité, surjectivité, bijectivité)

Soit E et F deux K-espaces vectoriels et f € £(E, F'). On suppose que E est de dimension finie n € N* et on

note (eq,...,e,) une de ses bases. Alors :

o fest injective si et seulement si (f(e;), ..., f(e,)) est une famille libre de F.
o [ est surjective si et seulement si (f(e;), ..., f(e,)) est une famille génératrice de F.

o fest bijective si et seulement si (f(e;), ..., f(e,)) est une base de F.

Démonstration. Montrons ces trois résultats :

o On suppose que f est injective. La famille (eq, ..., e,,) est libre, donc (f(e;),..., f(e,)) est une famille libre de
F (d’apres le petit lemme du chapitre précédent).



o Réciproquement, on suppose que (f(e;),..., f(e,)) est une famille libre de F. Soit x € Ker(f), alors z € E.
Donc 3(zy, ..., x,) € K" tels que x = 3 "  x;e; (puisque (ey,...,e,) est une famille génératrice de E). Par

1 »on
linéarité de f, on obtient :

Op = flx)=f (Z xe) = Zaa-f(ei).

Or les f(e;) sont une famille libre de F. Donc les z; sont tous nuls. Donc x = 0y et Ker(f) C {0g}. La
deuxieme inclusion étant évidente, on obtient Ker(f) = {0z} par double inclusion. Donc f est injective.

o La famille (eq,...,e,) est génératrice de E, donc Im(f) = Vect(f(e,),..., f(e,)). Alors :

f est surjective <= Im(f) = F' <= Vect(f(ey), ..., f(e,)) = F <> (f(e;), ..., f(e,,)) est génératrice de F.

e Le troisieme résultat découle directement des deux précédents.

O

Exercice 2. Soit f I’application linéaire définie de R?® dans R? par f((1,0,0)) = (1,0), f((0,1,0)) = (1,1) et
f£((0,0,1)) = (0,1). Est-elle injective, surjective ?
Solution : L’image de la base ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) par fest ((1,0),(1,1),(0,1)). Cette famille n’est pas libre
(puisque (1,1) = (1,0) + (0, 1)), elle est par contre génératrice de R? (puisque R? = Vect((1,0), (0,1)). Donc f n’est
pas injective, mais est surjective.
1.2 Espaces isomorphes
Définition 1.3 (Espaces vectoriels isomorphes)
Soit E et F deux K-espaces vectoriels. On dit que E et F'sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de
dans F.
Remarque. Si f est un isomorphisme de F dans E, alors f~! est un isomorphisme de E dans F. Donc F est F'
sont aussi isomorphes s’il existe un isomorphisme de F dans FE.

Proposition 1.4 (Isomorphismes et dimension n)

Soit n € N*. Un K-espace vectoriel est de dimension n si et seulement si il est isomorphe & K™.

Démonstration.

o Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. Alors il posséde une base (e, ..., e,,). Soit f application linéaire
qui & tout e; associe le i-éme terme de la base canonique de K". L’application f est linéaire par construction,
et 'image de la base (e, ...,e,,) est la base canonique de K™. Donc elle est bijective. Donc E est isomorphe a
K™.

e Réciproquement, soit F un espace vectoriel isomorphe a K”. Il existe donc un isomorphisme f de K™ dans F.
Comme f est bijective, 'image par f de la base canonique de K" est une base de E. Donc E posséde une base
a n éléments et dim(E) = n.

O
Proposition 1.5 (Isomorphismes et dimension)

Deux K-espaces vectoriels E et F'de dimension finie sont isomorphes si et seulement si dim(E) = dim(F).

Démonstration. On raisonne en deux temps (le cas de la dimension nulle se traiterait séparément).



o On suppose que dim(E) = dim(F), on note n € N* cette valeur commune. Alors E et F sont tous les deux
isomorphes a K™. Donc il existe des isomorphismes ¢ de E dans K" et ¢ de K™ dans F. Et par composition,
1 o @ est un isomorphisme de E dans F. Donc E et F' sont isomorphes.

e On suppose que E et F sont isomorphes. Donc il existe un isomorphisme ¢ de F' dans E. On note ensuite
n = dim(FE). Alors E est isomorphe a K™ : il existe un isomorphisme ¢ de E dans K". Donc ¢ o 9 est un
isomorphisme de F'a K". Donc dim(F') = n. Donc dim(F') = dim(E).

O

Remarque. Une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimensions différentes ne peut donc pas étre
bijective.

Proposition 1.6 (Dimension de £(E, F'))

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors £(E, F') est de dimension finie, et :

dim(£(E, F)) = dim(E) x dim(F).

Démonstration. On pose n = dim(F) et p = dim(F'). On verra dans un prochain chapitre qu’il existe un
isomorphisme entre £(E, F') et M, ,(K). Donc £(E, F') est de dimension finie et :

dim(£L(E, F)) = dim(M,, ,(K)) = p x n = dim(E) x dim(F).

Proposition 1.7 (Lien entre injectivité, surjectivité, bijectivité et dimensions)
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dim(E) = dim(F) et f € L(E, F). Alors :

f est injective <= f est surjective <= f est bijective .

Démonstration. 1l suffit de montrer que si f est injective ou surjective, alors elle est bijective. Si F est de dimension
0, il n’y a rien & montrer. Sinon, soit (eq, ..., €, ) une base de F.

o On suppose que f est injective, alors (f(e;), ..., f(e,,)) est une famille libre de F. Comme c’est une famille a
n = dim(F) éléments, c’est une base. L’image d’une base par f est une base, donc f est bijective.

o On suppose que f est surjective, alors (f(eq),..., f(e,,)) est une famille génératrice de F. Comme c’est une
famille & n = dim(F") éléments, c’est une base. L’image d’une base par f est une base, donc f est bijective.

O
Remarque. Ce résultat s’applique en particulier aux endomorphismes d’un espace vectoriel F de dimension finie.

R? — R,[X]
(a,b) = (a+b)X+b
Solution : Soit (a,b) € R?, (¢,d) € R? et A € R. Alors :

f(A(a,b)+(c,d)) = f((Aa+c, \b+d)) = (Aa+c+Ab+d) X+Ab+d = A((a+b) X+b)+(c+d) X+d = A f((a, b))+ f((c,d)).

Exercice 3. Soit f : . Montrer que c’est un isomorphisme.

Donc f est une application linéaire.
Soit (a,b) € R?, on trouve par identification des coefficients de polynémes :

a+b=0

b—0 < (a,0) = (0,0) < (a,b) € {(0,0)}.

(a,b) eKer(f)@f((a,b)):Oc»(a—kb)X—i—b:O@{

Donc Ker(f) = {(0,0)} donc f est injective. Or dim(R?) = 2 = dim(R,[X]). Donc f est bijective, donc c’est un
isomorphisme.



Proposition 1.8 (Cas particulier de la réciproque en dimensions finies)

Soit E et F'deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dim(F) = dim(F'), f une application linéaire
de E dans F'et g une application linéaire de F' dans E. Alors :

o Si fog=1idy, f est bijective et f~1 =g.

e Sigof=1idy, fest bijective et f ! =g.

Démonstration.

e On suppose que fog=idg. Soit x € F, alors fog(z) =, donc f(g(x)) = x. Donc x admet un antécédent
(en l'occurrence g(x)) par f. Donc f est surjective. Puisque dim(E) = dim(F), f est également bijective. De
plus, comme f o g = idy, on trouve en composant par f~! & gauche que g = f1.

e On suppose que go f =idg. Soit z € Ker(f), alors f(z) = 0p et go f(z) = . Par linéarité de g, on obtient
go f(x) = g(0p) = 0. Donc z = 0g. Donc Ker(f) C {0g}. L’autre inclusion étant directe, on obtient
Ker(f) = {0g}, donc f est injective. Puisque dim(E) = dim(F'), f est également bijective. De plus, comme
go f =idg, on trouve en composant par f~! & droite que g = f~1.

O

Exemple. Si s est une symétrie dans un espace vectoriel de dimension finie, la relation s? = id, implique que s

est un bijective, et que s7! = s.

Exercice 4. Soit f un endomorphisme de R® vérifiant f o f — f = 3id. Montrer que f est un automorphisme et
déterminer I'expression de f~!.

Solution : La relation de I'énoncé donne f o (f —id) = 3id, donc fo 1(f —id) = id.

Comme f est un endomorphisme, on en déduit que f est bijective et que f~! = %( f—id).

1.3 Restriction d’une application linéaire
Proposition 1.9 (Caractérisation par la restriction a deux sous-espaces supplémentaires)

Soit E et F deux K-espaces vectoriels. Soit E; et E, deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires.
Soit f; € L(E,, F) et fy € L(E,y, F). Alors il existe une unique application linéaire f € £(E, F') qui coincide
avec fi sur E) et avec f, sur E, (c’est-a-dire telle que fj_ = f; et f| = f5).

1 2

Remarque. On rappelle que si f est une fonction de E dans F et A une partie de F, la restriction de f a A, notée
f,» est Papplication f ~définie sur A par Va € A, f| () = f(z).

Remarque. On peut donc définir une application linéaire f séparément sur E; et sur E,.
Démonstration. Pour montrer ’existence et I'unicité de f, on procéde par analyse-synthese.

o Analyse : on suppose qu’il existe une telle application f. Soit x € E, I(xy,x5) € E; X E, tels que x = 1 + 5.
Alors par linéarité :

f(x) = f(oy +29) = f(21) + f(23) = f1(21) + folzg).

o Synthese : on définit f par Vo € E, 3(z,,25) € E; X Ey tels que x = x; + x4 et f(z) = fi(xy) + fo(zs).
Alors :

— Soit (x,y) € E? et A € K. Alors 3(xq,1,) € By X Ey et 3(yy,9,) € By X Ey tels que 2 = z7 + 24 et
Yy =19y, +yy. On en déduit que Az +y = (Azy +y;) + (Axy +yp), avec Az +y; € Ey et Axy +y, € E,.
Donc, par linéarité de f; et f,,

fQz+y) = f1(Azy +yp) + fo(Azy +yo) = Mf1(2q) + fi(yr) + Afal2) + fa(ya) = M (@) + fy).

Donc f est une application linéaire.



—SizeFE,onaz=x+0g, avec z € E, et 0 € Ey. Donc f(z) = f1(z) + fo(0g) = fi(z) +0p = fi(x).
—Size Ey,,onaxz=0gz+zx,avec Oy € Ey et x € Ey. Donc f(z) = f1(0g) + fo(x) = 0p+ fo(x) = fo(x).

Cette fonction satisfait donc bien toutes les conditions imposées.

Donc il existe une unique application linéaire f € £(E, F') qui coincide avec f; sur E; et avec f, sur E,. O

2 Théoreme du rang

Proposition 2.1 (Forme géométrique du théoréme du rang)

Soit F et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Si S est un supplémentaire
de Ker(f) dans E, alors la restriction de fa S (cad f|_) est un isomorphisme de S dans Im(f).

Remarque. Il n’est pas nécessaire de supposer F ou F' de dimension finie.

Démonstration. f| est la restriction d’une application linéaire, c’est donc une application linéaire (immédiat).
Montrons qu’elle est bijective :

o Par définition d’une restriction, Ker(f,) = S N Ker(f). Or S et Ker(f) sont en somme directe, donc
SN Ker(f)={0g}. Donc Ker(f )= {0g}, donc f_ est injective de S dans Im(f).

e Soit y € Im(f). Alors il existe z € E tel que f(x) = y. Comme = € E, I(zg,z)) € S x Ker(f) tels que
T =2xg+ xg. Alors,

y=f(z) = flzg) + flzg) = flwg) + 0p = f(zg) = f|s($s)-

Donc y a un antécédent par fj_. Donc f| est surjective de S dans Im(f).

Proposition 2.2 (Théoréme du rang)

Soit F et I deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de F dans F. On suppose que F est de
dimension finie, alors dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)), c’est-a-dire dim(F) = dim(Ker(f)) + rg(f).

Remarque. Le fait que E soit de dimension finie garantit que Ker(f) et Im(f) le seront aussi.

Démonstration. Comme FE est de dimension finie, Ker(f) possede un supplémentaire, que I’on note S. Par propriétés
des supplémentaires, on a alors dim(F) = dim(Ker(f)) 4+ dim(.5).

La forme géométrique du théoréme du rang donne de plus que f|_ est bijective de S dans Im(f). Donc S et Im(f)
sont isomorphes. Comme ces espaces vectoriels sont de dimension finie, on en déduit que dim(.S) = dim(Im(f)), ce
qui permet de conclure. O

Exercice 5. Déterminer le noyau et I'image de I’application linéaire u définie de R* dans R? par :
Solution : Soit a = (z,y, z,t) € R*,

a€Ker(u) <= (x4+y+z+t,y—t,x—2z+3t) =(0,0,0)

z+y+z+t=0
—qy—t=0
r—224+3t=0



= QY=
T —2z=-3t
2=t (L + Bghe)
= qy=t
_ =7
v
7 .1
ea=t(—2,1,2,1
a ( 37 737 )
7T .1
a € Ker(u) <= a € Vect <<_§’ 1, 3 1)
T T 0), c’est une base de Ker(u) et dim(Ker(u)) = 1.

Donc Ker(u) = Vect((—%,1,1,1)). Comme (—£,1, %,1) # (0,0,0,
Le théoréme du rang donne alors rg(u) = dim(R?*) —dim(Ker(u)) = 4—1 = 3. Donc dim(Im(u)) = 3. Or Im(u) C R3
et dim(R3) = 3, donc Im(u) = R3.

3 Equations linéaires

Définition 3.1 (Equation linéaire, équation homogene associée)

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. On appelle équation linéaire toute équation d’inconnue z € E qu’on
peut mettre sous la forme f(x) =0b,ou f € L(E,F) et b€ F.
L’équation f(x) = Op est appelée équation homogene associée.

Remarque. Les solutions de I’équation homogene sont les vecteurs de Ker(f).
Proposition 3.2 (Forme de ’ensemble des solutions)
Soit E et F deux K-espaces vectoriels, f € £(E,F) et b € F. On note S = {zx € E|f(x) = b}. Alors :

e Soit S est vide.

 Soit il existe une solution particuliere zp € E, et alors S = {xp + xy|ry € Ker(f)}.

Remarque. Autrement dit, si .S est non vide, les solutions sont les vecteurs de E qui s’écrivent comme somme
d’une solution particuliére et d’une solution de I’équation homogene.

Démonstration. Si S n’est pas vide, alors il contient au moins un élément, qu’on note xp. Soit x € E, la linéarité
de f donne alors :

reS<= f(r)=b<= f(zx)= flzp) <= fr —zp) =0<= (v —zp) € Ker(f) <= v € {zp+ zylry € Ker(f)},
ce qui donne I’égalité d’ensembles recherchée. O
Remarque. Attention, S n’est pas nécessairement un espace vectoriel (il ne contient pas toujours Op).

Exemple. Soit I un intervalle de R, on pose E = C'(I,K) et F = C°(I,K). Soit a une fonction continue sur I, on
pose f l'application de F dans F définie par f: y +— 3" + ay.

C’est une application linéaire. Pour tout b € F, I’équation linéaire f(y) = b correspond a ’équation différentielle
Yy + a(t)y = b(t), dont on connaissait déja la structure des solutions.

Exemple. On pose £ = M, ;(K) et F'= M, ;(K). Soit A € M, ,(K), on pose f I'application de £ dans F' définie
par f: X — AX.

C’est une application linéaire. Pour tout B € F, I’équation linéaire f(X) = B correspond au systeme AX = B. Cela
signifie que si on trouve une solution particuliere d’un systeme linéaire, on peut ensuite se contenter de rechercher
les solutions du systeme homogene associé pour déterminer I’ensemble des solutions.



Exercice 6. Soit F ’ensemble des suites réelles. En se ramenant a une équation linéaire, déterminer les suites
u € E vérifiant Vn € N, u,, ., = 2u,, + 3.
Solution : Soit f I'application définie de E dans E par f: (u,),cn = (U1 — 2y, ),en- On cherche donc les u € E

solutions de f((un)neh\l) = (3>n€D\I‘
Soit (u,v) € E? et A € R,

f()‘<un)neh\l + (vn)neﬂ\l) = f((Aun + vn)neﬂ\l)
= ()‘un+1 + Upt1 — 2)‘un - 2vn)nED\l
= A(un+1 - 2un)n€[N + (Un+1 - 2vn)nED\l

= A () nen) + F((0)nen)

Donc f est une application linéaire. Déterminons son noyau : soit v € F,
u € Ker(f) <= Vn e N,u, ,; =2u, < Vn € N,u, =uy2" < u € Vect((2"),cpn)-

Donc Ker(f) = Vect((2"),,cn)-

Il suffit maintenant de déterminer une solution particuliere pour en déduire I’ensemble des solutions de I’équation
linéaire. On cherche par exemple une solution constante, pour constater que la suite définie par Vn € N, v, = —3
fonctionne (car —3 = —6 + 3). Donc l'ensemble des solutions est {(—3 4+ A2"),,cn|X € R}.

Exercice 7. Déterminer tous les P € C[X] tels que P(2) =1 et P'(2) = —1.

Solution : On pose f définie de C[X] dans C2 par f : P+ (P(2), P’(2)). On cherche donc les polynémes P € C[X]
tels que f(P) = (1,—1).

Soit (P, Q) € C[X]? et X € C,

fAP+Q) = ((AP+Q)(2), AP+ Q)(2))
= (AP(2) + Q(2), AP"(2) + Q"(2))
= A(P(2), P'(2)) + (Q(2), Q(2))
fOP+Q) = A(P)+ f(Q)

Donc f est une application linéaire. Déterminons son noyau: soit P € C[X],

P e Ker(f) <= (P(2), P'(2)) = (0,0)
< 2 est racine de P d’ordre de multiplicité au moins 2
< (X —2)? divise P(X)
= P e{(X-22Q(X)|Q € C[X]}
Done Ker(f) = {(X —2)?Q(X)|Q € C[X]}.

Il suffit maintenant de déterminer une solution particuliere. On ne trouve aucun polynéme constant solution, on
cherche donc un polynome solution dans C,[X] : soit P(X) =aX + b € C,[X],

& P(X)=—X+3.

a=—1 a=—1

f(P)_(1,—1)©(2a+b,a)—(17_1)©{2a+b:1 @{b:S

Une solution particuliere de I’équation linéaire est donc —X + 3.
L’ensemble des solutions de I’équation linéaire est donc {3 — X + (X — 2)2Q(X)|Q € C[X]}.

4 Formes linéaires et hyperplans

Définition 4.1 (Forme linéaire)

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur FE toute application linéaire de E dans K.



Exemple. Soit C 'espace vectoriel sur R des fonctions continues sur [0, 1]. L’application f — L ! f(t)dt est une
forme linéaire sur C.

Définition 4.2 (Hyperplan)

Soit F un K-espace vectoriel. On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire non nulle de E.

Remarque. Le noyau d’'une forme linéaire nulle serait F tout entier.

Remarque. Si E est de dimension finie n € N*, soit (e, ..., en) une base de E et ¢ une forme linéaire sur £ non
nulle. Smt;r-Z:ve € F, on a alors : z € Ker(p) < —0<:)Z$cp ) =0, ou les p(e;) ne sont pas

tous nuls. Dans ce contexte un hyperplan est donc un ensemble décrit par une équation linéaire non nulle sur les
coordonnées ;.

Exemple. Les hyperplans de R? sont les droites passant par l'origine (d’équation ax + by = 0, avec (a,b) € R* \
{(0,0)}), ceux de R? sont les plans passant par l'origine (d’équation ax + by +cz = 0, avec (a,b,c) € R3\{(0,0,0)}).

Exercice 8. Soit fla forme linéaire définie par : VP € R,[X], f(P) = P(0). Déterminer I’hyperplan qui correspond
a son noyau et déterminer ’équation linéaire sur les coordonnées qui le caractérise.
Solution : Soit P(X) = aX? +bX +c¢ € Ry[X]. On a :

PeKer(f) <= f(P)=0<=c=0<+> P(X) =aX?+bX < P € Vect(X, X?).
Donc Ker(f) = Vect(X, X?) = {aX? + bX|(a,b) € R?} et cet hyperplan est décrit par ’équation linéaire ¢ = 0.
Proposition 4.3 (Supplémentaires d’un hyperplan)
Soit E un espace vectoriel. Si H est un hyperplan de F et D une droite vectorielle non contenue dans H,
alors E=H® D.
Remarque. Si E est de dimension finie, on obtient dim(£) = dim(H ) + dim(D), et donc dim(H) = dim(E) — 1.

Remarque. Une telle droite existera toujours, puisque H est le noyau d’une forme linéaire ¢ non nulle : il suffit
de choisir v ¢ Ker(p) et de poser D = Vect(v).

Démonstration. Soit ¢ une forme linéaire sur £ non nulle, dont H est le noyau et (v) une base de D. Soit x € E.

o Analyse : on suppose qu’il existe x € H et xp, € D tels que z =z + xp. Alors p(zy) =0 et IX € R tel
que xp = Av. Donc par linéarité,

o(x) =p(ry) +e(xp) = 0p+ Ap(v).

Or ¢(v) # 0 puisque v ¢ Ker(f) (la droite D n’est pas contenue dans H). Donc A = (—m)) donc zp = i%f}))v et
Ty=x— igf}; v.

. Si/nthése :on pose T = ig)) igi; v. Alors de maniere immédiate © =z + 2 et zp € D. De
plus,

p(x) ) _ o(z) — “’(‘”)90(1)) _

#lou) =¢ ( o) o(0)

Donc z € Ker(y) = H.

Tout élément z € E se décompose de maniere unique comme somme d’un élément de H et d’un élément de D,
donc E=H® D. O
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