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1 Intégrale d’une fonction

1.1 Cas d’une fonction en escalier

Définition 1.1 (Subdivision)
Soit a et b deux réels avec a < b. Une subdivision de [a, b] est une suite finie o = (ay, ay, ..., a,,) telle que :

a:a0<a1<a2<...<an:b.

Définition 1.2 (Pas d’une subdivision)

Soit a et b deux réels avec a < b et 0 = (agy,ay,...,a,) une subdivision de [a,b]. On dit que o est une
subdivision a pas constant lorsqu’il existe h € R’ tel que Vk € [1,n], a, —a;,_, = h.
La valeur de h est appelée pas de la subdivision.

Exemple. (0,2,6) est une subdivision de [0, 6] (& pas non constant).
(0,2,4,6) est une subdivision de [0, 6] & pas constant, de pas 2.

Définition 1.3 (Fonction en escalier)

Soit a et b deux réels avec a < b et ¢ : [a,b] — R une fonction. On dit que ¢ est une fonction en escalier

sur [a, b] s’il existe une subdivision o = (ay, ..., a,,) de [a, b] telle que ¢ est constante sur chaque intervalle
]akfla ay [
Remarque. Autrement dit, ¢ est une fonction en escalier s’il existe une subdivision o = (ay, ..., a,,) de [a, b] telle

que Vk € [1,n], I\, € R tel que Yz €lay,_q,a., p(x) = Ag.
Exemple. La fonction partie entiére est une fonction en escalier sur n’importe quel intervalle [a,b] de R.

Définition 1.4 (Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment)

Soit a et b deux réels avec a < b et ¢ une fonction en escalier sur [a,b]. En reprenant les notations de la

b n
remarque précédente, on définit ’intégrale sur [a,b] de ¢ par : / p(t)dt = Z Ap(ag —ag_q).
a k=1

Remarque. Dans cette formule, la quantité A (a; — a;_;) est laire d’un rectangle élémentaire de hauteur \.

Cette aire est comptée positivement si A, > 0, et négativement sinon. Donc fa b @(t)dt correspond a 'aire algébrique
de la région délimitée par le graphe de ¢ et 'axe des abscisses.

>
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1.2 Cas d’une fonction continue sur un segment
Définition 1.5 (Approximation d’une fonction continue par des fonctions en escalier)

Soit a et b deux réels avec a < b, f une fonction réelle continue sur [a,b] et o = (ay, ..., a,,) une subdivision

de [a,b]. On note fI et f, les deux fonctions en escalier définies par : Vk € [1,n], Va € [ay_q, a;l,

Ji@)= max f() et fr(x)= min [().

t€lay_1,a] te€lag_q,a]



Remarque. Représentation graphique :

~

fet fy

>
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Remarque. D’apres le théoréeme des bornes atteintes, une fonction continue sur un segment est bornée et atteint

ses bornes. Donc VE € [1,n], les nombres max f(t) et min f(¢) sont bien définis.
t€fag_1,a] €lag—1,a%

Définition 1.6 (Intégrale d’une fonction continue sur un segment)

Soit a et b deux réels avec a < b et f une fonction réelle continue sur [a, b]. Soit & I’ensemble de toutes les
subdivisions de [a, b]. En réutilisant les notations de la définition précédente, on a :

b b
inf ( /a fe (t)dt> = sup ( /a fs (t)dt> -

b b
Cette valeur commune est appelée intégrale de a a b de f, et est notée / f(t)dt, / fou I
a [a,b]

Démonstration. L’existence et ’égalité des bornes inférieure et supérieure sont admises. O

Remarque. Dans le cas d'une fonction en escalier, cette définition coincide avec celle donnée précédemment. Cela
donne par exemple que si A € R, fab Adt = (b—a)\.

Remarque. Cette définition permet de conserver la notion d’intégrale définie comme aire sous la courbe.
Définition 1.7 (Intégrale aux bornes interverties)

Soit I un intervalle, f : I — R une fonction continue et (a,b) € I? tels que a < b. On définit :
J / 710
b

Remarque. Dans ce cas, l'aire est alors comptée négativement.
Définition 1.8 (Valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment)
Soit a et b deux réels avec a < b et f une fonction réelle continue sur [a,b]. On définit la valeur moyenne

de f sur [a,b] par la valeur ;1 j;b -

Remarque. Cette notion généralise celle de moyenne sur un nombre fini de réels.



2 Propriétés des intégrales de fonctions continues
2.1 Premiéres propriétés
Proposition 2.1 (Linéarité)

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, (a,b) € I? et (A, u) € R2. Alors :
b b b
[orsm=x[rru/ g

, . . b o L . .
Démonstration. Par construction, fa f est la limite d’intégrales de fonctions en escalier. On commence par supposer
que a < b.

o Montrons que la propriété est vraie pour des fonctions en escalier ¢ et . Soit o = (ay, ..., a,,) une subdivision
adaptée aux deux fonctions (qui s’obtient par exemple en mettant en commun les points d’une subdivision
adaptée & ¢ et d’'une subdivision adaptée a v). Alors :

/b (A +pap) = Zn: (Ap + ) (M) (ap — ajp_1)

a k=1 2

. (ak 1+ak>( — g +HZ¢<%—W) (ar — ap_)

/ab(MJruw):A/a s0+u/a V.

o Par construction, il existe une suite de subdivisions (c,,),c) de [a,b] et des fonctions en escalier fgp, 9o, telles

g
b b b b
que / f= pBI-Poo / s, et / g= pEI-'Poo 9o, Alors
a a a a

b b b b
A/ f+u/g: lim (A/ fg,+u/ gg,)
a a p—rtoo a P a ?

= lim b(Af%Jrugap)

p—+00

A/abf+u/abg=/b(>\f+ug)

a

=A
k=

. ) o b b b
. Slb<a,onmontrequefba()\f—l—ug):)\fbaf—i—,ufbagpulsonmultlphepar—1:fa(/\f—i—,ug):/\fa f—i—,ufa g.
On a donc bien montré le résultat annoncé. O

Proposition 2.2 (Relation de Chasles)

b c c
Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R, et (a, b, c) € I3. Alors / f(t)dt—l—/ ft)dt = / f&)de
b a

a

Démonstration. La stratégie est la méme que pour la linéarité : on montre le résultat pour les fonctions en escalier,
puis on passe a la limite et on étudie le cas ol les bornes de 'intégrale sont retournées. O

Remarque. La formule est vraie sans contrainte d’ordre entre a, b et c.



Proposition 2.3 (Généralisation de la relation de Chasles)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R, et ay, a,, .. a,, une suite finie de réels de I. Alors

> ( [ f(t)dt) = [ s

=0 a; 0

Démonstration. Ce résultat se montre directement par récurrence a partir de la proposition précédente. O

2.2 Intégrales et relation d’ordre
Proposition 2.4 (Positivité)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et (a,b) € I? tels que a < b. Si f est positive sur [a, b]

b
alors 0 </ f(t)dt.

Démonstration. On le montre pour les fonctions en escalier avant de passer a la limite.

o Soit ¢ une fonction en escalier positive, et o = (aq,...,a,,) une subdivision adaptée a cette fonction. La
b n

définition / p(t)dt = Z (421 ) (a), — ay_y) fait intervenir une somme ot tous les termes sont positifs,
k=1

a
donc 'intégrale est positive.

b b
e Par construction, il existe une suite de subdivisions (0,,),¢y de [a, b] telle que / f= pEI—Eloo / f;rp
a a

Or fjp est positive, car f;rp > f > 0, donc d’apres le point précédent, son intégrale est aussi positive. Par

b
passage a la limite dans les inégalités larges, on a / f=0.
a

Proposition 2.5 (Croissance de l'intégration)

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et (a,b) € I? tels que a < b. Si pour tout t € [a, b],

b b
F(t) < g(t) alors / F(tdt < / g(t)dt.

Démonstration. La fonction g — f est continue sur [ et est positive. Puisque a < b, la positivité de I'intégrale donne

0< ["(g— N(t)dt = [ (g(t) — f(£)) dt. On conclut alors par linéarité de l'intégrale. O
bogn Logn
Exercice 1. Montrer que Vn € N, 0 < / dx < . En déduire la valeur de lim dx.
y r+1 n+1 notoo Jooox+1
Solution : Soit n € N. La fonction f: x ;—:1 est continue sur [0, 1], donc l'intégrale existe. Le numérateur dépend

de n, on va donc borner le dénominateur qui n’en dépend pas : Va € [0,1], 0 < x%rl < 1, donc par produit avec
2™ > 0 on obtient 0 < f(z) < 2™. Comme 0 < 1, la croissance de l'intégrale donne alors :

1 1 .n 1 n+l 1 1
0:/0dx</ T dxg/:c"dx:[x ] = .
o h T+1 b n—+1 0 n+1

1
"

dz = 0.

Puisque lim = 0, le théoreme d’encadrement donne alors lim
n—>+oon—|—]_ n—>+ooo aj—}—]_



Proposition 2.6 (Stricte positivité)

Soit (a,b) € R? tels que a < b et f une fonction continue et positive sur [a,b]. Si f est non nulle, alors

/f t)dt > 0.

Démonstration. Par hypothese, il existe z, € [a,b] tel que f(x,) > 0. Puisque @ < f(zy), la continuité de f

donne 'existence d’un réel n > 0 tel que Vz €]z, —n,zq + 1|, f(x) > (§0)
Soit ¢ la fonction définie sur [a, b] par : Vz €|z, —n, x4 + 7|, ©(x) = (w(’) et Vo ¢lxg —n,z9 + [, ¢(x) =0. Par
construction, ¢ est une fonction en escalier et Va € [a,b], f(z) = ¢(x). Comme a < b, la croissance de I'intégrale

donne : , .
/ flx)dx > / p(r)dr = 217@ > 0.
O

Remarque. Soit (a,b) € R? avec a < b et (f,g) € (C°([a,b]))?. On suppose que f < g sur [a,b] et que Iz € [a, b]
tel que f(z) < g(x). Le résultat précédent appliqué & g— f donne alors un résultat de croissance stricte : fa b < fa b g.

Proposition 2.7 (Cas de l'intégrale nulle)

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I et (a,b) € I? tels que a < b. Alors

/b F(O)dt = 0 = Vt € [a,b], f(t) = 0.

Démonstration. Se déduit du résultat précédent par contraposée. O

l?@ﬂ<[%@Mt

Démonstration. On sait que pour tout ¢ € [a,b], —|f(t)] < f(t) < |f(t)] On a donc par croissance de l'intégrale

(puisque a < b) :
b b b
—/v@w</f@&</uww,

b b
/fmﬂ</uww. -

2.3 Passage a la limite et développement asymptotique

Proposition 2.8 (Inégalité triangulaire pour les intégrales)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et (a,b) € I? tels que a < b. Alors

ce qui donne exactement

Il est interdit de passer une limite de I'extérieur a l'intérieur d’une intégrale : si (f,,), . €st une suite de fonctions
continues sur un intervalle [a, b], on peut avoir lim / fn(t)dt # / lim f, (¢t)d¢, méme si on sait déja que ces
n—-+00 o . n—-+00

limites existent. )

Pour calculer lim [, (t)dt, il faut procéder par calcul direct de l'intégrale ou par encadrement (si le calcul
n—+oo

a
direct est impossible).

Exercice 2. Soit n € N* et f, la fonction définie sur R, par f,(0) =0, f,(t) =nsit €]0, ] et f,(t) =0sit> L.



n—+oo

1 1
1. Calculer / £, (t)dt pour tout n € N*. Que peut-on en déduire concernant lim / f,(t)dt?
0 0

Solution : Soit n € N*. La fonction f,, est en escalier sur [0, 1] donc l'intégrale existe. De plus,

1

1 L .
/ fn(t)dtz/ ndt +0 = [nt]7 = 1.
0 0

1
On en déduit que lim / £, (t)dt existe et vaut 1.
0

n—-+oo

n—-+oo n—-+oo

1
2. Soit t € [0, 1]. Justifier existence de lim f, (¢) avant de la calculer. En déduire la valeur de / lim f, (t)dt.
0

Solution : f,,(0) vaut toujours 0. Soit ¢ €]0,1], Vn > ¢, f,(t) = 0. Donc lir+n fn(t) existe et vaut 0. On en
n—-+oo
déduit :
1 1
/0 T f, (Hdt = /0 0dt = 0.

De méme, on ne peut pas prendre directement 1’équivalent d’une intégrale. Pour obtenir un développement
asymptotique d’une expression impliquant une intégrale, on passe le plus souvent par des encadrements.

Exercice 3. Montrer que [“"'e'In(t)dt ~ (e —1)In(z).
x r—+00
Solution : ¢ - e’ In() est continue sur R*, donc l'intégrale existe.

Soit x >0ett € [z,z+1]. On a In(z) < In(¢t) < In(x + 1). Comme x < x + 1, la croissance de l'intégrale donne
alors :

z+1 z+1 r+1 r+1 T+1
In(z) / etdt = / e'In(z)dt < / e In(t)dt < / e'In(z + 1)dt = In(z + 1)/ etdt.
Un calcul permet donc d’obtenir :
41
In(z)e*(e — 1) = In(x)(e* — e*) < / el In(t)dt < In(z + 1)(e™! —e®) = In(z + 1)e®(e — 1).

Siz > 1, In(x)e”(e—1) > 0, ce qui donne par quotient :

J:Hl e'n(t)dt  In(z+1) _ In(z) +In(1+ 1)
1< In(z)e®(e — 1) S In(z) In(z) .

sz etln(t)dt

On en déduit par théoreme d’encadrement que T@er =1y

— 1, et donc f;ﬂ etIn(t)dt ~ e%(e—1)In(z).

T—+00 T—+00
3 Sommes de Riemann
Définition 3.1 (Sommes de Riemann)

Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b]. On définit les suites (S,,),,>; et (T),),>; par :

n—1 n
Ve, S, =3 fla) et T,= =23 fay),
k=1

n =0 n

b—a
ou Vk € [0,n], a;, = a + k——. Ces suites sont appelées sommes de Riemann associées a la fonction f.
n

Remarque. En particulier, on trouve a; = a et a,, = b.



Remarque. C’est une méthode d’approximation de la valeur de I'intégrale, appelée méthode des rectangles.

~ ~

S, r 17
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Proposition 3.2 (Convergence des sommes de Riemann)

Soit (a,b) € R? avec a < b et f une fonction continue sur [a,b]. Les sommes de Riemann (S,,) et (T,)

convergent vers [ = / f(t)de.

Démonstration. On effectue la preuve dans le cas particulier ou f est lipschitzienne de rapport M > 0 (cela couvre
notamment le cas C! grace a I'inégalité des accroissements finis). On étudie le cas de la suite (S,,), le raisonnement

s’adapterait ensuite facilement pour (7),).

Soit n > 1,
h— n—1 n—1 rap,,
IS, — 1| = a Z flag) — / f(t)dt| par relation de Chasles
"= k=0 Ya,
n—1 n—1 ap.q b—a
@ —aofa) = > [ r0d] e o - o=
k=0 k=0 Ya,,
n—l raj,
= Z/ (f(ay) — f(t))dt|  par linéarité de la somme et de U'intégrale
k=0 Qg
n—l rap
IS, —I| < / |f(a,) — f(t)|dt  par inégalités triangulaires, avec a;, < aj,;
k=0 Yay
Or f est M-lipschitzienne, donc Vk € [0,n — 1], Vt € [ay, ap 1], | fla) — f(t)| < M|a, —t| = M(t —ay,).

Pour n > 1, on trouve alors par croissance de l'intégrale (car a; < aj,,) et somme :

= Pkt _ Ap+1 n—1 B
1S, — 1| < Z( M(t —a)d )zMZ([t akzL ):MZW

k=0 . k=0

D’ou L ba
«— (559 n(b—a)’ (b—a)’
S —Il<M n =M =M .
[Sn =11 < ; 2 2n2 2n
. (b—a)? . .
Or lim M-——7=— =0, donc par encadrement lim |S,, —I| =0 et la suite (S,,),, est convergente vers [.  [J
n—+oo n n—+oo
Remarque. Dans le cas ou f est M-lipschitzienne sur [a, b], on a montré au passage une majoration de l'erreur
2
commise par M(g;“) )

Cette majoration n’est pas trés bonne, puisque % converge lentement par 0. La méthode des trapézes, qui consiste

a adapter la méthode des rectangles en utilisant des trapézes a la place des rectangles (I’approximation locale est
affine au lieu de constante) permettrait une erreur en O( #), ce qui est bien mieux.

as ag Qp

>
Qg G Qg a3 aw




Remarque. Si f est une fonction continue sur [0, 1], alors on a en particulier :
1 n—1 k 1 n k 1
lim — g f (—) = lim — E f (—) = / f(t)dt.
n—oo N, n n—oo N, n
k=0 k=1 0
, 1 &
Exercice 4. Etudier la convergence de la suite u définie pour tout n € N* par u,, = — g Vn? — k2.
n
k=1

1 & k2
Solution : Soit n» € N*, u,, = — E 1— (—) . Or z = V1 — 22 est continue sur [0, 1], donc par convergence des
n n
k=1

1
sommes de Riemann, u converge vers l'intégrale I = / V1 — 22 dz. Cette intégrale a déja été calculée dans le
0

T
chapitre de calcul de primitives. Donc la suite u converge vers 1

4 Lien entre intégrale et primitive

Proposition 4.1 (Théoréme fondamental de I’analyse)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et a valeurs dans R. Soit a € I, on définit la fonction F

par: Vx € I, F(x) = / f(t)dt. Alors F est la primitive de f sur I qui s’annule en a.
a

F(x+h)— F(x)
h

Démonstration. 11 est immédiat que F'(a) = 0. Soit x € I et h € R*. On pose u(h) = — f(x)].

Un retour a la définition de F, la relation de Chasles et la linéarité de 'intégrale donnent :

% (/:HL ft)dt — /ax f(t)dt — hf(:@) % (/:HL f(t)dt — /:HL f(x)dt)

Si h > 0 (le raisonnement s’adapte au cas h < 0 & l'aide de changements de signes), I'inégalité triangulaire donne :

u(h) =

_ _ H /M (1) — f(x)dt‘ |

T

x+h
um < [ 150 - f)l

Soit € > 0. La fonction f est continue en z, donc il existe n > 0 tel que Vt €|z —n, z + ][, | f(t) — f(x)| < e. Donc
si h € [0,7], on obtient par croissance de l'intégrale (puisque = < x + h) :

1 z+h 1
U(h)gh/ Edtzﬁxhxaza

Cela prouve que u(h) = 0 et donc que w — f(z). Donc F est dérivable en z et F'(z) = f(x). Ce
— L

raisonnement étant valable pour tout z € I, on a donc bien que F est dérivable et que F’ = f. O
Remarque. Comme f est continue, on obtient de plus que F est de classe C! sur I.

Remarque. On en déduit comme au premier semestre que toute fonction continue sur I admet des primitives,
que si F'est une primitive de f, fa b f=F(b) — F(a) et les formules d’intégration par parties et de changement de
variables.

2

x
Exercice 5. Etudier la dérivabilité de la fonction ¢ définie sur R par z / et*dt.
0

Solution : Soit F une primitive de ¢ et” sur R (qui existe, puisque la fonction est continue sur cet intervalle).
Alors Vx € R,

o(z) :/w e’ dt = F(z2) — F(0).
0

¢ est donc dérivable par composée de fonctions dérivables et Va € R, ¢’ (z) = 22 F’ (22) = 2ze®".



Proposition 4.2 (Cas des fonctions paires, impaires ou périodiques)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
e Si f est impaire, alors Va € I, Lzm f=0.

e Si f est paire, alors Vz € I, fj;f:2f0xf.

e Si fest périodique de période T > 0, alors Vx € I, fHTf = j(;Tf.

xT

Remarque. Représentations graphiques pour le cas des fonctions paires et impaires :

Démonstration. Comme f est continue sur I, il existe une primitive F'de f sur I.

e Si fest impaire, on pose g la fonction définie sur I par = — sz f. Alors Vz € I, g(x) = F(x) — F(—z). La
fonction g est donc dérivable sur I, et comme f est impaire,

Veel, g¢'(z)=F'(r)+F'(-z)=f(x)+f(—2)=f(z)— f(z) =0.
Donc g est constante sur I. Or g(0) = fo 0 f =0. Donc g est la fonction nulle, d’ot1 le résultat annoncé.
Variante : on peut montrer que fo “ f(t)dt = — LO ; f(y)dy en posant le changement de variable y = —t.
e Si f est paire, on procéde de méme en posant g : x f_zx f—2 fow f.
Variante : on peut montrer que fo Cf)dt = [ OI f(y)dy en posant le changement de variable y = —t.

e Si fest périodique de période T, on procéde de méme en posant g : = j;x+Tf — fOT f.

5 Inégalité de Taylor-Lagrange
5.1 Formule de Taylor avec reste intégral
Proposition 5.1 (Formule de Taylor avec reste intégral (a l'ordre n))

Soit n € N et f une fonction de classe C™*! sur l'intervalle I. Pour tout (a,b) € I,

n —a k b _\n
s =Y Lot + [T prear,
k=0 ’ a :

Remarque. Cette formule n’est pas exigible en premiere année, mais on en a besoin pour démontrer la suivante,
qui elle le sera.

Démonstration. Soit n € N, et (a,b) € I2. On pose :
P(n) = «si f € C™(I), alors f(b) = 3 Lot f0)(a) 4 [ L i (1)dt .

k=0

10



e Pour n = 0, soit f une fonction de classe C'! sur I, alors f’ est continue, de primitive f, et on a :

b
/ F(6)dt = £(b) — f(a),

dou : f(b) = f(a) + fab 1/ (t)dt. Donc P(0) est vraie.

« Soit n € N, on suppose que P(n) est vrai. Soit f une fonction de classe C™2 sur I. Elle est donc aussi en
particulier de classe C"*! et on trouve en appliquant P(n) :

(b —a) PO—t)"

fO)=>_ W)+ [ (bt
k=0 ' a :

Comme f est de classe C"*2 sur I, f(™*1) est de classe C* sur I. Or t - _((bn%ti;?l

sur I, on peut donc transformer l'intégrale par intégration par parties :

/b Mf("ﬂ)(t)dt — [_(b_tylﬂf(nﬂ)(t)} ' _ /b Mf(nw) (t)dt

est également de classe C*

A n! (n+1)! W Jo (1)
_ (b_a)n+1 n+1 ’ <b_t)n+1 n+2
= ) + / T

En remplagant dans la relation précédente, on obtient

_ - (b_a’)k (b_a’)n+1 n+1 b(b_t)n+1 n+2
f(b)—kz::on<k)(a>+mf< )(a)‘i‘/a Wf( J(t)dt,

donc P(n + 1) est vraie. Ce qui termine la preuve.

O

Remarque. Si P est une fonction polynéme de degré n définie sur R alors P est de classe C sur R et P("*1) = 0.
Alors pour tout a € R,

k=0
et on retrouve la formule de Taylor pour les polynémes.

Remarque. La formule de Taylor avec reste intégral présente de fortes similitudes de forme avec la formule de
Taylor-Young, vue dans le chapitre sur les développements limités. Ces deux formules ont cependant des natures
tres différentes :

e La formule de Taylor-Young donne une approximation locale, au voisinage d’un point.

e La formule de Taylor avec reste intégral est une relation globale, qu'on peut appliquer entre deux points a et
b potentiellement éloignés.

5.2 Inégalité de Taylor-Lagrange
Proposition 5.2 (Inégalité de Taylor-Lagrange)

Soit n € N et soit f une fonction de classe C™*! sur un intervalle I de R. On suppose qu’il existe m et M
deux réels tels que V¢ € I, m < £ (t) < M. Alors V(a,b) € I? tels que a < b,

b_an+1 n b_ak b_an+1
T 0= 3 B <

k=0
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Remarque. Attention : contrairement & la formule de Taylor avec reste intégral, cette inégalité de Taylor-Lagrange
nécessite a < b.

Démonstration. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre n, dont les hypothéses sont vérifiées :

n —a k b Y
f(b) =ZL x L 09(a) + / b-t" n!t) Forr g,

k=0 a
Comme pour tout ¢ € [a,b], m < f"*Y(t) < M, on obtient par produit avec (b:j)n >0:

n! n! n!

puis par croissance de 'intégrale (comme a < b),

m/b (b_t>ndt</b(b_‘t)nf(nw(t)dth/b b=0" 4.

n! n! n!

En intégrant, et en remplacant dans la formule avec le reste intégral, on trouve directement :

b—anJrl n b—ak b—an+1
((n+>1)!m<f(b>_z(k!)f<k)(a)<MM

Proposition 5.3 (Inégalité de Taylor-Lagrange, deuxiéme version)

Soit n € N et soit f une fonction de classe C™*! sur un intervalle I de R. On suppose qu’il existe K € R tel
que Vt € I, [ f"T1(¢)] < K. Alors V(a,b) € I?,

n —a k —a n+1
6y -3 O | < Lot

Démonstration. Si a < b, il suffit d’appliquer la premiére version de I'inégalité a m = —K et M = K. Si b < a, on
reprend la preuve en I'adaptant : par la formule de Taylor avec reste intégral,

-3 O )| b(b_.t)nfw“wdt]: [ e < [
! o b : b

£ n!
ou puisque b < a, on a pu appliquer 'inégalité triangulaire pour les intégrales. Or Vi € I, ‘ f ("“)(t)’ < K, donc

|(b;7f)n‘ | f ()] < K‘ <b:j>n ’ La croissance de l'intégrale donne alors :

(b ;'t)n ’f(n+1)<t)‘ dt,

n (b—a)k /a (b—t)n /a (t—b)n (a—b)”“
b — Y ——fHF(a)| < Kdt < K dt = K————.
’ﬂ ) ; R Il A R Ll (n+1)!
D’ou le résultat annoncé. O

2
x
Exercice 6. Montrer que pour tout x > 0, In(1+z) > = — Eh

Solution : La fonction f : ¢+ In(1+t) est de classe C* sur [0, +o0|, donc en particulier de classe C?, et on a :
1 1
_ VA t - __ - > o

On applique la partie minoration de 'inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre 1 entre 0 et > 0 :

V>0, f(t)

2132

2

< f(x) — f(0) — f(0)r =In(1 + ) — In(1) — 1x.
Donc : z — % <In(l + x).
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Exercice 7. En utilisant la fonction f : x + In(1 + x) définie sur [0, +00[, & laquelle on appliquera l'inégalité de
Taylor-Lagrange, étudier la convergence de la suite (.S,,) définie pour n > 1 par :

n -1 k—1
g, =S U
k=1 k

Solution : La fonction f : z + In(1 + z) est de classe C*° sur [0,+o00] et on a : Vk € N*, Vz > 0,

(k—1)!(—=1)~k1
(x4 1)k

, donc |fP)(z)| = (k=11 < (k—=1)L

f<k)(x) = (z+ 1)k

On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre n entre 0 et y > 0, en majorant |f(”+1)(a:)| par n! :

n (71)k71yk yn+1 yn+1
In(1+y)— < n! = .
(1+y) ; K ST ED T (it )
On trouve en particulier que pour y =1 : [In(2) — S,,| < ——. Or lim = 0. Donc par encadrement

(n+1) n—+oo (n + 1)
(S,,) converge vers In(2).

6 Extension au cas des fonctions complexes
Définition 6.1 (Intégrale d’une fonction a valeurs complexes, rappel)

Soit I un intervalle de R, (a,b) € I? et f € CY(I,C). On définit fabf € C par j;bf = fab Re(f) +ibem(f).

a

Cette définition permet de généraliser plusieurs résultats obtenus dans le cas de fonctions a valeurs réelles :
e La formule d’intégration d’une constante et plus généralement les relations intégrale-primitive.
e La linéarité et la relation de Chasles.
s Neis s L b b
o L’inégalité triangulaire : si a < b, |fa f’ < J; [f].

o La formule de Taylor avec reste intégral et I'inégalité de Taylor-Lagrange (mais seulement la version avec les
modules).

La positivité et la croissance ne sont pas généralisables (puisqu’il n’y a pas de relation d’ordre sur C).
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