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Dans tout le chapitre, K désignera R ou C et n désignera un entier de N*.

1 Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base
1.1 Définition
Définition 1.1 (Forme alternée)
Soit E¥ un K-espace vectoriel de dimension n € N* et soit f une application de E™ dans K. On dit que f est
alternée si f est nulle sur toute famille de vecteurs dont au moins deux sont égaux.
Exemple. L’application de K? dans K définie par f(z,y) =  — y est alternée.
Définition 1.2 (Déterminant dans une base)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et soit B une base de F. Il existe une unique application
det; définie de E™ dans K qui vérifie :

o detp est linéaire par rapport a chaque variable,
o detp est alternée,

On l'appelle déterminant dans la base B.

Démonstration. Les preuve d’existence et d’unicité sont hors-programme. O
Proposition 1.3 (Antisymétrie du déterminant)
Soit (24, ...,z,) € E™ et (i,7) € [1,n]? avec i # j. Alors :

detg(zy, ..., T; oy T, .1,) = —detg(zy,..., T

o -
position 7 position j

ir e Ty ey Ty )

Remarque. Autrement dit, intervertir deux vecteurs inverse le signe du déterminant.

Démonstration. Soit (zy,...,x,) € E™ et (i,7) € [1,n]? avec i < j (il suffit d’intervertir leurs roles dans le cas
j < i). Comme detp est d’une part alternée, d’autre part linéaire en les deux variables, on a :

0=detg(zy, .., T; +Tj, 00y T + T, .00, T,,)
S——— S———
position ¢ position j

=detp(Ty, s Ty ooy Ty + Ty oy ) +detg(@, 0 Tjy oo T + 25,00, @)

0=0+detg(, s Tjy ooy Tjy ey Ty,)) Fdet g (T, 0y Ty oy 450y @, ) + 0.

On en déduit bien det (1, ..., @, ooy Ty ooy Ty ) = —detg(Ty, oy Ty ooy Ty oy T, ). O

o

Remarque. Le résultat d’antisymétrie est énoncé pour detz, mais la démonstration montre qu’il reste vrai pour
toute application de E™ dans K linéaire selon chaque variable et alternée.



1.2 Cas particulier des dimensions 2 et 3

Proposition 1.4 (Déterminant en dimension 2)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2 et B une de ses bases. Soit (z,7) € E? de coordonnées
respectives (x1,x5) et (y;,y,) dans la base B. Alors :

detp(7,y) = T1Yy — T2Y;-

Démonstration. On note e, et ey les vecteurs de la base B. Les propriétés du déterminant (on utilise successivement
les deux linéarités, le caractére alterné, 'antisymétrie et la valeur en B) donnent alors :

detp(z,y) = detg(x1€; + Ty€9, Y161 + Ya€s)
= zydet(er, y1eq +ygeq) + x5 detg(eg, yreg + yoey)
= 1y, detg(ey, €1) + 21yo detg(ey, e5) + 2oy det g(ey, €1) + Ty, det ey, €5)
= 1y, det g(ey, €5) — oy, detp(ey, e,)

detp(z,y) = T1Ys — T2¥; -
O

Ty Y

Remarque. En prévision de la suite, on notera detg(z,y) = v Y
2 Y2

. Cela donne en particulier un moyen

mnémotechnique pour retenir la formule :

+
Ty Y
Ty Yo

Remarque. On se place dans le plan R? muni de la base canonique. Soit (u,v) € (R?)2. Alors |detg(u,v)| est
Paire du parallélogramme défini par les vecteurs u et v.

En effet, I'application qui a deux vecteurs associe l'aire algébrique qu’ils délimitent est linéaire par rapport a
chaque variable, alternée, et vaut 1 sur la base canonique.

On rappelle que l'aire d’un parallélogramme se calcule dans le cas général par la formule : base x hauteur.

Proposition 1.5 (Déterminant en dimension 3)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B une de ses bases. Soit (x,y,z) € E® de coordonnées
respectives (1, Tq, T3), (Y1, Ys,Y3) €t (21, 29, 23) dans la base B. Alors :

detg(z,y,2) = T1Yg23 T ToY32y + T3Y129 — T3lYoZ — Ta¥123 — T1Y32o-

Démonstration. On note e, e, et e les vecteurs de la base B. Les propriétés du déterminant (on utilise successive-
ment les deux linéarités, le caractere alterné, Pantisymétrie et la valeur en B) donnent alors :

detg(z,y,2) = x; detg(eq,y, 2) + x5 detg(ey, y, 2) + x4 det g(es, y, 2)
=0+ zyyydetg(eq, ey, 2) + zyys detg(eq, eq, 2)
+ x5y, detg(eq, eq, 2) + 0 + x5y det ey, €3, 2)
+ x5y, detg(es, eq, 2) + 3y, detg(es, €9, 2) + 0
=0+ 0+ x,yy25detg(eq, €9, €3) + 0 + 21y525 det g(eq, €5,€5) + 0
+ 0+ 0+ 25y, 23 det g(eq, €4, €3) + ToY52; detg(ey, e5,€1) + 040
+ 0+ 23y, 29 det g(eg, €1, €5) + 0 + 23y52; detg(es, e5,€1) + 040



detp(,y, 2) = T Yo23 — T1Y329 + To¥32) — ToYy 23 + T3Y1 29 — T3Yn2y-

En effet, detB(€1,€2,€3) = 17 detB<€1,€3,€2> = _detB(61762763> = _L detB(62761763) = _detB(€1’€2’e3> =
—1, detg(ey, e5,e1) = —detg(eg,eq,e3) = +detg(er,eq,e5) = 1, detg(es,eg,eq) = —detg(er,eq,e5) = —1 et
detp(es, e1,e5) = —detpg(eq, e3,e5) = +detg(er, ey, e5) = 1. O
Ty Y1 *A
Remarque. En prévision de la suite, on notera detgz(x,y,2) = |25 Yy 25|
T3 Y3 23

Remarque. On se place dans le plan R?* muni de la base canonique. Soit (u,v,w) € (R?)3. Alors |det g(u, v, w)|
est le volume du parallélépipede défini par les vecteurs u, v et w.

En effet, ’application qui & trois vecteurs associe le volume algébrique qu’ils délimitent est linéaire par rapport a
chaque variable, alternée, et vaut 1 sur la base canonique.

1.3 Propriétés
Proposition 1.6 (Application linéaire par rapport a chaque variable et alternée)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit B une base de E. Soit f une application de
E™ dans K, linéaire par rapport a chaque variable et alternée. Alors f est un multiple de det 5.

Démonstration. Montrons que f = f(B)detg.

o Si f(B) # 0, alors X — ffé; est une application de E" dans K, linéaire par rapport a chaque variable,
alternée et qui vaut 1 en B. C’est donc det 5.

e Si f(B) =0, on pose (zq,...,x,,) € E". En décomposant les z; sur la base B et en utilisant la linéarité de f
selon chaque variable et le caracteére alterné, on peut écrire f(zq,...,x, ) comme combinaison linéaire de f(B).
Donc f(xq,...,z,) = 0. Ceci étant vrai pour tout n-uplet, f est 'application nulle.

Donc f = f(B)detp, ce qui montre le résultat annoncé. O
Proposition 1.7 (Formule de passage d’une base a une autre)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit B et B’ deux bases de E. Alors :

VX = (zq,...,x,) € E", dety (X)=detg (B) x detz(X).

Démonstration. detg, est une application de E™ dans K, linéaire par rapport a chaque variable et alternée. Donc il
existe A € K tel que VX € E™, detp (X) = Adetz(X). En particulier, X = B donne detg (B) = Adetg(B) = A,
d’ou le résultat. O

Proposition 1.8 (Caractérisation d’une base a ’aide du déterminant)

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*, soit B une base de E et soit X € E™ une famille de
n vecteurs de F. Alors :
X est une base de E <= detz(X) # 0.

Démonstration.

o On suppose que X est une base de E. Alors 1 = det x(X) = detx(B) det5(X), donc det5(X) # 0.



o Pour la réciproque, on raisonne par contraposition : on suppose que X = (zq, ..., z, ) n’est pas une base de
E. Donc X est une famille liée (c’est une famille a n éléments en dimension n). Quitte & renuméroter et
permuter les vecteurs (ce qui change seulement le signe du déterminant), on en déduit que z,, s’écrit comme

. s s . . . n—1 o n—1
combinaison linéaire des autres vecteurs. Donc il existe (Ay,...;A,_1) € K" tels que z,, = > Az, Par
propriétés du déterminant, on trouve alors :

n—1 n—1 n—1
detB(X) — detB (1‘17 ...,xn_l,Z)\kxk) - Z)\k detB<l'1, ...,xn_l,xk) - ZAkO - 0
k=1 k=1

Donc X est une base de E si et seulement si detz(X) # 0. O

Exercice 1. Déterminer si la famille ((1,2,0),(1,0,1),(1,1,4)) est une base de R3.
Solution : On utilise la formule du déterminant en dimension 3, dans la base canonique (la suite du chapitre
donnera des méthodes plus efficaces pour le calcul, qu’on privilégiera quand on les aura vues) :

=04+24+0—-0—1—8=—T7+0.

[eo B R
— o
=~ = =

Donc la famille est une base de R3.

2 Déterminant d’un endomorphisme

Définition 2.1 (Déterminant d’un endomorphisme)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*, B une base de E et f € £(F). La valeur detz(f(B))
ne dépend pas de la base B choisie. On I'appelle déterminant de f et on la note det(f).

Démonstration. Soit B et B’ deux bases de E, montrons que detg(f(B)) = detg (f(B’)).

Comme f est une application linéaire, 'application qui & X € E™ associe detz(f(X)) est linéaire par rapport a
chaque variable et alternée, donc il existe A € K tel que VX € E™, detz(f(X)) = Adetz(X). En particulier, pour
X = B, on trouve det5(f(B)) = Adetg(B) = \. Donc :

VX € E", detp(f(X)) =detg(f(B))detg(X).
Le cas particulier X = B’ donne :
detp(f(B’)) = detp(f(B))det(B’). (*)

Par ailleurs, det 3 = detz(B’) det 5, donne, appliqué en f(B’),

detp(f(B’)) = detp(B’) detp/ (f(B')). (%)
Les deux relations (*) et () mises bout & bout donnent : detz(f(B))detz(B’) = detg(B’) detz (f(B’)), ce qui,
en divisant par detz(B’) # 0 montre bien detz(f(B)) = det g/ (f(B’)). O

Remarque. Le déterminant n’existe que pour un endomorphisme (pas pour n’'importe quelle application linéaire).
Exemple. En notant B une base de E, on trouve det(idg) = detz(idz(B)) = detg(B) = 1.
Proposition 2.2 (Déterminant d’une composée)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit (f, g) € £(E)?. Alors det(fog) = det(f) det(g).



Démonstration. Soit B une base de E. Alors det(fog) = detg(fog(B)) = detg(f(g(B))). On montre comme dans
la preuve précédente que VX € E", detg(f(X)) =detg(f(B))detyz(X), prendre X = g(B) donne donc :

det(f o g) = detg(f(g(B))) = detg(f(B))detp(g(B)) = det(f) det(g).

Proposition 2.3 (Caractérisation des automorphismes)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit f € £(E). Alors f est un automorphisme de

E si et seulement si det(f) # 0. Dans ce cas, on a aussi det (f~!) = detlm.

Démonstration.

o On suppose que det(f) # 0. Soit B une base de E. Donc detz(f(B)) # 0, ce qui signifie que f(B) est une
base de E. Donc I'image par f d’une base de E est toujours une base, ce qui implique (par propriété des
applications linéaires) que f est un automorphisme de E.

« On suppose que f est un automorphisme de E, alors f o f~! =id, donc :
det(f)det(f1) =det(fo f1) =det(idg) = 1.

Donc det(f) # 0 et det (f71) = detl(f)'

3 Déterminant d’une matrice carrée
Définition 3.1 (Déterminant d’une matrice carrée)

Soit A € M,,(K). On appelle déterminant de A le déterminant de la famille des colonnes de A dans la base
canonique de K", que ’on note
1
det(A) =
a

n

a

nl nn

Remarque. Attention, le déterminant n’est défini que pour des matrices carrées.
Exemple. Soit B,, la base canonique de K". Alors det([,,) = detp (B,) = 1.

Remarque. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*, soit B une base de E et soit f € £(E). La
définition du déterminant d’un endomorphisme donne alors directement det(f) = det(Matz(f)).

Proposition 3.2 (Multiplication par un scalaire)

Soit A € M,,(K) et A € K, alors det(AA) = A" det(A).

Démonstration. On note B,, la base canonique de K”. Si on note C1,...,C,, les colonnes de A,
det(AA) = detg (ACy,...,AC,) = A" detg (C4,...,C,) = A" det(A).
O

Remarque. Attention, on ne peut par contre pas sommer : dans le cas général, det(A + B) # det(A) + det(B).



Proposition 3.3 (Déterminant d’un produit)

Soient (A, B) € M, (K)?, alors det(AB) = det(A) det(B).

Démonstration. Soit f, et fp les endomorphismes canoniquement associés a A et B. Alors, par propriétés du
déterminant et des matrices d’endomorphismes,

det(A) det(B) = det(f,) det(fg) = det(f4 o f5) = det(AB).

Ul

Proposition 3.4 (Caractérisation de 'inversibilité)

Soit A € M ,,(K). La matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Dans le cas inversible, on a de

plus det (A71) = detl(A).
Démonstration. Soit f, ’endomorphisme canoniquement associé a A. Alors :

A est inversible <= f, est bijectif <= det(f,) # 0 <= det(A) # 0.
: . 1y _ Sy 1 1

Et dans le cas inversible, det(A™") = det(f;") = T = A -

Remarque. On déduit de tout cela que deux matrices semblables de M, (K) ont le méme déterminant. En effet,
si Ae M, (K)et PeGL,(K), det (P~1AP) = det(P) " det(A) det(P) = det(A).

Proposition 3.5 (Invariance par transposition)

Soit A € M, (K), alors det(A") = det(A).

Démonstration. Hors programme. O

4 Calcul des déterminants
4.1 Pivot de Gauss
Proposition 4.1 (Effet des opérations élémentaires sur le déterminant)
Soient (i,7) € [1,n]? avec i # j et soit A € K. Alors :
o Les opérations élémentaires L; < L, + AL; et C; <— C; + AC; ne modifient pas le déterminant.
o Les opérations élémentaires L, <— AL, et C; <— AC; multiplient le déterminant par A.
o Les opérations élémentaires L; <> L; et C; «» C; multiplient le déterminant par —1.

Démonstration. 1l suffit de montrer le résultat sur les colonnes puisque le déterminant est invariant par transposition.
Soit A € M ,,(K), on note C}, .., C,, ses colonnes et B, la base canonique de K.

e Le déterminant est linéaire par rapport a la i-éme colonne et alterné, donc :

dety (Cy,. C; + ACj, ..., Cy) = detg (Cy, ..., Cy) + Adety (Cy, ..y Cjy ooy C) = det(A) + A x 0 = det(A).

e Le déterminant est linéaire par rapport a la i-éme variable, donc :

detg (Cy,...,AC;, ..., C) = Adetg (C,...,C,) = Adet(A).



o Pour ce dernier point, on écrit le calcul dans le cas i < j (i > j se traite de méme). Le déterminant est alterné,

donc :
detp (Cpys C; 1oy G ey Cp) = —detp (Cy, ..., C,) = — det(A).
posti_(/)n % position j

O

Remarque. Pour calculer le déterminant d’une matrice A € M, (K), on effectue donc des opérations élémentaires
sur les lignes et colonnes de la matrice, jusqu’a se ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.

Proposition 4.2 (Déterminant d’une matrice triangulaire)

Soit T' = (;;) ; j)e[1,n)> Une matrice triangulaire. Alors det(T") = Ht
i=1

[

Démonstration. Traitons le cas ou T est triangulaire supérieure (le cas triangulaire inférieur s’en déduit ensuite
par transposition). En utilisant successivement la linéarité du déterminant sur la premieére colonne et les opérations
élémentaires C; «— C; —t,,C, on trouve :

tyy tyy . by, 1ty .. t, 1 0 .. 0
0 t ot 0 t ot 0 t P

e P ] ] S
0 0 .. t,, 0 0 .. t,, 0 0 ... t,,

En répétant successivement cette stratégie pour chaque valeur diagonale, on obtient :

O

Remarque. On retrouve ainsi un résultat déja connu : une matrice triangulaire est inversible si et seulement si
elle n’a aucun terme diagonal nul.

111 1 2 3
Exercice 2. Calculera=|1 2 4letb=4 0 4|
1 3 8 3 2 1
Ly<—L,—L
Solution : Les opérations 2 2 ' puis Ly +— Ly — 2L, donnent :
Ly<—Ls—L,
111 111
a=0 1 3[=|0 1 3|=1
02 7 1001

Ly+— L,—A4L,

wis L, «— —LL, et L, +— L.+ 4L, donnent :
L3<—L3—3L1 p 2 312 3 3 2

Les opérations {

1 2 3 1 2 3 12 3
b=10 —8 —8|=—8[0 1 1|=-8[0 1 1|=(=8)x1x1x(—4)=32
0 —4 -8 0 —4 -8 00 —4



4.2 Développement par ligne ou par colonne

Proposition 4.3 (Développement par rapport a une ligne ou une colonne)

Soit A € M,,(K). Soit (i,7) € [1,n]* on pose A;;(A) la matrice obtenue & partir de A en supprimant la
i-ieme ligne et la j-iéme colonne. Alors :

e Soit i € [1,n], det(A) = Z(—l)”jaij det(A;;(A)) (développement par rapport a la i-eme ligne).
=1

o Soit j € [1,n], det(A) = Z(—l)”jaij det(A,;(A)) (développement par rapport a la j-eme colonne).
i—1

Démonstration. Non exigible, on se contente donc de deux cas particuliers pour esquisser le raisonnement.
Développer selon la premieére colonne, puis permuter deux lignes et faire apparaitre des 0 par combinaison linéaire
donne :

1 0
0 ap

1 agy

app Q2
—a
21 0 (112

Qg1 Q22

h

1 a 0 a

12 12
=a +a
1’0 (12 2

—a ‘1 a2
=ag
0 aygs

. ’1 0
o (VY

_a21‘

Comme le déterminant est invariant par transposée, on a aussi de la linéarité suivant chaque ligne. Développer
selon la seconde ligne puis permuter des lignes ou colonnes et faire apparaitre des 0 par combinaisons linéaires
donne alors :

a;; @12 ap3 ayp; G ap3 a;; Q12 a3 a;; G2 Qap3
Qo1 Goy Gogl = a9 | 1 0 0 [+agy]| 0 1 0 [+ay]| 0 0 1
az; Qagzy Aag3 a3p Az ass az; Ggzy Qagzs az; Ay Qag3
1 0 0 0 1 0 0 0 1
= —Qg1|G11 Q12 Q13| — Q29 |A11 G2 Q13[ — G23|A11 Q12 0413
az; Ay Qag3 a3p Az ass Q3; Qgzy QAgzs
1 0 0 1 0 0 1 0 0
= —Qg1 (@11 G1p Q13|+ Ao |G12 A1y G13[ —dggz|A13 G11 Ay
az; Ay Aag3 Q3p ag; Aass Q33 Q31 QAg3a
1 0 0 1 0 0 1 0 0
= —0y1 |0 a9 a3[+ag (0 aj; ajz|—ax|0 a;; aggf.
0 asy ass 0 as as3 0 as; as
O
1 4 7
Exercice 3. En développant suivant la premiere colonne, calculer c =12 5 8§|.
3 6 9
Solution :
5 8 4 7 4 7
c= 1’6 9‘_2’6 9‘—1—3‘5 8’ = (45—48) —2(36 —42) +3(32—35)=—-3+12—-9=0.

Remarque. Le développement par rapport a une ligne ou colonne est surtout utile quand une ligne ou colonne
contient beaucoup de zéros. Quand ce n’est pas le cas, le pivot de Gauss permet souvent d’aboutir en moins de
calculs.

Exercice 4. Déterminer la valeur de d =

— N
—_ O =
g e



Solution : Un développement suivant la deuxiéme colonne (puisqu’elle contient un 0) donne :
2 1 11

L ) 1’_—(8—1)—2(1—2)_—6.
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