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Systeme

Schéma fonctionnel

e(t) ——

Systéme

— s(t)

Systéme mono-variable

€1 (t) —
en(t) —

Systeme

E— Sl(t)
——— $m(t)

Systéme multi-variables
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Systeme

Entrées & sorties

Sl - PCSI

Jp(t)

———— Systéme ———

) : commande (E)
) : perturbation (E)

) : réponse du systeme (S)
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Systeme automatisé

Définitions

Définition (Systéme automatisé)

Un systeme automatisé est un systéme réalisant des opérations et pour lequel
I'intervention humaine est limitée a la programmation du systéme et a son réglage
préalable.
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Systeme automatisé

Définitions

Définition (Systéme automatisé)

Un systeme automatisé est un systéme réalisant des opérations et pour lequel
I'intervention humaine est limitée a la programmation du systéme et a son réglage
préalable.

Définition (Systéme de commande)

Un systeme de commande est un systéme dont la vocation est de piloter un
processus.
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Systeme automatisé

Structure de commande en boucle ouverte

lp(t)

Consigne Systeme de e(t) s(t)
» % Processus

commande
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Systeme automatisé

Structure de commande en boucle ouverte

Exemple
Chauffage d'une piece a 20°C

Température Piace 3 Température

Radiate
de consigne areur chauffer de la piéce

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis [ —— 8



Systeme automatisé

Structure de commande en boucle ouverte

Exemple
Chauffage d'une piece a 20°C

Fenétre ouverte

Température Piace 3 Température

Radiate
de consigne areur chauffer de la piéce
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Systeme automatisé

Structure de commande en boucle fermée

lp(t)

Consigne
—————  Systéme de e(?) . s(t)
R " Processus
u commande
M
eoure Capteur
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Systeme automatisé

Structure de commande en boucle fermée

lp(t)

Consigne
—————  Systtme de e(t) | s(1)
R % Processus
u commande
Mesure Capteur
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Systeme automatisé

Structure de commande en boucle fermée

Exemple
Chauffage d'une piéce a 20°C

Fenétre ouverte

Température
de consigne . o - .
Systeme de . Piéce a empérature
—>| Radiateur — —~
commande chauffer de la piéce
Image de la

Thermocouple

température réelle
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Systeme asservi

Définition (Systeme asservi)

Un systeme asservi est |'association d'un processus, de capteurs et d’'un systéme
de commande permettant, a partir des consignes, de piloter une ou plusieurs
grandeurs physiques du processus.

Perturbation
Consigne
_— Systéme de Commande Grandeur
" Processus )
commande asservie
Mesure
Capteur
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Systeme asservi

Structure du systeme de commande

SYSTEME DE COMMANDE

1

1

1

:

= 1
Ecart Commande
H—

Consigne |  Adaptateur .
—_ P Régulateur (| Amplificateur

de consigne

Capteur |{«—
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Systeme asservi

Structure du processus

Perturbation
(TS Y
| ' Processus !
X | Energie !
I * 1
I T I
Commande ., T . 1 Grandeur
Pré-actionneur [~ Actionneur | Transmetteur | Effecteur -
asservie

<— Capteur
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Performances de la commande d'un systeme

Définition (Systeme causal)

Un systeme est dit causal si sa réponse a un instant donné ne dépend que des
entrées précédant cet instant.

Performances :
o stabilité : la réponse du systéme converge-t-elle pour une entrée constante ?
@ précision : le systéme asservi atteint-il la valeur de consigne ?
o rapidité : le combien de temps faut-il au systéme pour se stabiliser ?
o

dépassements : la grandeur de sortie a-t-elle tendance a dépasser la valeur a
convergence et osciller autour avant de se stabiliser ?

o sensibilité aux perturbations : les perturbations agissant sur le systéeme
modifient-elles la valeur a convergence de la grandeur asservie?
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Performances de la commande d'un systeme

Stabilité

Définition (Stabilité)

Un systéeme est stable si pour toute entrée bornée, la sortie est bornée.

/.

Temps t

Systémes stables Systémes instables

Vidéo : hélicoptere

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis


videos/Ground-Resonance-Rear-View.mp4

Performances de la commande d'un systeme
Rapidité

Définition (Rapidité)

Un systéeme est rapide s'il converge vers sa valeur finale en un temps court au
regard de son contexte d'utilisation.

Définition (Temps de réponse a 5 %)

Le temps de réponse a 5 % d'un systéme, noté ¢5y, correspond au temps mis par
la réponse de ce systéme soumis a un échelon pour entrer définitivement dans une
bande a +5 % de sa valeur finale.

v
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Performances de la commande d'un systeme
Rapidité

Temps de réponse a 5 %

bande 3 5 % de la valeur finale

Valeur finale

\/ e(t)

Dernier point d’entrée dans la bande
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Performances de la commande d'un systeme

Précision

Définition (Précision)

La précision qualifie I'aptitude d'un systéme a respecter la consigne.

Définition (Erreur)

L'erreur £(¢) est la différence entre la consigne e(t) et la sortie s(t) :
e(t) =e(t) — s(t) .

Elle n'est définie que si la consigne et la sortie sont de méme nature.

Définition (Erreur statique)

L'erreur statique g est la limite au temps long de I'erreur associée a la réponse
d'un systeme soumis a un échelon :

€ = tilgloo e(t) .
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Performances de la commande d'un systeme
Précision

Z s
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Performances de la commande d'un systeme

Dépassements

Définition (Dépassements)

Un systeme stable présente des dépassements si sa réponse oscille de facon
transitoire autour de la valeur finale avant de I'atteindre.

Systéeme mal amorti

Systéme bien amorti

Systeme trés amorti

Vidéo : sans et avec dépassements
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videos/sans_depassement.mp4
videos/avec_depassement.mp4

Performances de la commande d'un systeme

Sensibilité aux perturbations

Définition (Sensibilité aux perturbations)

Un systéme est sensible aux perturbations s'il ne converge pas vers les mémes
valeurs finales selon qu’une perturbation s'applique ou non.

Début de la perturbation
l Début de la perturbation

Méme valeur

!
|
|
Nouvelle valeur | .
| finale
|
|
!
!
|

|
|
|
1 finale
|
|
|
|

T Temps t T Temps t

Systéme peu robuste Systéme robuste
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Modélisation du

comportement dynamique
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Modélisation du comportement dynamique

Notion de modele

Définition (Modéle mathématique d'un systéme)

Le modele mathématique d'un systéme dynamique correspond a |'ensemble des
lois mathématiques régissant la causalité entre ses entrées et ses sorties.

Types de modeéles :
@ les modéles de connaissance
construits de facon analytique a partir des lois de la physique régissant le
comportement des constituants d'un systéme.
@ les modéles de comportement
construits par identification a partir de résultats expérimentaux obtenus avec
les systéemes réels.
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Objectifs de la modélisation

Modélisation = étape préliminaire de I'analyse d'un systéme
Finalité :

simuler et prédire
le comportement dynamique d’un systéme J

Pour cela, il faut :
@ proposer une modélisation des variables d'entrée (consignes, perturbations,
etc.);
@ modéliser le systéme global ;
@ simuler le comportement du systéme (4 la main ou par ordinateur);

@ analyser la réponse de la simulation du comportement du systéme,
c'est-a-dire analyser |'évolution de la sortie du modele du systeme.
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Hypotheses de modélisation

Systémes continus

Définition (Systeme continu)

Un systeme est dit continu si les fonctions définissant ses entrées et sorties sont
continues, c'est-a-dire définies pour tout instant.

t t t
(a) Représentation continue  (b) Echantillonnage (en (c) Echantillonnage &
temps) quantification (valeur)
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Hypotheses de modélisation

Systemes linéaires

Définition (Systéme linéaire)

Un systéme linéaire est un systéme continu décrit par des équations différentielles
linéaires.

Un systeme linéaire vérifie :
@ le principe de proportionnalité;

@ le principe de superposition.

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis



Hypotheses de modélisation

Systemes linéaires

Définition (Principe de proportionnalité)

Un systeme vérifie le principe de proportionnalité (ou d’homogénéité) si a un

multiple d'une entrée quelconque correspond le méme multiple de la sortie
correspondante.

e(t) s(t)
Ae(t) As(t)
_ S'ys,té.me .
linéaire
t >t

Sl - PCSI |
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Hypotheses de modélisation

Systemes linéaires

Définition (Principe de superposition)

Un systéeme vérifie le principe de superposition si a la somme de deux entrées
quelconques correspond la somme des deux sorties correspondantes.

e () + ealt) s1(t) + s2(?)
€2 (t) S . S92 (t)
steme
61(t)_> Ii};éaire — s1(t)
t t

Sl - PCSI |
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Hypotheses de modélisation

Systemes linéaires

Un systéme linéaire vérifie V(ay, ap) € R? :

Systeme

t t t t
(5} 61()+Oz2 62( )—> linéaire — a1 81( )+042 82( )
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Hypotheses de modélisation

Systemes linéaires

Probleme :
tous les systémes n'ont pas une caractéristique linéaire !

Exemples de non-linéarités :

€ €min € €

(a) Courbure (b) Seuil (c) Saturation (d) Hystérésis
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Hypotheses de modélisation

Systemes linéaires

Si non linéaire, , _ _
linéarisation autour d'un point de fonctionnement :

sT Tangente —\

_________

I

I . . ey, s
| 1+— Domaine de validité de
X I'approximation linéaire

Point de fonctionnement
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Hypotheses de modélisation

Systémes invariants

Définition (Systéme invariant)

Un systeme est dit invariant si ses caractéristiques et propriétés régissant son
comportement sont invariables dans le temps.

[\
N\

Temps t

tq
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Hypotheses de modélisation

Systeémes linéaires continus invariants

SLCI = Systémes Linéaires Continus Invariants ]

Si h représente le modéle mathématique d'un systéme
qui relie la sortie s(t) et I'entrée e(t) alors :

@ un systéme est linéaire : h (a1e1 + ases) = azh(er) + azh(es)

@ un systéme est continu : la fonction h est une fonction continue du temps ¢;

@ un systeme est invariant : la réponse du systéme est indépendant du temps,
c'est-a-dire si e(t) induit s(t) alors e (t 4+ 7) induit s (¢t + 7).
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Hypotheses de modélisation
Exemple de modélisation

Vérin
T y(t)

| |
T
e — - >< ___Distributeur
=

Limiteur

e,_l Pompe

de pression |7 7\ 9 .
éservoir
| Q —
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Hypotheses de modélisation

Description par des équations différentielles

Equation différentielle linéaire a coefficients constants de la forme :

d™e ds
— ) =bg s(t) +by —(t)+---+b
dtm() 0 s(t) + 1dt()+ +

ol ag, a1,...,am, et by, by,...,b, sont des constantes réelles.

d"™s

de
ap e(t) + a1 — n W(t)

)4+ am
dt()+ +a

Principe de causalité : n > m

Notations :
. dy _
y(t) = a(t) dérivée 1" de y par rapport au temps
i d?y e ond
j(t) = @(t) dérivée 2% de y par rapport au temps
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Résolution par la transformée
de Laplace
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Résolution des équations intégro-différentielles

. . Réponse libre
Equation sans
Composante
second membre .
transitoire

Equation { Solution totale

intégro-différentielle

avec second membre
. ) Réponse forcée
Equation
RS Composante
particuliéere
permanente
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Intérét de la transformée de Laplace

Equation différentiellel Transformation de j Equation algébrique | Conditions
(paramétre ?) J Laplace (.£) L (parametre p) initiales

Décomposition en
formes types

Y

Solution de I’équationl Transformation de ( Equation algébrique
différentielle Laplace inverse (‘g—l)L décomposée
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Définition de la transformée de Laplace

Définition (Transformée de Laplace)

Soit f une fonction continue par morceaux sur R. On appelle transformée de
Laplace de f la fonction F' = £ [f] de la variable complexe p définie par la
relation intégrale :

T

+oo
Fp)= lim | ePtf(t)dt= / =Pt (1) dt
0

T+ [q

pour toutes les valeurs de p € C pour laquelle cette intégrale impropre converge.
v

f(t) est appelée originale et sa transformée F'(p) est appelée image.
La variable complexe p (fréquence) est la variable conjuguée de ¢ (temps).
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Existence de la transformée de Laplace

En notant p = o + jw avec j un complexe tel que j2 = —1, il vient :

+oo “+o0
Flp) = / ePL(t) dt = / ™% et f (1) dt
0 0
oll 7% est un complexe de module 1.

B Convergence/Existence
Cette intégrale converge si f est a croissance exponentielle d'ordre
a < Re(p) = o, c'est-a-dire s'il existe tg, M > 0 tels que :

VE=te,  |f(t)] < Me® = e | f(t)| < Melomt 1212 ¢
« est appelée I'abscisse de convergence.

B Unicité

A une fonction f correspond une seule transformée de Laplace F' = .Z [f].
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Propriétés de la transformée de Laplace

B Fonction de Heaviside (ou échelon unité) :

1 sit>0
u(t):{ .

0 sinon

Définition (Fonction causale)

Une fonction f définie sur R est dite causale si f(t) =0 pour ¢ < 0.

AN N
VAVAVAZ R VAY

Fonction non causale Fonction causale
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Propriétés de la transformée de Laplace

Propriété

Pour toute fonction f, la fonction fu est causale et on a :

L fl=2Lfu] .

Propriété (Injectivité)

La transformée de Laplace est injective, c'est-a-dire que deux fonctions causales
distinctes ont des images distinctes. Ce qui se traduit pour tout couple de
fonctions causales f et g :

Zf1=Zg = f=9.

La fonction f telle que £ [f] = F est appelée originale de F.

Démonstration. . .
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Propriétés de la transformée de Laplace

Théoreme (Linéarité)

La transformée de Laplace d’une combinaison linéaire de deux fonctions f et g
(dont la transformée de Laplace existe) est la combinaison linéaire des
transformées de Laplace de ces deux fonctions; doit :

V(e, B) € R?, ZL[af(t) + Bg(t)] = aF(p) + BG(p) .

Démonstration. . .
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Propriétés de la transformée de Laplace

Théoréme (Dérivation)

Si f est une fonction dérivable dont la transformée de Laplace existe alors la
transformée de Laplace de sa dérivée est définie par :

2 || =ore) - 10)

Démonstration. . .
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Propriétés de la transformée de Laplace

Théoreme (Dérivation d'ordre 2)

Si f est une fonction deux fois dérivable et dont la transformée de Laplace existe
alors la transformée de Laplace de sa dérivée seconde est définie par :

P [%w] — pF(p) — pf(0) — £(O*)

Démonstration. . .
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Propriétés de la transformée de Laplace

Théoréme (Dérivation d'ordre n)

Si f est une fonction n fois dérivable et dont la transformée de Laplace existe
alors la transformée de Laplace de sa n-ieme dérivée est définie par :

o[t

0] =" F )~ 0 =2 07) - -

Démonstration. . .
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Propriétés de la transformée de Laplace

B Conditions de Heaviside :

. " dar
fo=o0, joy=o0 foy=o, - TLo=o
B Dérivation et conditions de Heaviside :
Si le systéme est dans des conditions de Heaviside alors :

4

2 || = ro)
&
2 |Sh0] = Fo)
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Propriétés de la transformée de Laplace

Propriété (Intégration d'une fonction causale)

La transformée de Laplace d'une fonction g définie par :

o(t) = / f(r)dr

et de valeur initiale nulle est égale a :

e[ 22

Démonstration. . .
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Propriétés de la transformée de Laplace

Théoréme (Retard)

Soient f une fonction causale et g sa décalée de T > 0, telle que :

g(t)=0 pour0 <t <T
gt)=f(t—7) pourt>=r
alors
L[t -] = e 7L ()] = e Flp) J
Démonstration. . .
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Propriétés de la transformée de Laplace

Théoréme (Modulation)

Soient f une fonction et e~ une fonction de modulation avec a € C. La
transformée de Laplace de la fonction modulée t — f(t) e~ est définie par :

ZL[ft)e ™ =F(p+a).

e sia € R™ : amortissement (théoréme d’amortissement);

@ si a = jw : déphasage.

Démonstration. . .
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Transformée de Laplace d'un échelon

Echelon unitaire ou fonction de Heaviside :

1 sit>0
u(t):{ .

u(t) =0 sinon

Théoreme

Démonstration. . .
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Transformée de Laplace d'une constante

Propriété

La transformée de Laplace d'une fonction constante ¢ — C est égale a

Z[C]zo’f[Cu]:C’Z[u]:%.
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Transformée de Laplace d'une impulsion

L'impulsion unité est définie par la limite de la
fonction

fe(t)

1
/e f(t) = - 5|t€[0,a[.
0

sinon
quand ¢ tend vers 0, soit :

t 0(t) = lim fe(t) .

e—0

Théoréme

La transformée de Laplace de I'impulsion unité est égale a

2] =1

Démonstration. . .
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Impulsion /Dirac

Définition (Dirac)

Le dirac en 7 > 0 est une forme linéaire qui 3 toute fonction f € C° (R*) associe
sa valeur en 7 :

Or i f= fT).

Propriété

L'impulsion unité §(¢) correspond au dirac en 0.
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (1/3)

Fonction

Allure

f@)

F(p)
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (1/3)

Fonction Allure f(®) F(p)
Impulsion ‘| 5(t) 1
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (1/3)

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis

Fonction Allure f(t) F(p)
Impulsion ‘| 5(t) 1
Echelon u(t) 1
p
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (1/3)

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis

Fonction Allure f(t) F(p)
Impulsion ‘| 5(t) 1
, 1
Echelon u(t) 1
p
Rampe V atu(t) @
2
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (1/3)

Fonction Allure f(t) F(p)
Impulsion ‘| 5(t) 1
. 1

Echelon u(t) 1
p

Rampe atu(t) a
2

Puissance / " u(t) o
pn+1
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (2/3)

Fonction

Allure

f@)

F(p)
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (2/3)

Fonction Allure f@) F(p)

a <0
Exponentielle e~ yu(t) 1
a>0 D _|_ a
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (2/3)

Fonction Allure f(®) F(p)
a <0
Exponentielle & e~ yu(t) 1
a>0 p _|_ a
a<o0
at 1
Ve t e u(t) 5
(p+a)
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (2/3)

Fonction Allure f(t) F(p)
a <0
Exponentielle & e~ yu(t) 1
a>0 p _|_ a
a<o0
- t e~ u(t) 1 S
(p+a)
Sinus sin (wt) u(t w
) ult)|
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (2/3)

Fonction Allure f(t) F(p)
a <0
Exponentielle & e~ yu(t) 1
a>0 p _|_ a
a<0
- t e~ u(t) 1 S
(p+a)
Sinus sin (wt) u(t d
) )| 2
Cosinus cos (wt) u(t) P
p2 +W2
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (3/3)

Fonction Allure f(@) F(p)
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (3/3)

Fonction Allure f@) F(p)

Sinus amorti
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Transformée de Laplace de fonctions usuelles (3/3)

Fonction Allure ft) F(p)
Sinus amorti sin (wt) e %u(t) w2
(p+a)” + w?
Cosinus amorti cos (wt) e~ u(t) p—l——2a
(p+a)” +w?
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Exemple : commande de vérin hydraulique

Vérin

. —~
Equation régissant le déplacement de 1 ¥(t)
la tige du vérin :
a(]
. K @(t) -
y(t) = § x(t) == |— Distributeur
e Pompe
I—l/Réservoir
v
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Exemple : commande de vérin hydraulique

Vérin

. T~
Equation régissant le déplacement de KON

la tige du vérin :
ige du vérin W)TH H

K z(t)
S

x(t) > |—— Distributeur

Limiteur
de pression

Pompe

— Réservoir
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Exemple : commande de vérin hydraulique

Vérin

- \
Equation régissant le déplacement de _J: _1 —
la tige du vérin : W)TH H
. K & |—— Distributeur
i(t) = = a(t)
e presin Fompe
Réservoir
R N )
Transformées de Laplace :
Z[y(t)] = pY (p) — y(0)
K K
Ll—=z(t)| ==X
500 = 5x0)
. K & 1
y(t) = < z(t) — Y(p) = » (gX(P) +y(0)>
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Produit de convolution

Définition (Produit de convolution)

Théoréme (Convolution)

La transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions f et g
(dont les transformées existent) est définie par :

Z(f*xg) )] =F(p) G(p)

Démonstration. . .
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Fonction de transfert

Domaine temporel

e(t) —  h(t)

——— s(t) = (e x h)(¥)

Domaine de Laplace

E(p) —— H(p)

Définition (Fonction de transfert)

On appelle fonction de transfert ou transmittance le rapport entre la transformée
de Laplace du signal d'entrée e(t) et celle du signal de sortie s(t) :

S(p)

H(p) = =~

(p)
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Fonction de transfert

B Fonction de transfert = fraction rationnelle :

H(p):a0+a1p~|—a2p2+---+ampm _ N(p)
bo+bip+byp?+---+byp*  D(p)

Définition (Forme canonique)

On appelle forme canonique d'une fonction de transfert la représentation qui
consiste a imposer une constante unitaire aux polynémes

K 1 g S D2 o DT
Hp) = K Lrarptay gt tawp
P 14byptbyp? 4.+ pr

de facon a faire apparaitre le gain K et la classe « du systéeme d’ordre n.

On appelle :
@ pdles = racines du dénominateur D(p)

@ zéros = racines du numérateur N(p)

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis aE— 61



Propriétés asymptotiques

Ne concerne que les systéemes stables !

Théoréme (Valeur initiale)

Si une fonction f est causale et que la transformée de Laplace de sa dérivée existe
alors sa valeur initiale peut étre obtenue a partir de sa transformée de Laplace
selon :

lim f(¢) = lim p F(p)

t—0 p—o0

Démonstration. . .
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Propriétés asymptotiques

A Ne concerne que les systémes stables !

Théoréme (Valeur finale)

Si une fonction f admet une limite finie pour t — +oo et que la transformée de

Laplace de sa dérivée existe alors sa valeur finale peut étre obtenue a partir de sa
transformée de Laplace selon :

lim f(¢) = lim p F(p)

t—o0 p—0

Démonstration. . .

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis



Expression de la réponse temporelle 7

Equation différentielle | Transformation de ‘| Equation algébrique |_Conditions
(paramétre ?) I Laplace (.£) | (parametre p) initiales
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Expression de la réponse temporelle 7

Equation différentiellel Transformation de j Equation algébrique | Conditions
(paramétre ?) J Laplace (.£) L (parametre p) initiales

Décomposition en
formes types

Y

Equation algébrique
décomposée
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Expression de la réponse temporelle 7

Equation différentiellel Transformation de j Equation algébrique | Conditions
(paramétre ?) J Laplace (.£) L (parametre p) initiales

Décomposition en
formes types

Y

Solution de I’équationl Transformation de ( Equation algébrique
différentielle Laplace inverse (‘g—l)L décomposée
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Exemple : commande de vérin hydraulique

Vérin

Equation régissant le déplacement de \J_—
la tige du vérin dans le domaine La- —_—

_1
place : ‘?mTLA

y(t)

x(t)
1 K —> |—— Distributeur
Yo =1 (X0 +00) i
b e pesson s
Réservoir
N N

Si:
@ conditions de Heaviside = y(0) =0
o z(t) = u(t) échelon unitaire tel que X(p) =1/p
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Exemple : commande de vérin hydraulique

Vérin

Equation régissant le déplacement de o)

~
la tige du vérin dans le domaine La- —_— —

x(t)
1 K |—— Distributeur
Yo =1 (X0 +00) i
b de presson e
Réservoir
M N

Si:
@ conditions de Heaviside = y(0) =0
o z(t) = u(t) échelon unitaire tel que X(p) =1/p

alors :
K -1

:Sp2

Y(p)
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Décomposition en éléments simples

B Etape 0 : Causalité?

N(p)
D(p)

On se limitera aux fractions vérifiant deg N (p) < deg D(p).
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Décomposition en éléments simples

B Etape 0 : Causalité?

N(p)
D(p)

B Etape 1 : Factorisation du dénominateur
Calculer les pbles du dénominateur puis le mettre sous forme factorisée :

On se limitera aux fractions

vérifiant deg N (p) < deg D(p).

K - K _\K
Dlp)=(p-a1)...(p—a2)” ... p—2)p—71) ...(p—22)" (p—72)
N—— ———
réel simple réel multiple complexe conjugué simple complexe conjugué multiple
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Décomposition en éléments simples

D) =(p-a)...(p=0) ... p=2)p=7) ... (0= 2) (p-2)"

réel simple réel multiple complexe conjugué simple complexe conjugué multiple

B Etape 2 : Forme de la décomposition
» Pdle réel a, de multiplicité K > 1 = décomposition :

K

A A A A
Z s 5= LI 2 5+t —KK
- P-a (p-a (r—a)
= déterminer K coefficients réels A1, As,..., Axk.
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Décomposition en éléments simples

D) =(p-a)...(p=0) ... p=2)p=7) ... (0= 2) (p-2)"

réel simple réel multiple complexe conjugué simple complexe conjugué multiple

B Etape 2 : Forme de la décomposition
» Couple de pdles complexes conjugués z = a+ jf et z = a — j3, de
multiplicité K > 1, on exploitera la forme polynémiale

(p—2)(p—2) =p’+bp+c

avec b = —2a et ¢ = a? + B2 et on cherchera une décomposition sous la forme :
K

Z Bsgp+Cj _ By p+ Cy By p+ Co 4. Brg p+Ck
S +bp+o)  PPHbpr) (P2 4bpo) (P2 +bp+o)™
= déterminer 2K coefficients réels By, C1, By, Cs, ..., Bk et Ck.

68
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Décomposition en éléments simples

M Etape 3 : Détermination des coefficients
Pour déterminer n coefficients, il faut établir un systéme de n équations a partir
de n valeurs particuliéres de p (différentes).
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Décomposition en éléments simples

M Etape 3 : Détermination des coefficients
Pour déterminer n coefficients, il faut établir un systéme de n équations a partir
de n valeurs particuliéres de p (différentes).

Seules les deux régles sont toujours valables :
o le coefficient de degré le plus élevé A associé a un pdle réel a, de
multiplicité K > 1, est égal a :

N(p)
Ag = lim (p —a)®
x = lim (p —a) D)
o les coefficients de degré le plus élevés By et C'i associés a un couple de
poles complexes conjugués z = a + jf et z = a — jf3, de multiplicité K > 1,
sont respectivement égaux a :

BK:%Im< lim (p2+bp+c)KM>

p—a+jps D(p)
. N(p)
Cx =Re( 1 2 4 bp+ K—>— B
K ¢ (pagfl%jﬁ (p P C) D(p) “ oK

ol Re et Im sont respectivement les fonctions partie réelle et partie
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Résolution d'équations différentielles

Exemple (Résolution d'une équation différentielle)

Résoudre I'équation différentielle suivante en utilisant la transformée de Laplace

y"(t) +6y'(t) +5y(t) =3  avec y(0) =1 ety (0) =2
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Résolution d'équations différentielles

Exemple (Résolution d'une équation différentielle)

Résoudre I'équation différentielle suivante en utilisant la transformée de Laplace

y'(t) +9/(6) +y(t) = sin(t)  avec y(0) = 1 et y/(0) = ~1
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Représentation par
schéma-blocs
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Schéma-blocs

€ ®

Schéma-blocs, on trouve :
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Schéma-blocs

? ®

Schéma-blocs, on trouve :
@ bloc = élément ou groupe d'éléments du systéme (COMPOSANT);
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Schéma-blocs

Schéma-blocs, on trouve :
@ bloc = élément ou groupe d'éléments du systéme (COMPOSANT);
o fleche = grandeur physique entrant ou sortant d'un élément (SIGNAL);

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis aE— 73



Schéma-blocs

Bloc _\ Fleche
Comparateur —\ J

Schéma-blocs, on trouve :
@ bloc = élément ou groupe d'éléments du systéme (COMPOSANT);
o fleche = grandeur physique entrant ou sortant d'un élément (SIGNAL);

@ comparateur : soustrait des grandeurs de méme nature physique;
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Schéma-blocs

Bloc _\ Fleche
Comparateur —\ J / Sommateur

Schéma-blocs, on trouve :
@ bloc = élément ou groupe d’'éléments du systéme (COMPOSANT);
o fleche = grandeur physique entrant ou sortant d'un élément (SIGNAL);
@ comparateur : soustrait des grandeurs de méme nature physique;

@ sommateur : ajoute des grandeurs de méme nature physique;
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Schéma-blocs

Bloc Fleche
Comparateur —\ J / Sommateur f Branchement

Schéma-blocs, on trouve :
@ bloc = élément ou groupe d'éléments du systéme (COMPOSANT);
o fleche = grandeur physique entrant ou sortant d'un élément (SIGNAL);
@ comparateur : soustrait des grandeurs de méme nature physique;
@ sommateur : ajoute des grandeurs de méme nature physique;
@ branchement = prélevement d'information analogue a un capteur idéal.

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis aE— 73



Exemple : commande de vérin hydraulique

On peut écrire la transmittance du systéme global {distributeur + vérin}

X(p) Hip) Y(p) Y(p) K

ou décomposer le systéeme structurellement :

X(p) | Q(p) 1 Y(p)
T K N
| Sp !
. Distributeur Vérin |
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Exemple : commande de chasse d'eau
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Exemple : commande de chasse d'eau

Ho(p) « 1 |9®) | 44, Qc(p)® 1| Hp)
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Chalne fermée, asservissement

B Schéma-blocs d'un asservissement

P(p)

A(p) ) Hi(p) Hs(p) Hs(p) —

S'(p) ]

Gp) "

B Expression du signal de sortie par lecture directe
@ on part de I'entrée jusqu'a la sortie;
@ on remplace, si besoin, les variables intermédiaires (comme X (p));
@ on regroupe les termes associés a la sortie d’un coté pour écrire :

S(p) = Ti(p) E(p) + T2(p) P(p)
avec T et T, deux fonctions de transferts en boucle fermée.
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Chalne fermée, asservissement

P(p)

A(p) : Hi(p) : Hj(p) Hs(p) ——

Définition (FTBO)

La fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) d'un systéme est définie de
I'écart £(p) au retour au méme comparateur.

Ici :

FTBO(p) =
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Chalne fermée, asservissement

Définition (FTBF)

Dans le cas de problemes avec n entrées (E;(p))i<i<n, on utilise le théoréme de
superposition. On annule successivement toutes les entrées sauf une. On calcule
alors (pour chaque entrée) une fonction de transfert en boucle fermée :

Vie[Ln], Hi(p)=—_75 =

i
S
=
S

(Bi(P)=0)1¢j<n, i

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis CE— 78



Chalne fermée, asservissement

Définition (Schéma-blocs « simple »)

On qualifie de simple un schéma-blocs qui n'a qu’une seule boucle.

Définition (Formule de Black)
La fonction de transfert en boucle fermée entre une entrée et la sortie d'un
systéeme associé a un schéma-blocs « simple » peut étre déterminée directement

comme : o
_ chafne directe(p)

FTBF) = 1 FTB00)

ou « chafine directe » correspond au produit des blocs en série de I'entrée a la
sortie. )
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Chalne fermée, asservissement

P(p)

A(p) ) Hi(p) Ha(p) Hs(p) ——

S'(p) —
G(p)

Par théoréeme de superposition 4+ formule de Black :

@ecas P=0:
Ti(p) = Sp)|  _ Alp) Hi(p) Ha(p) Hs(p) _ A(p) Hi(p) Ha(p) Hs(p)
B | p, 1+ FTBO(p) L+ Hi(p) Hz(p) G(p)
@ecas F=0:
Ty(p) = S(p) _ —Ha(p) Hs(p) _  —Ha(p) Hs(p)
T P0) ey 1THFTBO() 1+ Hi(p) Halp) G(p)

80

SIl — PCSI | Modélisation des systémes asservis



Manipulation de schéma-blocs

Propriété (Association série)

La fonction de transfert équivalente a I'association de blocs en série est égale au
produit des fonctions de transfert des blocs.

_____________________________
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Manipulation de schéma-blocs

Propriété (Association paralléle)

La fonction de transfert équivalente a I'association de blocs en paralléle est égale
a la somme des fonctions de transfert des blocs.

s |
E(p): (o) Sa(p) S5 ;S(p) . E0 Hip) S(p)
L2200 ) = 1)+ ) - H)
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Déplacement d'un point de prélevement

B Déplacement aval

E(p) Hp) S(p) — E(p) Hp) S(p)

B Déplacement amont

E(p) Hip) S(p) — E(p) Hp) S(p)
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Déplacement d'un comparateur

B Déplacement aval

1 S i1 S
Er(p) Hip) (p) — E1(p) Hip) @ (p)
Es(p) Es(p) Hip) ‘

B Déplacement amont

S S
Ei(p) Hp) () — E1(p) : Hip) (p)
Es(p) Ex(p)| 1
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Simplification de schéma-blocs

Ga(p)

Gi(p)
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Simplification de schéma-blocs

G(p)

— Hi(p) Hy(p) Hs(p)

Hy(p)
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