Sommes et produits

Cours de E. Bouchet — PCSI

21 septembre 2026
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1 Sommes

1.1 Généralités

Définition 1.1 (Somme)

Soit (p,n) € N? tels que p < n et u une suite de réels, on note Uy + Uy + U, = Zul

Remarque. La somme E u,; contient n — p + 1 termes.
i=p
n
Remarque. Dans le cas ou p > n, on pose E u; = 0 par convention.
i=p

Définition 1.2 (Indice, bornes)

Dans la somme z u,, ¢ s’appelle I’indice, p et n sont les bornes de la somme.
i=p

Remarque. L’indice d’une somme est dit muet, ce qui signifie que ’on peut écrire : g u; = E (T
i=p Jj=p

Remarque. On peut aussi noter Z Uy, ou Z uy, avec A un sous-ensemble fini de N. On a par exemple :

p<k<n keA
n

kz;)uk: o= Y

p<k<n ke[p,n]

Exercice 1. Soit n € N et a € R, simplifier les écritures suivantes : 1 +1+1+ ...+ 1, puisa+a+a+ ...

+ a,

n termes n termes

puis2+4+4+6+..+2n,puis 1 +3+5+ ...+ (2n+ 1), puis 1 +3+ 5+ ... +2013.
Solution :

14+1+1+.. +1—Z1 at+a+a+.. —i—a—Za 24446+ .. +2n=>Y 2,

n termes =1 n termes =1 =1
n 1006

14345+ ..+ @n+1)=> (2i+1), 14+3+5+..+2013=) (2i+1).
=0 =0

mn

Remarque. On déduit entre autres de ces écritures que V(p,n) € N2 avec n > p Z l=n—p+1.

k=p
1.2 Premiers calculs de sommes
Proposition 1.3 (Somme des premiers entiers)
. - n(n+1) . n(n+1)(2n+1)
Soit n € N, k= ——""¢t k? = )
oit n on a kz:; 5 e Z 6
< n+1> ~ o _n(n+1)2n+1)
Démonstration. Soit n € N. On pose P(n) : « Z k= et Z k* = ».
. o k=0 k=0 6
0x1 O0x1x1
— k=0= t E=0=-"—"-4d P(0) est ie.
; 5 © ; : onc P(0) est vraie



— Soit 7 € N un entier naturel fixé. Supposons que P(n) est vraie. Alors :

— n(n+1) n (n+1)(n+2)
Zk—2k+n+1—T—i—n—l—l:(n—kl)(g—kl):f.

De plus,

n+1

ZkQ Zk? mn 1)6<2n+ 2 (n+1)2=(n+1) (n<2n6+ Yoy 1) .

Or n(27g+1) +n+1= 2”2+67”+6 = (””)(2%’”1)*1). Donc P(n + 1) est vraie.

On a donc montré le résultat annoncé. O

Remarque. Ces formules restent vraies en faisant partir les sommes de 1, puisque les termes en 0 sont nuls.

2n
Exercice 2. Soit n € N, calculer Z k2.
k=0
2n
2n(2 1)(4 1 2 1)(4 1
Solution : 3 2 = 2 ”*6)< n+1) _ n(2n+ ?2( nt1)

k=0

11
Exercice 3. Calculer Z k2.
—2

11
11 x 12 x 23
Solution : Y k? = Zk2—12 X XA 11x2x23—1=506+1=505.

k=2 6
n+1
Exercice 4. Soit n € N, calculer Z 52
=3
n+1 n+1
: . . +1)(n+2)2(n+1)+1) (n+1)(n+2)(2n+3)
Solution : 32 =3 j2 1292 = " —5= —5.
olution Z] Z] 5 ) 5 )
7=3 7=1
Proposition 1.4 (Linéarité de la somme)
Soit (n,p) € N? et z, y des suites de réels. Alors VA € R, Z(a:k + A\y) = Zxk + )\Zyk.
k=p k=p k=p

Démonstration. Sin < p, les sommes sont nulles donc égales. Sinon, il suffit de se ramener a I’écriture avec des
points de suspension :

n

n n
Z(xk+)\yk) = T, tAYp+ T 1 FAY g T T, Y, = 2T, T, Y, A, e AY, = Zxk+)\2yk.
k=p =

O

Exercice 5. Soit n € N*, déterminer la valeur de Z k(k —2).

Solution : Par linéarité, Z k(k—2) Z — QZ k= nt 1>6(2n +1) — 2n(n +1) = n(n+1)@2n — 5).

m n
Exercice 6. Soit n € N* et m € N*, déterminer la valeur de Z (Z ki
i=1 \ k=1

Solution : Par linéarité, il (; k:z) = Z ( Zk) _ Z ( n(n;— 1)) _ n(n2—|— 1) il _ n(n + I)T(m + 1).

1= =1



1.3 Changements d’indices et regroupements de termes

Proposition 1.5 (Changements d’indices)

Soit (n,p) € N2, u une suite de réels et k € Z.

n+k
— En posant j = ¢ + k, on effectue un changement d’indice par translation : Z Uiy = Z u;
i=p Jj=p+k
k—p
— En posant j = k — i, on effectue un changement d’indice par retournement : Z Up_; = Z U,
i=p j=k—n

Démonstration. Sin < p, les sommes sont nulles donc égales.

n+k
Sinon, on a d’une part : E Uiy = Upypp T Uppiqp T oo T Upyp = E u;, et d’autre part :
i=p Jj=p+k

E Uki—ukp+ukp1+ +ukn_ukn+ +ukp1+ukp E 'LL
i=p

O

Remarque. ATTENTION : il est interdit de « sauter » des indices, par exemple de poser k = 2i (ce qui reviendrait
a ne prendre que les termes pairs).

n

Exercice 7. Soit n € N*, calculer Z(k: —1)=2

k=1
n n—1
—D)n@2n—2+1 —1)n2n—1
Solution : Poser j = k — 1 donne Z(k: —1)2= ij = (n )n(6n +1) = (n )7;( n )
=1 =0

n

Exercice 8. Soit n € N*, calculer Z(n —1i)2.

n n—1
Solution : Poser j = n —+¢ donne Z n—1) Zy
=0

=1

5  (n—1)n(2n—1)
5 .

<.

Proposition 1.6 (Regroupements des indices pairs et impairs)

2n

n n—
Soit n € N, et u une suite de réels, Zup = Z’LLQP + Zu2p+1.
=0

p=0

Démonstration.

2n

Dty = gty AUy g+ AUy Uy, = (U F Uy U, ) F (U F Uy F U ) = D Uy D Uspg
p=0 = —

O

Exercice 9. Soit n € N, Calculer S, Z k(—

Solution : Regrouper les indices pairs et 1mpa1rs donne :

n n—1 n n—1 n
= " 2k(—1)% 4+ 2k + D(—1)*H =D "2k — Y (2k+1) _2Zk—22k 21,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

d’ou (en simplifiant entre elles les sommes identiques) S, =2n—(n—1—-0+1) =2n—n =n.



1.4 Télescopages

Proposition 1.7 (Somme télescopique)

n
Soit (uk)kew une suite de réels. Pour tous entiers (n,p) € N? avec p < n, on a Z (Upq — Up) = Upyq — Uy,
k=p

Démonstration. On développe par linéarité, puis simplifie grace a un changement d’indice :

n n
(U1 — up) = Z U1 — Z Uy,
k=p

M=

k:p =p
n+1 n
= g u; — g u, en posant i =k+1
i=p+1 k=p
n n
Uy + E Uy — Uy — E Uy,

i=pt1 k=p+1

M=

(Uk+1 - Uk:) =Upgpr — Yy

i
]

O

Remarque. Cette formule s’adapte de maniere directe a toute différence de termes consécutifs. En particulier,

n

Z(uk - uk—l) = Uy — up—l'

k=p

Exercice 10. Soit n € N*, calculer Z Kk et Zln (1 + )

Solution : On procede par telescopage mais 11 faut commencer par les faire apparaitre :

(k1) —k /1 1 n 1 1 1
= —— (=) ) =1- .
Zkk+1 Ck(k+1) ;<k k+1> Z( k41 < k:)) n+1

=1 k=1

iln(l ) il <k+1) i(ln(/ﬁ—i— 1)—In(k)) =In(n+1) —In(1) = In(n + 1).
k=1

k=1

1.5 Sommes et puissances

Proposition 1.8 (Somme des termes d’une suite géométrique)

n 3 n N 1 — qn+1
SoitneNetqgeR. Sig=1, =n+ 1, sinon =—
q q E q ];O e
n n
Démonstration. Soit ¢ € R, si g =1, Z k— 1 =n+1 car la somme contient n + 1 termes.

) k=0 k=0
Si ¢ # 1, on trouve par télescopage :

n

(1 . q) qk: — Z<qk o qk+1> — _qn+1 o (_1) =1— qn+1.

n
1 _
En divisant par 1 — g # 0, on obtient E " = 4 O
— —q
k=0



Remarque. Soit p € N et n € N tels que p < n Soit ¢ # 1. On peut montrer de méme que :

p_ ,nt+l _ n+l1-p
Z A il K l—q
l—¢q l—gq
n nr nr 1— qn+1—p
Ce résultat se retrouve par changement d’indice en posant j = k—p : Z N Z ¢t = gP Z ¢ = ————
k= =0 =0 l—q
p J J
Exercice 11. Soit n € N*. Calculer S = Z": o
. . = 2 o
n +1 1\™
. 13— () 1-(3) 1"
Solut10n:S=622726 [ 1 =6 51 :6—6<§>.
k=1 2
n Qk
Exercice 12. Soit n € N. Calculer T' = Z e
pari
n 9 k 1— % 1— 2::1 2n+1
Solution : T:Z<7) = 32 = 13 =3— .
o \3 1-3 3 3"
Proposition 1.9 (Identité remarquable)
n—1
Soit (a,b) € R? et n € N*, alors a® —b" = (a —b) Y a™ 17Fpk,
k=0
Démonstration. On procede par linéarité puis télescopage :
n—1 n—1
(CL _ b) av1-kpk — Z (an—kbk . an—(1+k)bk+1> — g 0p0 _ gn—(Q+n-1)pn-1+1 _ ;n _ pn
k=0 k=0
O

Remarque. Contrairement aux précédentes, cette formule est davantage utilisée dans le sens qui fait apparaitre la
somme, pour factoriser par a — b.

Exemple. On a a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?), ainsi que a* — b* = (a — b)(a® + a®b + ab® + b3).

1.6 Sommes doubles

Lorsqu’on a une somme double ou les indices des deux sommes ne dépendent pas I'un de I'autre, on peut intervertir
les sommes, et donc sommer dans 'ordre qu’on préfere (c’est le cas notamment de la somme de 'exercice |§[) Ce
n’est pas le cas si les indices dépendent 'un de 'autre.

Exercice 13. Soit n € N. Calculer Z 7.
0<i<y<n
n n

n J
Solution : On commence par chercher ’expression la plus simple : Z 1= Z Z 1= Z Z )

0<i<j<n i=0 j=i 0 =0
(ces formules s’obtiennent par exemple en dessinant un triangle ol ¢ est en abscisse et j e ordonnée).
Ici, la deuxieme expression permet de se ramener facilement aux formules de cours :

0<i<j<n =0 \'i=0

:Z]]+1



In(n+1)2n+1) N 1n(n+1)

2 6 2 2
1 o+ 1

= %n(n +1)(2n+4)

ij— %n(n 1) (n+2).

Remarque. La notation Z signifie que 7 et j varient entre p et n sans dépendre I'un de I'autre.
p<i,J<n

Proposition 1.10 (Produit de sommes)

n P
Soit (n,p) € N? et a, b deux suites de réels, alors ( aj) (Z bi) = Z a;b;.

Démonstration. 11 suffit de développer :

= agby + agby + ... +apb, +ayby +a;by + ... +a.b, + ... + a,by + a,by + ... +a,b,

= Z ajbi.

0<g<n
0<i<p

Remarque. En particulier, ( a]> Za +2 Z a;a;. En effet,

7=0 og<i<n
2
n n n
Eaj zgaj gai g aa—§a+§ a+§ aa—ga+2§ a;a;.
7=0 7=0 =0 0<z,5<n 0<g<isn 0<t<y<n o<g<isn

Exemple. Cette formule permet de développer facilement des expressions usuelles. Par exemple,

(a; +ay + ag)? = af + a3 + a3 + 2a,a5 + 2a a5 + 2a,a.

2 Produits

2.1 Généralités

Définition 2.1 (Produit)

Soit (p,n) € N? tels que p < n et u une suite de réels, on note Up X Upyq X oo X Uy = Hul

n
Remarque. Dans le cas ou p > n, on pose Huz = 1 par convention.
1=p
Remarque. Comme dans le cas des sommes, il est possible d’effectuer des changements d’indice sur des produits.
n
On retrouve également le nombre de termes : si p < n, le produit H u,; contient n —p + 1 termes.
i=p



Proposition 2.2 (Produit télescopique)

n
. . , . U U
Soit (uy), ., une suite de réels non nuls. Pour tous entiers (n,p) € N? avec p < n, on a H bl Tl

k=p Uk up
Démonstration. On développe puis simplifie grace au changement d’indice i = k + 1 :
n n+1 n
n H Upy1 H U Upgq X H U;
H Ukt1 _ k=p _i=ptl imptl  Upiq
u, - n - n — n - u .
k=p Huk Huk u,, X H Uy, P
k=p k=p k=p+1
O
& 1
Exercice 14. Soit n > 2, calculer H (1 — 7>.
1 -1 2—1 1
Solution : On trouve par télescopage : H (1 — —) = H ( > = = —.
s k Pt k n n
Remarque. Attention : il n’y a pas de linéarité du produit.
Proposition 2.3 (Multiplication par une constante)
n n
Soit (n,p) € N? avec p < n et u une suite de réels. Alors VA € R, H()\uk) = \npHl H U
k=p k=p
n

Démonstration. On trouve par calcul H()\uk) = Ay X Aty g X e X AU, = NPT ), X X, O

k=p

2.2 Factorielle
Définition 2.4 (Factorielle)

Soit n € N, on appelle factorielle n la quantité : n! =1 x2x3 x ... xn= H k.

Exemple. 0! =1, 11=1, 2/=2 31=6, 41=24, 5 =120.

!
Remarque. Sin € N*, Ly (n—1)L
n

Toute autre formule pour simplifier des notations factorielles est fausse, on ne peut notamment pas simplifier (2n)!

P
2k —1
Exercice 15. Soit p € N*. Exprimer H o a l'aide de la notation factorielle.
k=1
Solution :
p
2k—1 1 2p — 2p—1
H :7><§><...><p 3><p
i 2k 2 4 2p — 2 2p
1 2 3 4 2p — — —
—oxExZxIx.x® 3><2p 2><2p 1><2—p
2 2 4 4 20—2 2p—2 2p 2p

_ (2p)!
227 x I x1x2x2x-X(p—1)x(p—1)xpxp

13[ 2k—1 _ (2p)!
2k 22p(p!)?’

k=1



3 Coefficients binomiaux

3.1 Premiers calculs

Définition 3.1 (Coefficients binomiaux)

Soit (n,p) € Z2.

_ n n! nn—1)..(n—p+1)
— Sin e Netpe[0,n] on pose <p>:p!(n—p)!: ol .
— Sin < 0oup ¢ [0,n] on pose (n) =0.
p
Remarque. En particulier, si n € N, () = n’}—('], =1.Sideplusn#0, () =%2=net(y) = n<1";21> = "(n;l)
Exercice 16. Calculer (i).
Solution : Un calcul direct donne (i) = ?i;igii =7x2x5="170.
Exercice 17. Calculer (g)
Solution : Un calcul direct donne (g) = i’igig =3x4x7=284.
Proposition 3.2 (Formule de Pascal)
Y(np) € 27 (0,00}, ona [ "] = (") (")
p P p—1
Démonstration. Sin € N* et p e [1,n—1],ona aussip—1¢€ [0,n —1] et :
n—1 n n—1)  (n—1)! n (n—1)!
p p—=1) plln—1-p)! (E-DHn-1)—(p-1)!
(n—1)! ( P >
~pl(n—1-p) n—p
(n—1)! ( n >
S plin—1—p)! \n—p
n—1 n—1 n
+ frd
p p—1 p
SineNetp=0, (" )+ (") =(")+0=1=(}).SineNetp=n, (", )+ (") =0+1=1= (7). Dans
tous les autres cas, les deux membres de la formule sont nuls dont égaux.
La formule est donc vraie pour tout couple d’entiers différent de (0,0). O

Remarque. Le tableau suivant, appelé triangle de Pascal, permet de retrouver facilement les petits coefficients
binomiaux :

n\p|0 1 2 3 4 5
0 10 0 0 0 O
1 11 0 0 0 O
2 12 1 0 0 O
3 13 3 1 0 0
4 1 4 6 4 1 0
5 1 5 10 10 5 1




3.2 Propriétés et formules

Proposition 3.3 (Symétrie)

V(n,p) € Z%, on a (p) = (n—p>‘

Exemple. (5) = (,5,) = ().

2 8—2 6

Démonstration. Sin € N et p € [0,n], alors n —p € [0,n], et la définition donne : =5 = :
n—p) (n—plp! \p

Sinon, les deux termes sont nuls. Dans tous les cas, il y a donc égalité. O

Proposition 3.4 (Formule “sans nom”)

—1
Soitnez. vpezs, "] ="(" .
p p\p—1

Remarque. On peut rencontrer cette relation sous 'appellation « formule du pion », « formule du capitaine »,
« identité d’absorption » et d’autres encore... Aucun de ces noms n’est cependant au programme.

Démonstration. Sin > 1 et p € [1,n] (sinon, les termes sont nuls donc égaux), on a :

ny n! on (n—1)! _nfn—1
p) pn-p! pE-D(n-1)-@-1))! p\p-1)

ou la derniere égalité est valide car on a bien p — 1 € [0,n — 1]. O

Proposition 3.5 (Formule du binéme de Newton)

V(a,b) € R?, Yn €N, (a+b)" = Z (Z) akonF,

k=0

Démonstration. Soit (a,b) € R? et n € N, on pose P(n) : (a +b)" = Z (Z) akpnF,
k=0

0
— (a+b)°"=1,et Z (2) akpnk = (8) a® =1 donc P(0) est vraie.
k=0

— Soit n € N, supposons que P(n) est vraie. Alors :

(a+b)"" = (a+0b) Zn: (Z) akprk par P(n)

n+1 n n
— . aibn—i+1 4
i=1 (Z - 1) k=0 (
& n n
=gt Lt 4 Z ((k ) + (k)) akpn—hk+l en séparant i =n+1let k=0
k=1
n

~ 1
((I"‘ b)’I’L+1 — an+1 + b’I’L-‘rl + Z ( Z
k=1

n) akpn—htl en posant ¢ = k + 1

1
) akpr—htl par la formule de Pascal
Donc P(n + 1) est vraie.

10



Cela montre le résultat annoncé.

Exercice 18. Soit « € R. Calculer (1 + z)*.
Solution : La formule du binéme de Newton donne :

4 4 4 4 4
(1+2)* = (O>x4+ (1>:c3+ (2>x2+ (3):{:1—1— <4>x0:x4+4x3+6x2+4x+1.

n
Exercice 19. Soit n € N. Calculer Z (Z) )
k=0

Solution : La formule du binéme de Newton donne Z (n) = (n) 1k = (14 1)" = 2m.
k

= \F = \F

Exercice 20. Soit n € N*. Calculer Z k (Z) .
k=0

Solution : On sait que pour tout entier k& non nul, (}) = %(”:1). Donc

k—1
n n n n " nf{n—1 " (n—1 in—1 )
kz:;)k f ZO—I-Z;I{: i :;kE E_ 1 :nkz:; b1 :n; ; =n2" ",

ou on a posé i = k — 1 puis utilisé la formule du binéme de Newton.

11
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