Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques

PROGRAMME DE COLLE
Semaine 1

CHAPITRE 0 : Langage mathématiques-Raisonnements-Sous-ensembles de R.
I. Notation

Notations et vocabulaire ensemblistes : €,u,n, c,{... }.
Quantificateurs : v, 3, 3!

Proposition et sa négation

Implication, sa contraposée et sa réciproque.

Equivalence.

Il. Sous -ensemble remarquable de R

O O O O

Définitionde N,Z, D, Q, R\Q .

Calculs dans Z : multiple, diviseur, pair, impair, PPCM et PGCD.

Calculs dans Q : représentant irréductible, somme, produit et quotient.

Calculs dans R : V2 est irrationnel, la somme d’un rationnel et d’un irrationnel est irrationnel , le produit d’un irrationnel
et d’un rationnel non nul est irrationnel.

lll. _Raisonnements

(@)

O O O O O

Démonstration par disjonction de cas

Démonstration par I'absurde

Démonstration par contraposée

Démonstration par double implication

Démonstration par équivalence

Démonstration par récurrence : Théoréme de récurrence Simple — Double — Forte .

CHAPITRE 1 : Sommes et Produits finis-Suites particuliéres-Systémes linéaires simples.

Sommes et produits finis

e  Sommes et produits finies

o

O O O O

Notation d’'une somme finie et d’un produit fini.
Propriétés: découpage, séparation, mise en facteur.
Changement d’indices.

Ecriture de u,, en fonction de S, = X.7_o Uy et S,,_; OU en fonction de P, = [1}_, uy et P,,_;.

Somme télescopique Lo (Ur1 — Uy) et plus généralement, XN_p (u, — uy4q). Produit télescopique [T, uZ“

e Sommes doubles

@)
@)
@)

e Somme

@)
@)

Notation d’'une somme double et finie.
Théoréme d’interversion de deux sommes finies.
Produit de deux sommes simples et finies.

Formules sommatoires

des entiers compris entre 1 etn
de ces mémes « entiers au carré »

e Somme géométrique.

@)
@)
@)

Factorisation de 1 — x™ par (1 — x)
Factorisation de a™ — b™ par a — b.
Formules des sommes géométriques : Yi_, x* et Xp_, x*.

e Formule du bindbme de Newton

@)
@)
@)
@)

Définition d’une factorielle, d’un coefficient binomial.

Propriétés des factorielles et des coefficients binomiaux. Valeurs particulieres.
Formule de Pascal. Triangle de pascal.

Formule du binébme de Newton.

e Application a quelques suites particulieres : expression explicite et sommes des n + 1 premiers termes d’une suite arithmétique,
géométrique ou arithmético-géométrique.

Systémes linéaires

e Meéthode de résolution d’un systéme linéaire de 2 équations a 2 inconnues par OPERATIONS les lignes.
e  Opération élémentaire, systéme échelonné.
e Meéthode de résolution d’'un systéme linéaire de 2 équations a 3 inconnues et d’un systeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues



Tous les énoncés des définitions, propriétés et théorémes doivent étre connus. Les démonstrations des résultats
suivants sont aussi a connaitre :
1) Démontrer que V2 est irrationnel.
2) Enoncer et démontrer (en utilisant des méthodes différentes) les formules donnant Y7_o k et Y7_, k?
3) Enoncer et démontrer la formule de factorisation de 1 — x™ par (1 — x) et celle des sommes géométriques

;CL=O xk et (Z;clzp xk)'
4) Enoncer et démontrer la formule de Pascal.
5) Enoncer et démontrer la formule du bindbme de Newton

Rappeler soigneusement le résultat avant de le démontrer

1) Enoncé :+/2 estirrationnel
Imaginons un instant que V2 n’est pas irrationnel. Alors V2 est rationnel. Donc il existe deux entiers p et g premiers entre eux tels que V2 = s (représentant irréductible

(*%)
de v/2) . Alors, gv2 = p donc 2q% = p2. Par conséquent, p? est pair et par suite p est pair. Donc il existe un entier m tel que : p = 2m. Alors (xx) s’écrit 2q% = 4m? et par
suite g2 = 2m2. Par conséquent m est pair tout comme p. 2 est donc un diviseur commun de m et p qui ne sont pas donc pas premiers entre eux. Cela contredit la définition
de p et q. Ainsi, I'hypothése « V2 est rationnel » aboutissant 4 une contradiction, cette hypothése est fausse et j’en conclus que sa négation est vraie i.e. V2 n’est pas
rationnel i.e. V2 est irrationnel.

2) Enoncé : Soit n un entier naturel. X7_ok = M et Y M'

n(n+ 1) 2 _ n(n+1)(2n+1) ,,

Premiére méthode par récurrence : Notons H(n) la propriété " Y2_ k = .

oD _ g = —ok tw 0 =Y9_, k% Donc, H(O) est vraie.

Propagation : Soit n un entier naturel Je suppose que H(n) est vraie et sous cette hypothese, je vais montrer que H(n + 1) est vraie i.e. montrons que
ZnHk (n+1)((n+1)+1) ot Zn+1k2 _ (n+1)((n+1)J;1)(2(n+1)+1)

Tl = (I0_o k) + (n +D=""0 e+ D)= (n+ D) (3+1) = 22 ok
SPER? = (SP_ok?) + (n+ 1)? = M“ +1)2=(n+1) ("‘2"“)+(n+ 1))

2n+1k2 _ (1’1 + 1) (n(2n+16)+6n+6) (n + 1) (271 +7n+6) ( + 1) (n+2)(2n+3) — (n+1)(n22)(2n+3). oK 11
Ainsi, (H(n) = H(n + 1)).

Initialisation :

Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure alors que Vn € N,Z};ZO k= n(nTﬂ) et Zﬁ:o k? = M
Deuxiéme méthode par télescopage :
Démode Y}_ok = @:
télescopage
D'unepart, Yi_o(k+1)2—k* 2w —uy=Mn+1)>=%4
N ——— —
Uk+1 Uk
D'autre part, Yp_o(k + 1)2 —k* = ¥0_ 2k + 1) =2 ¥R _ok + E ~o 1 =23p_0k+(n+1).
Par conséquent, 2 Y7_o k + (n+ 1) = (n + 1)%et par suite, Xp_ok == [(n +1)2—(n+1] = "_“ [n+1-1] = @
, n 2 _ n(n+1)(2n+1) |
Démode Xj_ok* = —— ——:
télescopage
D'unepart, Yi_o(k+1)3—k% =2 wuy—uy=n+1)>%
—_—
Ulke+1 Uk
Dautre part, X o(k + 1)° — k® = Do 3k? + 3k + 1 = 3XF_ok® +3Xp_ok + Ti_o 1= 3T0 ok + 24 (n+ 1),

3n(n+1) + (n+ 1) = (n+ 1)3 et par suite,

3n(n+1)] n+1 [2( + 1)2 —2_13n ] (nzl) [an +

Par conséquent,3 Xi_, k* +

ok =2+ 1P - (n+ 1)

n(n+1)(2n+1)
n] = —

3) Enoncé:
e Pour tout entier naturel n non nul et tout réel x , 1 — x™ = (1 — x) (X3 x*) .

xn+1_1
e Pour tout entier naturel n et tout réel x , Z}é:oxk = { x— six # 1
n+ 1 six=1

e Pour tous entiers naturels p et n tels que p < n et tout réel x, ZLP xk x—

n-p+1_
={x—11xpsix¢1
n—-p+1six=1

e Soit n entier naturel n non nul et x unréel. (1 — x)(XRZax*) = YRz xk — x YRzdxk = YRz xk — Pzl okt = Y0z 1( x"“) = Uy — Upypy—g = X0 — x™,
-
Uk Uk+1
somme

télescopioque
Ainsi, VN € N*,VX € R,1— X" = (1 - X)(TNZ3 X*) ()
. Soit n un entier naturel et x un réel.
1rcas:x =1. Ypoxk =X o1F =Y o1=n+1.

2¢me cas : x # 1 alors d’aprés ce qui précede (1 — x) (X, x%) = 1 —x™7; puisque x # 1,1 — x # 0 et par suite, Yp_,x* =
on ap?lique
()
avec
N=n+1€N*
et X=x

Xn+1 1

x-1




4)

5)

xN+1

o
Ainsi, YN € N,VX € R, XN_ X = {—X—l siX#1 (.,

N+1siX=1
. Soit p et n deux entiers naturels tels que p < n et x un réel.
Iocas: x=1. %0 ,xF =3 1¥ =3 j1=n—-p+1
5 - . n-p+1_
2tmecas: x # 1. Yp_,x*=Yh_,xPx*P = xp(Z',::pxk’p) = x”(Z';:gxf) = xpZ — !
on applique
(%)
avec N=n—-p
et X=x#1
XN—P+171 D i
Ainsi, V(N,P) € N2/P < N,VX € R, YN_, X* ={ x KPsiX#1 (%%).
N—-P+1siX=1
Enoncé : Formule de Pascal
. n n n+1
Pour tous entiers naturels n et k ( ) 9F ( ) = ( )
"\k k+1 k+1
n n n+1 g s
lrcas:k>n. . =0= = . .
1 >n.Alorsk+1>n+1>n.Donc (k) 0 (k 4 1) (k 4 1) La formule de Pascal est donc vérifiéesi k > n
. n
28mecas: k=n Alorsk+1=n+ 1> n.Donc (k) =1= (Z i i) et (n Z 1) = 0. La formule de Pascal est donc vérifiée si k = n.
N . n n! n+1 (n+1)! n n!
3emecas:k <. =n- = . ) = , = = ’
gme Alorsk <n—1donck+1<n < n+ 1.Etpar suite (k) PTomY (k + 1) PTCTETTEN] et ( k4 1) T DG D! Alors
1

n n n! n! 1 1 1
= =nl! =n!
(k) + (k + 1) Kki(n—k)! + (k+1)!(n—(k+1))! n [k!(n—k)! + (k+1)!(n—k—1))!] n [k!((n—k—l)!)(n—k) + (k!)(k+1)(n—k—1))!]

. [ k+1 " (=,
T e k) (n—k-1))(n-k) (kD (k+1)((n—k—1))!) (m=hk)

—n k+1 (n—k) ] _ '[ k+1+n-k ] _ n'[ n+1 ] __nmn (n+1)! _ (n+1)! _ (n + 1)
L+ Di(n-k)! T (k+1D)!(n-k)! " Lk+ 1) 1(n-kK)! "L+ D)1(n-k)! (k+1)!(n—k)! (k+1)!(n—k)!  (k+D)!N((n+1)—(k+1))! k+1/

Donc la formule de Pascal est vérifiée si k < n.

. 2 (N N \_(K+1
Ainsi, V(N,K) € N¢, (I() + (I(+ 1) = (K + 1).

Enoncé : Formule du bin6me de Newton

. a n _

Pour tout entier naturelsn et tousréelsa etb, (a + b)™ = Xr_, (k) akpnk,
Soit a et b deux réels. Effectuons une preuve par récurrence sur n. Posons H(n): "(a + b)™ = Y1_, (Z) akpnkr,
Initialisation : (a + b)° = 1let Xo_, (2) akp=k = (g) a’h® = 1. Donc H(0) est vraie.
Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose que H (n) est vraie et sous cette hypothese, je vais montrer que H(n + 1) est vraie.

(0t D1 = (@ b)a+ ) = <Z (e - (Z (e (Z (2)ars)s

k=0 k=0

- (B @)+ (B )

k=0 k=0

Changement d’indice dans la premiére somme
uniquement :

j=k+1 iek=j—1. LT n
j = . jpn-G-1) M\ kpn+i-k
ke[0n] = je[ln+1]. Z(J—l)ab +<Z(k)ab )

Je remplace tous les k et que les k par j — 1.

j=1 k=0
n+1 n
JVisole le terme correspondanta « k =n + 1» = Z ( n ) alpnti-k | 4 Z (n) akpn+i-k JVisole le terme correspondant a « k = 0» dans
dans la premiére somme. = k-1 *=0 k la deuxiéme somme.
n n
n i n n n
- Jpnt+i-k n+1y0 kpn+i-k 0pn+l
(G2 et (arvon (3, (atsrers ) (5o
k=1 n k=1
n i n
— Jjpn+i-k kpnt+l-k n+1y0 0pn+l
<Z(k_1)ab +(k>ab >+a b® +a’b
k=1 n
— n n kpn+i-k n+1p0 0pn+l n+1y_m\y_ . _/m+1\_(m
: -(Z[(k_1)+(k)1ab )+1a pra1a™ | (i) =()=1=('5 =)
ormule de Pascal =1
n
— n+ 1\ kpn+1-k N+ 1\ ns1po . (MF+1) opnet
(et )+ G Dar o (7 D
k=1 n+1
=D (MY aeree ok
k=0

Le théoréme de récurrence simple permet alors de conclure que Vn € N, H(n)est vraie.




