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Récurrence. Sommes et produits finis.
Premiéres suites. Systemes linéaires.

EX 0
1. VRAI OU FAUX ( justifier )
n n n n
IZ(/1+ak)—/1+Zak lZ(Aak)—AZak
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n n n
1 1 1
) @tb)=) a+ ) b e e
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n n
IZ(akka)= Zak X(Zbk> l<22k>>< Z3k>=26k
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

2. Compléter:

1<i<jsn

N
] Z(ak — A1) =t e e e e
k=P

W57 4+ 5P 4 5PF2 . 5N-1 L BN L oN+T —

WO+ 16+25+36+ . +225 = .. ...

() + () + () + () + () =+
B L4 X2 = (14 2) (oo veeve ve e e )

3. Rappeler les propriétés et les généraliser . Démontrer cette généralisation par récurrence.

BVx €ER V(nm) € N2, x™™ = ... . ... Généralisation : V(iy, iy, ..., i) € N",xzzﬂik =
B V(ab) €ER? % =... ... et Vn €N, (e)" = - ..... Généralisation : V(ay, ay, ..., a,) € R", eZk=1%k = ...
B V(a,b) € (RT)? In(ab) = - ...... etvn € N,In (a") = ..... Généralisation : V(ay, ...,a,) € (R, In ([T}-; ax) = -+ ..

| Des récurrences

Ex 1 Montrer (de deux maniéres : par récurrence et par télescopage)que pour tout entier naturel n non nul,
re kxXkl=(m+1D!-1.

. e ; 2 . . . .
Ex 2 Soit u la suite définie par :u; = 3etVn € N, u, ., = ;Zﬁﬂuk . Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

Ex 3 Soit (u,,) une suite réelle vérifiant: u, = u; = 1 et Yn € N\{0,1} ,u, + 4u,_, +4u,_, = 0.
1. Montrer que pour tout entier naturel n, u,, = (3n — 2)(—2)""1. Représenter la suite (u,,) .
2. CalculerS, = Xi_ouy -

Ex 4 Soit (u,,) une suite réelle vérifiant les propriétés suivantes : u, = u; = 1 et
vn € N, uy,, = (n+ 1)(u,4q + u,) . Déterminer 'expression de u,, en fonction de n.

Ex 5 Soit u la suite définie par :uy, = 2et Vn € N,u, ., = %(1 + 4u, +./1 + 24u,).
1

1 1 1
1. Montrerque:Vn €N ,u, =-+ 2+ X 7.

2. Endéduire lim u, etS, = Xi_,u.
n-+oo



Il Des calculs de sommes et produits

Ex 6 Calculer les sommes et produits suivants (p et n sont des entiers naturels et x un réel) :

1. S, = 0( 1)k(2k+1) et S, _2311 2k+1
3nt? n+1
2. Sm) =332 (e (M) 2k =50+ 2)9)
3. V,(x)= kzoe—kx etw, = Hkilek"
2n
4 Sn = 7cl=0 (Zk) .

k Py .
5. Sn.p = Z:é(p) etTn,p = 21—3 (k) oun >p

6. U, =IIRooxk
Ex 7 Soit (n, p) € N* X N. Ecrire, avec des factorielles, B, = [[}zi(n(n + p) — k(k + p)) et Q, =}, k(n—k+ 1)

2n+1

Ex8Soitn ENet S, = Z:o( K

) . Effectuer le changement d’indice p = 2n + 1 — k . En déduire la valeur de §,, .

Ex 9 Télescopage
n 1 n—1 (Z)
,Wn=l_[k=2(1——z) etY, = k=07

k+1

Calculer S, = Y73 ln( ) oun € N\{O 1;2}. En déduire la limite de (S,,).

2j+1
1. lculer V, = []*.,——
Calculer 1, =03,

Soitn € N*.Calculer S,, = En déduire la limite de (S,,).

2
4. soitn €N* CalculerS, = X}_; En déduire la limite de (S,,).
5

k
(k+1)
Soitn € N*. Calculer S,, = kzlm. En déduire la limite de (S,,).

. . e e f . _wn [ .
6. Soitk € N*. Simplifier 1+= +(k o En déduire S, = X7, 1+~ +(k e tqgn € N*.,

Ex 10 « Sommes rationnelles »

, . . 5k+8 A 5k+8

1. Déterminer troisréels A, B et C tels que :Vk € N\{0,2}, ———-—= =+ -—+ —. En déduire hm Xi=3 TertoRZ_or3
x a b k «
2. Déterminer deux réels a et b telsque : Vx € R, i aeteorma + TR En dedwre S, = Zkzlm ,n € N,

et Vvn € N%, §,, = 1

Ex 11 Soit p € N\{0,1}. Pour tout entier naturel k, on pose u;, = (k+p) m.
k k

1. Montrerque: Vk €N, (k +p + Duyyq = (k+ Duy.

2. Endéduireque:vn € N*,S, = ﬁ((n + Du, — 1).

3. MontrerqueVn € N,0 <u, < P
(n+1

S En déduire la limite de la suite (S,,) quand n — +oo,

Ex 12 1) Montrer que pour tous entiers naturels k et n supérieursa 1, k (Z) (Z D En déduire Y.}_,, (Z)

2) Montrer queV (k,n) € (N\{0,1})? k(k — 1) (Z) =nn-1) (Z 2) En déduire S(n) = Xi_ok(k — 1) (k) oun €N
3)Soit (n,p,i) € N3tel que k < i < n.Montrer que (rll) (;{) = (Z) (rrll:lf) En déduire S, = Y p<k<icn (?) (;{) .

Ex 13 Soita unréeletVn € N, S,, = X, kak.
1) Exprimer aS,, en fonction de S,,,; et d'une somme géométrique.
2) Endéduire s, .

Ex 14 Calcul des sommes Y._, k (Z) xk et Yr_, k x* par dérivation
1. Onpose f(x) = (1 + x)". f est polynomiale donc dérivable sur R. /
a. Donner une autre expression de f(x).

b. En déduire deux expressions de f’(x).

@

n n
En déduire 27 _,, k (k) x¥ puis retrouver la valeur de 2,7_,, k (k) déterminer a I'ex 12.

d. CalculerS, = 2710(k—1) (Zn)

2. OnposeVx € R\{1},f(x) = X*_, x*. f est polynomiale donc dérivable sur R.
a. Donner une autre expression de f(x).
b. En déduire deux expressions de f’(x).
c. Endéduire X¥_,, k x* puis retrouver le résultat trouvé a I'ex 13.



n
Ex 15 Calcul des sommes }.7_,, (k) ﬁ par intégration

On pose f(x) = (1 + x)™. f est polynomiale donc continue sur R.
1. Donner une autre expression de f(x).
2. En déduire deux expressions de la primitive F de f qui s’annule en 0.

3. En déduireZ}ézO,(Z) L

k41’

2n

Zk) 4ket T, = Z;é( n )4" .Calculer S,, + 2T, puis S, — 2T,, .En déduire S, et T, .

— n
Ex 16 On pose S, = kzo( 2k +1

Ex 17 En appliquant une méthode analogue a celle employée pour calculer X7_, k3 , calculer X}_, k*.

Ex 18 Calculer les sommes doubles suivantes (n et p désignent deux entiers naturels telsquen > 2 et p = 3)

L S =Zosena @ 4. S, =Tizijenmin (i, J) 7. S, =20 N
2. S, = 2?212}1:0(1 _ Zi)zij 5. §,= lei'anZi +3j

— \'n n 9 j
3. 8= Tyaijenli +))° 6 Sn=din2jn i

Ex 19 Soit € N*. Calculer P, = [1; jyefq 32U/ - En déduire T, = [11<icjcn U-

Il D’autres applications de la « FBN »
Ex 20
: . - a=c
1. Soita,b,c,d des entiers. Justifier que : (a +bhV2=c+dV2= {b _ d)'
Montrer que : Vn € N, 3(a,,b,) € N?/(3 + 2\/§)n =a, +b,V2.
Trouver une relation entre a,,, by, @y, 41, by+1.En déduire que les suites (a,,) et (b,,)sont strictement croissantes.

Montrer que Vn € N, a2 — 2b2 = 1.
En déduire que I'équation x? — 2y2 = 1 admet une infinité de couples d’entiers naturels (x, y) solutions.

vkwn

n
Ex 21 Montrer que : Yn € N*, (1 + \/%) > n.

IV Suites particuliéres

Ex 22 Donner une expression explicite des suites récurrentes définies de la maniére suivante :

vn, U, =3 +u, NG
S i s g, = (2)
2 {Vn, Up—q = —4Uy 6. uy=1 etVnu,, =u, +n?—3"2
U = L _3 7. uy=1 etvVnu,; =+ 1e™u,.
3. {Vn Un+1 = ; Un 8. u,=2etu; =letvneN,(n+3u,,, = m+u,.
) uo =

a {Vn' Upiy = 2Up—y
u1 = 2,u2 = 1

Ex 23
vn € N,u,; = 5u, +4v, et v, = 4u,
uo = 2 ,UO = 1

(U, =V )nen €St constante et la suite (u, +v,) ey €St géométrique. En déduire des expressions explicites de u,, et de v,,.
1

1+un

. . +5v .
1. Soit (u,) et (v,) deux suites telles que :{ " Montrer que la suite

VU, =—— et v, =
2. Soit (u,) et (v,) deux suites telles que :{ nH T n
a. Justifier que Vn € N, u,, et v, existent .

b. Montrer que (v,) est arithmétique. En déduire une expression explicite de u,,.
3. Soit (u,) une suite vérifiant: Vn € N,u,,, = % (Up4q + uy)- Montrer que la suite (U, 11 —Uy Jnen €St géométrique. En
déduire une expression de u,, en fonction de n et de u, et u, .
U =1 _ 2up-1

3up+1 etvVn € N,v, = .
vneNu, , = 2u:+4 P T

Ex 24 Soit u et v les suites définies par : {

1. Montrer que les suites u et v sont bien définies.

2. Montrer que v est géométrique.

3. En déduire une expression explicite de u,, et lim u,.
n-+oo

u, =0
vn € N,u,,, = 2u, + 3™
1. Montrer que la suite v définie par : v, = 1;—2 est arithmético-géométrique.

Ex 25 Soit u la suite définie par: {

2. En déduire une expression explicite de u, et lim u,.

n-+oo



V Systémes linéaires

Ex 26 Résoudre les systémes linéaires suivants d’inconnues réelles x,, x,, ..., X, X, y, z et/out et de paramétres réels
a,b,c,m,p,q et/ou A.

1 2x -3y =1 5x —z=-4 x+y+z—4t=-1
" (2x+3y=-3 3 2x—y—z=-3 14 2x—3y—8z+7t=28
5 3x —6y =-3 " )8x+3y+5z=-1 " )x+3y+5z—-10t =-5
’ 2x —4y =12 6x+y+z=-3 4x—y—6z—t=26
3 3x+5y=2 mx+y+(m-—1z=3 —3x +2y +2z=Ax
" 2xtdy=a 9 ;(m—l)x+y+(m—1)z=9 15 ] xFy+2z=2y
4 x+y=m?-3 x+y+z=0 ) —2x—2y+z=Az
" 2x4+2y=-m x—my+m?z=m —2x—2y+t=At
g [mxty=m+1 10. {mx —m?y+mz=1 16. Soitn € N\{0,1,2,3}.
T (—2x—my=m —m3, — X, +x, =0
2%+ 4y — 52 = —8 mx+y m_z 1 1 2 =%
6 S3x+9y—8z=1 ax+by+z=1 X1 +x, +x3=0
: e =1 X, +x3+x,=0
4x +17y — 11z = 41 11. {x“‘by“_ (5):] Tt
Sxty 427 =1 x+bytaz=1 :
x y - x+y+z=0 xn_2+xn_1+xn=0
x+3y+z=6 X +x. =0
o 12.5bh+)x+(c+a)y+(a+b)z=0 n-1 7T An
7. xteay-7z=-1 distinguer les cas :
2x—2y+3z=5 bcx +acy +abz =0 g :
—x+3y—2=0 Ax+y+z=2Ax n=3pn=3p+letn=3p+2.
13. x+4y+z=2Ay
xX+y+4z =12z

Ex27 1. Dansle plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, ), déterminer les points d’intersection :
a. entrel'hyperbole d’équation xy = 2 et la droite passant par A(3,4) et dirigée par7—J .
b. entrelesdroites d’équation2x — 3y =2et7x -2y =1.
1. Dans I'espace muni d’un repére orthonormé, déterminer les points d’intersection des plans d’équation :
4x—3y+5z=2et7x—2y+3z=1.

x3y2z6 =1
Ex 28 Résoudre (S) : x4y5212 =2. Indication : appliquer une bonne fonction qui permet de se ramener a un systéme linéaire.
nyZZS =3

Ex 29 Soit a b, ¢, d des réels .

- . . d b -
1. On suppose ici que ¢ # 0. Montrer qu’il existe deux réels U et V tels que : Vx € R\ {—;} ,:z:d =U+ ﬁ . En déduire
C 1-2x
une primitive de f: (x - 3x+5).
ax+b U 14

2. On suppose ici que ¢ # d. Montrer qu’il existe deux réels U et V tels que : Vx € R\{c,d} oy el + puprk En
Al _y100 _1
déduire la somme S = Zk:lm'



