
Sup PCSI 2022-2023                       Chapitre 3 Mathématiques. 

Premières fonctions réelles. 
I. La partie entière d’un réel.  

 

Définition de la partie entière d’un réel.  Soit  𝑥 un réel, Le plus grand entier relatif inférieur ou égal à 𝑥 s’appelle la partie 

entière de 𝑥, notée ⌊𝑥⌋. Autrement dit, ⌊𝑥⌋ est l’unique entier relatif qui vérifie : ⌊𝑥⌋ ≤ 𝑥 < ⌊𝑥⌋ + 1 . 

Exemple : ⌊𝜋⌋ = 3 et  ⌊−𝜋⌋ = −4.  

Caractérisation de la parte entière   Soit 𝑘 un entier relatif et 𝑥 un réel.  

Alors :  𝑘 = ⌊𝑥⌋ si et ssi   𝑘 ≤ 𝑥 < 𝑘 + 1 .  

Autrement dit, si un réel est encadré par deux entiers consécutifs et ne peut pas être égal au plus grand de ces deux entiers 

alors le plus petit des deux entiers est la partie entière de ce réel.  

Exercice : Soit 𝑛 un entier naturel. Montrer que : ⌊√𝑛2 + 7𝑛 + 12⌋ = 𝑛 + 3.  

Propriété de la partie entière Soit 𝑥 et 𝑦 deux réels  

1) 𝑥 − 1 < ⌊𝑥⌋ ≤ 𝑥   

2) 𝑥 = ⌊𝑥⌋ ⟺ 𝑥 ∈ ℤ.  

3) ∀𝑛 ∈ ℤ, ⌊𝑥 + 𝑛⌋ = ⌊𝑥⌋ + 𝑛   

4) 𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ ⌊𝑥⌋ ≤ ⌊𝑦⌋ 

5) ∀𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 ≤ 𝑥 ⇒𝑛 ≤ ⌊𝑥⌋  . ∀𝑛 ∈ ℤ,   𝑛 > 𝑥 ⇒ 𝑛 ≥ ⌊𝑥⌋ + 1 .  

On définit ainsi la fonction partie entière 𝑬 : (𝒙 ↦ ⌊𝒙⌋) définie sur ℝ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice : Soit 𝑥 et 𝑦 deux réels distincts tels que : 𝑦 < 𝑥. 

1. Soit 𝑛 ∈ ℕ. Montrer qu’il existe un unique entier relatif  tel que : 𝑝10−𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑝10−𝑛+10−𝑛.  

2. Montrer qu’il existe 𝑟 ∈ ℚ tel que 𝑦 < 𝑟 < 𝑥. Cela signifie que ℚ est dense dans ℝ.  

3. Montrer qu’il existe 𝑡 ∈ ℝ\ℚ tel que 𝑦 < 𝑡 < 𝑥. Cela signifie que ℝ\ℚ est dense dans ℝ.  

 

II. Sinus et cosinus d’un nombre réel.  
 

1. Définitions et premières formules de trigonométrie 
Définition : Soit 𝜃  un réel. Dans le plan muni d’un repère orthonormé direct (𝑂, 𝑖, 𝑗),on note 𝑀(𝜃) le point tel que : 𝑂𝑀 = 1 et  

(𝑖, 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂) = 𝜃.  Par définition, cos(𝜃) 𝑒𝑠𝑡 𝑙′𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝜃) 𝑒𝑡 sin(𝜃) 𝑒𝑠𝑡 𝑙′𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝜃). 

  

La courbe de la fonction (𝑥 → 𝑥 − ⌊𝑥⌋) dite partie 

décimale est :   

 
 

La courbe de la fonction partie entière est :   

            
 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = cos (𝜃) =ณ
𝑑𝑒𝑓

𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝜃) 

𝑠𝑖𝑛𝜃 = sin (𝜃) =ฎ
𝑑𝑒𝑓

𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝜃) 

Exercice : avec cette définition , résoudre les équations 

suivantes d’inconnue 𝜃 réelle.                 

1.  cos(𝜃) = 0 

2. sin(𝜃) = 0  

3. sin(𝜃) = 1  

4. cos(𝜃) = −1 

 



On en déduit les propriétés suivantes (à savoir retrouver sur le cercle trigonométrique) : 

Premières formules de trigonométrie : Soit 𝜃 un réel et 𝑘 un entier relatif. 

1. |𝑠𝑖𝑛𝜃| ≤ 1 et |𝑐𝑜𝑠𝜃| ≤ 1 

2. 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1 

3. cos(𝜃 + 2𝑘𝜋) = 𝑐𝑜𝑠𝜃  et   sin(𝜃 + 2𝑘𝜋) = 𝑠𝑖𝑛𝜃 

4.  cos(−𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(−𝜃) = −sin (𝜃)              

5. cos(𝜃 + 𝜋) = −𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(𝜃 + 𝜋) = −sin (𝜃)     

6. cos(𝜃 + 𝑘𝜋) = (−1)𝑘𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(𝜃 + 𝑘𝜋) = (−1)𝑘sin (𝜃)     

7. cos(𝜋 − 𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(𝜋 − 𝜃) = sin (𝜃)              

8. 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
− 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃  𝑒𝑡  𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
− 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃   

Quelques valeurs à connaitre :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exemple :Calculons  sin(
5𝜋

6
) , cos (

4𝜋

3
) , sin (−

19𝜋

6
) , cos (

87𝜋

4
) 

 

2. Equations et inéquations trigonométriques  
1) Soit 𝑥 et 𝑎 des réels.  

• cos (𝑥) = cos (𝑎) ⇔ 𝑥 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 − 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑡𝑞 𝑘 ∈ ℤ 

     ⟺∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 = 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑥 = −𝑎 + 2𝑘𝜋  

• sin (𝑥) = sin (𝑎) ⇔ 𝑥 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢  𝜋 − 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑡𝑞 𝑘 ∈ ℤ 

⟺∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 = 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑥 = 𝜋 − 𝑎 + 2𝑘𝜋  

2) Soit 𝑚 un réel. Résolvons l’équation cos (𝑥) = 𝑚 , d’inconnue 𝑥 réelle.  

• si |𝑚| > 1 alors l’équation cos (𝑥) = 𝑚  n’a aucune solution 

• si |𝑚| ≤ 1 alors l’équation cos (𝑥) = 𝑚  a une unique solution dans [0, 𝜋] et a une infinité de solutions réelles .  
Def :  𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑚), l’arccosinus du réel 𝑚 𝑡𝑞 |𝑚| ≤ 1, est l’unique solution dans [0, 𝜋] de l’équation cos(𝑥) = 𝑚.   
𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑚) n′esiste que si 𝑚 ∈ [−1,1] et, le cas échéant, est  l’unique réel de [0, 𝜋]dont le cosinus vaut 𝑚. 
3) Soit 𝑚 un réel. Résolvons l’équation sin (𝑥) = 𝑚 , d’inconnue 𝑥 réelle.  

• si |𝑚| > 1 alors l’équation sin (𝑥) = 𝑚  n’a aucune solution 

• si |𝑚| ≤ 1 alors l’équation sin (𝑥) = 𝑚  a une unique solution dans [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] et a une infinité de solutions réelles .  

Def : 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑚), l’arcsinus du réel 𝑚 𝑡𝑞 |𝑚| ≤ 1, est l’unique solution dans [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] de l’équation sin(𝑥) =

𝑚.  𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑚) n′esiste que si 𝑚 ∈ [−1,1] et, le cas échéant, est  l’unique réel de [0, 𝜋]dont le sinus vaut 𝑚. 
4) Soit 𝑚 un réel. L’inéquation cos(𝑥) > 𝑚 , d’inconnue 𝑥 réelle, admet : 

• Aucune solution si 𝑚 > 1. 

• Tous les réels si 𝑚 ≤ −1. 

• Une infinité de solutions si |𝑚| ≤ 1 qui sont tous les réels se trouvant dans un intervalle de la forme  
] − 𝑎 + 2𝑘𝜋; 𝑎 + 2𝑘𝜋[  𝑡𝑞 𝑘 ∈ ℤ où 𝑎 est un réel positif vérifiant 𝑚 = cos (𝑎) ;  𝑎 = arccos (𝑚) convient.    

Déf : On dit que « 𝑥 est congru à 𝑎 modulo 2𝜋 » lorsqu’il existe un entier 𝑘 dans ℤ tel que : 𝑥 = 𝑎 + 𝑘2𝜋 .  

On note alors : 𝑥 ≡ 𝑎[2𝜋] 

Alors, ( 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑎 ⇔ (𝑥 ≡ 𝑎[2𝜋]  𝑜𝑢  𝑥 ≡ − 𝑎[2𝜋]) )  et (  𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑎 ⇔ (𝑥 ≡ 𝑎[2𝜋]  𝑜𝑢  𝑥 ≡ 𝜋 −  𝑎[2𝜋]) ))   

 

Exercice :  

1) Résolvons cos(𝑥) = −
1

2
 

2) Résolvons {
sin(𝑥) = −

1

8

cos(𝑥) = −
√63

8

.  

3) Résolvons cos(𝑥) <
√2

2
 

4) Résolvons cos (𝑥 +
𝜋

3
) = sin (2𝑥). 

 

𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒔𝒊𝒏𝜽 

0 1 0 
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𝟔
 √3
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(=

1

√2
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1

√2
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𝝅

𝟑
 

1
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 √3
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𝝅

𝟐
 0 1 

Lire les solutions sur 

le cercle trigonométrique. 

 

A savoir retrouver 

très rapidement que 

le cercle 

trigonométrique 

 



3. D’autres formules de trigonometrie 

Formules d’addition Soit 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 des réels. {
cos(𝑎 + 𝑏) = cos(𝑎) cos(𝑏) − sin(𝑎) sin(𝑏)

sin(𝑎 + 𝑏) = sin(𝑎) cos(𝑏) + sin(𝑏) cos(𝑎)
 

          {
cos(𝑎 − 𝑏) = 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 + 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑠𝑖𝑛𝑏
sin(𝑎 − 𝑏) = 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 − 𝑠𝑖𝑛𝑏𝑐𝑜𝑠𝑎

 

  Formules d’angle double : Soit θ un réel. {
cos(2𝜃) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 1 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝜃

sin(2θ) = 2sinθcosθ
 

Exemples  : 1) Calculons 𝑐𝑜𝑠
𝜋

12
  et 𝑐𝑜𝑠

𝜋

8
 .    

  2)  Calculons ∫ 𝑠𝑖𝑛2(3𝑡)𝑑𝑡
𝜋/2

0
 .  

Transformation de produits en sommes et de sommes en produits   A SAVOIR RETROUVER  

Soit 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 deux réels.

{
 
 

 
 cos (𝑎)cos (𝑏) =

1

2
[cos(𝑎 + 𝑏) + cos(𝑎 − 𝑏)]

sin (𝑎)sin (𝑏) =
1

2
[cos(𝑎 − 𝑏) − cos(𝑎 + 𝑏)]

sin (𝑎)cos (𝑏) =
1

2
[sin(𝑎 + 𝑏) + sin (𝑎 − 𝑏)]

. 

Soit 𝑝 et 𝑞 des réels.   

{
 
 

 
 𝑐𝑜𝑠(𝑝) + 𝑐𝑜𝑠(𝑞) = 2𝑐𝑜𝑠 (

𝑝+𝑞

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑝−𝑞

2
)

𝑐𝑜𝑠(𝑝) − 𝑐𝑜𝑠(𝑞) = −2𝑠𝑖𝑛 (
𝑝+𝑞

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑝−𝑞

2
)

𝑠𝑖𝑛(𝑝) + 𝑠𝑖𝑛(𝑞) = 2𝑠𝑖𝑛 (
𝑝+𝑞

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑝−𝑞

2
)

 . 

Exemples d’application :    2) Calculons ∫ 𝑠𝑖𝑛(3𝑡 − 2)sin (2𝑡 + 1)𝑑𝑡
𝜋/2

0
 .  

2) Chercher le signe de 𝑓: (𝑥 ↦ cos (2𝑥) − cos (
𝜋

4
− 4𝑥)).  

              

Méthode pour écrire  𝒇(𝒕) = 𝑨𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕) + 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝝎𝒕) sous la forme  𝑪𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕 +𝝋)                   

1) Mettre √𝐴2 +𝐵2en facteur dans 𝑓(𝑡) 

2) Trouver l’angle 𝜃 tel que 𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝐴

√𝐴2+𝐵2
  et 𝑠𝑖𝑛𝜃 =

𝐵

√𝐴2+𝐵2
 .  

3) Reconnaitre le développement de cos(𝑥 + 𝑦) ∶  

Exemples d’application : 1) Résoudre l’équation 𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡 = 1 d’inconnue 𝑡 réelle.  

2) Chercher le signe de 𝑓: (𝑥 ↦ √3𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡) .  

 

4. Fonctions sinus et cosinus 

On définit ainsi les fonctions réelles : sinus (𝒙 ↦ 𝐬𝐢𝐧 (𝒙)), cosinus (𝒙 ↦ 𝐜𝐨𝐬(𝒙))  

Sinus est  

• 2𝜋 −périodique (puisque ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 2𝜋) =
𝑠𝑖𝑛(𝑥)) 

• impaire (puisque ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠𝑖𝑛(−𝑥) = −𝑠𝑖𝑛(𝑥)) 

• continue sur ℝ (puisque ∀𝑎 ∈ ℝ, lim
𝑥→𝑎

𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑎)). 

 

Cosinus est  

• 2𝜋 −périodique (puisque ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 2𝜋) =
𝑐𝑜𝑠(𝑥)) 

• impaire (puisque ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑐𝑜𝑠(−𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)) 

• continue sur ℝ (puisque ∀𝑎 ∈ ℝ, lim
𝑥→𝑎

𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑎)) 

 

Théorème les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur ℝ et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠𝑖𝑛′(𝑥) = cos(𝑥) 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠’(𝑥) = −𝑠𝑖𝑛(𝑥).  

En particulier, lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥
= 1 

  

 

Ex : Calcul de ∫ 𝑐𝑜𝑠(3𝑡)𝑠𝑖𝑛(2𝑡)𝑑𝑡
𝜋

3
𝑡=0

   

 

Théorème  ∀𝑥 ∈ ℝ, |𝑠𝑖𝑛(𝑥)| ≤ |𝑥| . 

 



III. Tangente d’un nombre réel.  
1. Définitions de premières propriétés 

Définition : La tangente d’un réel  𝜃 distinct de toutes les valeurs 
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑘 ∈ ℤ est le réel : tan(𝜃) =

sin (𝜃)

cos (𝜃)
  . 

NB : 𝑐𝑜𝑠(𝑋) et 𝑠𝑖𝑛(𝑋) existent quel que soit le réel 𝑋 .  

Mais,  tan(𝑋) existe ⇔ 𝑋 est un réel distinct de toutes les valeurs  
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑘 ∈ ℤ .  

Complément : La cotangente d’un réel  𝜃 distinct de toutes les valeurs 𝑘𝜋 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑘 ∈ ℤ est le réel 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛(𝜃) =
cos (𝜃)

sin (𝜃)
  .  

Lecture de 𝐭𝐚𝐧(𝜽) sur le cercle trigonométrique :  

                            
On en déduit les propriétés suivantes (à savoir retrouver sur le cercle trigonométrique) : 

Premières formules de trigonométrie : Soit 𝜃 un réel et 𝑘 un entier relatif 

1. tan(𝜃 + 𝑘𝜋) = tan (𝜃)   

2. tan(−𝜃) = −tan (𝜃)   
3. tan(𝜋 − 𝜃) = −tan (𝜃)   

4. 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃 =
1

𝑐𝑜𝑠2𝜃
 

5. 𝑡𝑎𝑛 (𝜃 +
𝜋

2
) =

−1

𝑡𝑎𝑛𝜃
 

6. 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

2
− 𝜃) =

1

𝑡𝑎𝑛𝜃
  

 

 

2. Equations et inéquations trigonométriques 
1) Soit 𝑥 et 𝑎 des réels.  

• 𝑡𝑎𝑛(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛(𝑎) ⇔ 𝑥 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑎 + 𝑘𝜋  𝑡𝑞 𝑘 ∈ ℤ .  

    ⟺∃𝑘 ∈
ℤ

𝑥
= 𝑎 + 𝑘𝜋 ⇔ (𝑥 ≡ 𝑎[𝜋]  ) 

2) L’équation tan (𝑥) = 𝑚  , d’inconnue 𝑥 , a une unique solution dans ]−
𝜋

2
,
𝜋

2
[ et a toujours une infinité de solutions sur ℝ.   

Def :   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑚), l’arctangente du réel 𝑚, est l’unique solution dans ]−
𝜋

2
,
𝜋

2
[ de l’équation tan(𝑥) =

𝑚.  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑚) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑟é𝑒𝑙 𝑚 𝑒𝑡 , est  l’unique réel de ]−
𝜋

2
,
𝜋

2
[ dont la tangente vaut 𝑚. 

Les solutions de l’équation tan (𝑥) = 𝑚  sont tous les réels  𝑎 + 𝑘𝜋 tq 𝑘 ∈ ℤ où  𝑎 est une solution particulière de 

l’équation ; 𝑎 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑚) convient. 

 

3. D’autres formules de trigonométrie 
Formules d’addition Soit 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 des réels 

Si  𝑡𝑎𝑛(𝑎 + 𝑏) ,𝑡𝑎𝑛(𝑎) et 𝑡𝑎𝑛(𝑏) existent, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 tan(𝑎 + 𝑏) =
tan (𝑎)+tan (𝑏)

1−tan (𝑎)tan (𝑏)
 

  Formules d’angle double : Soit θ un réel.  

Si 𝑡𝑎𝑛(𝜃)  et 𝑡𝑎𝑛(2𝜃)  existent, existent, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠  tan(2𝜃) =
2tan (𝜃)

1−tan (𝜃)²
. 

Exemple : Complétons 
1+√3

1−√3
= tan (… ) 

 

Quelques valeurs à connaitre : 

 

𝜽 𝒕𝒂𝒏𝜽 

0 0 
𝝅

𝟔
 

1

√3
 

𝝅

𝟒
 1 

𝝅

𝟑
 √3 

𝝅

𝟐
 N’existe pas 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = OC̅̅̅̅  

𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑂𝑆̅̅̅̅  

𝑡𝑎𝑛𝜃 = 𝐴𝑇̅̅̅̅  

 



4. La fonction tangente 
On définit ainsi la fonction réelle : tangente (𝒙 ↦ 𝐭𝐚𝐧(𝒙)) 

Tangente est  

• 𝜋 −périodique (puisque ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑡𝑎𝑛 , 𝑥 + 𝜋 ∈ 𝐷𝑡𝑎𝑛  𝑒𝑡 𝑡𝑎𝑛(𝑥 + 𝜋) = 𝑡𝑎𝑛(𝑥)) 

• impaire (puisque ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑡𝑎𝑛 ,−𝑥 ∈ 𝐷𝑡𝑎𝑛𝑡𝑎𝑛(−𝑥) = −𝑡𝑎𝑛(𝑥)) 

• continue sur 𝐷𝑡𝑎𝑛(puisque ∀𝑎 ∈ 𝐷𝑡𝑎𝑛 , lim
𝑥→𝑎

𝑡𝑎𝑛(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛(𝑎)) 

 

Théorème : la fonction tangente est dérivable sur 𝐷𝑡𝑎𝑛et ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑡𝑎𝑛 , 𝑡𝑎𝑛
′(𝑥) = 1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥) =

1

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
. 

Conséquence : la fonction tangente est strictement croissante sur chaque intervalle ] −
𝜋

2
+ 𝑘𝜋,

𝜋

2
+ 𝑘𝜋[ où 𝑘 ∈ ℤ.  

De plus, lim
𝑥→(

𝜋

2
+𝑘𝜋)

+
𝑡𝑎𝑛(𝑥) = −∞ 𝑒𝑡 lim

𝑥→(
𝜋

2
+𝑘𝜋)

− tan (𝑥) = +∞. D’où le tableau des limites et variations de tan : 

Attention :  la fonction tangente n’est pas strictement croissante sur 𝐷𝑡𝑎𝑛 .  

 

IV. Puissances entières d’un nombre réel.  
 

Définition: pour tout réel 𝑥 et tout entier naturel 𝑝 non nul,  𝑥0 = 1   et 

  𝑥𝑝 = 𝑥 × 𝑥 × …× 𝑥 = 𝑥𝑝−1 × 𝑥   .  

Pour tout réel 𝑥 non nul et tout entier naturel 𝑝 , 𝑥−𝑝 ≡
1

𝑥𝑝
= (

1

𝑥
)
𝑝

.  

On peut aussi définir les fonctions de ℝ dans ℝ puissances entières :  𝑓𝑝: (𝑥 ↦ 𝑥𝑝) tq 𝑝 entier relatif. 

 

Théorème : Soit 𝑝 ∈ ℤ. 𝑓𝑝: (𝑥 ↦ 𝑥𝑝) est dérivable sur son domaine de définition  

et ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑓′(𝑥) = {
𝑝𝑥𝑝−1𝑠𝑖 𝑝 ≠ 0
0 𝑠𝑖 𝑝 = 0

. De plus,  𝑓𝑝  𝑒𝑡 𝑝 ont la même parité. 

 

Conséquence : 

 Toute fonction polynomiale réelle 𝑓 telle que : ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) =  𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = ∑ 𝑎𝑘𝑥
𝑘𝑛

𝑘=0  

est dérivable sur ℝ et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1 + (𝑛 − 1)𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−2 +⋯+ 𝑎1 = ∑ 𝑘𝑎𝑘𝑥
𝑘−1𝑛

𝑘=1  . Et par suite,  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′′(𝑥) =  ∑ 𝑘(𝑘 − 1)𝑎𝑘𝑥
𝑘−2𝑛

𝑘=2  .  

 

𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 (𝒙) 



Allure des fonctions puissances RÉELLES :  

Fonction  
(𝑥 ↦ 𝑥𝑛) où 𝑛 entier naturel pair 

𝑛 ≥ 2 

Fonction  
(𝑥 ↦ 𝑥𝑛) où 𝑛 entier naturel impair  

𝑛 ≥ 3. 

Fonction (𝑥 ↦
1

𝑥𝑛
) où 

 𝑛 entier naturel impair 

Fonction r (𝑥 ↦
1

𝑥𝑛
) où 

 𝑛 entier naturel pair et 𝑛 ≥ 2. 

    

 

V. Racine 𝒏ième réelle d’un réel.  
Définition :  

• Soit 𝑛 un entier naturel pair et 𝑓𝑛: (𝑥 ↦ 𝑥𝑛). Tout réel 𝑥 strictement positif a deux antécédents de signe opposé 

par 𝑓𝑛 et 0 est l’unique antécédent de 0. Par définition, pour tout réel 𝑥 positif,  √𝑥
𝑛

 est l’unique réel positif qui 

élevé à la puissance 𝑛 vaut 𝑥.  

• Soit 𝑛 un entier naturel impair et 𝑓𝑛: (𝑥 ↦ 𝑥𝑛). Tout réel 𝑥 a un unique antécédent par 𝑓𝑛. Par définition, pour 

tout réel 𝑥,  √𝑥
𝑛  est l’unique réel qui élevé à la puissance 𝑛 vaut 𝑥.  

• Autre notation : √𝑥
𝑛
 est encore noté 𝑥

1

𝑛.             On a donc ( √𝑥
𝑛
)𝑛 = 𝑥.  

NB : On peut désormais résoudre toutes les équations de la forme :  𝑡𝑛 = 𝑎 où 𝑡 inconnue réelle et 𝑎 réel fixé.   

𝑠𝑖 𝑛 est un entier naturel pair et 𝑎 strictement négatif alors l’équation n’a aucune solution  

𝑠𝑖 𝑛 est un entier naturel pair et 𝑎 positif alors 𝑡𝑛 = 𝑎 ⟺ 𝑡 = √𝑎
𝑛
 𝑜𝑢 𝑡 = −√𝑎

𝑛
⟺ |𝑡| = √𝑎

𝑛
 .  

𝑠𝑖 𝑛 est un entier naturel impair alors 𝑡𝑛 = 𝑎 ⟺ 𝑡 = √𝑎
𝑛
 .  

Déf : Soit 𝑟 ∈ ℚ. Alors, 𝑟 =
𝑝

𝑞
 avec 𝑝 𝑒𝑡 𝑞 entiers premiers entre eux. Par définition, 𝑥

𝑝

𝑞 = √𝑥𝑝
𝑞

 pour 𝑥 réel 

éventuellement non nul et ou positif.  

Les puissances rationnelles suivent les mêmes règles de calcul que les puissances entières  

Règles de calcul sur les puissances  : Pour tous nombres rationnels 𝑟 et 𝑠, pour tous réels (ou complexes) 𝑥 𝑒𝑡 𝑦 

éventuellement non nuls  𝑥𝑟𝑥𝑠 = 𝑥𝑟+𝑠   , 
𝑥𝑟

𝑥𝑠
= 𝑥𝑟−𝑠  , (𝑥𝑠)𝑟 = 𝑥𝑟𝑠 .  , 𝑥𝑠𝑦𝑠 = (𝑥𝑦)𝑠  ,  

𝑥𝑠

𝑦𝑠
= (

𝑥

𝑦
)
𝑠

 

On définit ainsi les fonctions racines nièmes réelles 𝑓1
𝑛

: (𝑥 ↦ √𝑥
𝑛  ).  

Théorème : Soit 𝑝 ∈ ℕ∗. 𝑓𝑝: (𝑥 ↦ 𝑥
1

𝑝) est strictement croissante sur son domaine de définition et est dérivable sur 

son domaine de définition privé de 0 mais n’est pas dérivable en 0 et ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓\{0}, 𝑓′(𝑥) =
1

𝑝
𝑥
1

𝑝
−1.

 

Allure des fonctions racines n𝒊è𝒎𝒆𝒔 RÉELLES  :  
𝒏 pair 

 
 

 

  

𝒏 impair.  
 𝑓1
𝑛

  𝑒𝑠𝑡 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟.  

 


