Sup PCSI 2022-2023 Chapitre 3 Mathématiques.

Premieres fonctions réelles.
l. La partie entiere d’un réel.

Définition de la partie entiére d’un réel. Soit x un réel, Le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x s’appelle la partie
entiére de x, notée |x]. Autrement dit, |x] est I'unique entier relatif qui vérifie : [x] < x < [x] + 1.

Exemple: 7] =3 et |-n] = —4.

Caractérisation de la parte entiére Soit k un entier relatif et x un réel.

Alors: k = |x]|sietssi k<x<k+1.

Autrement dit, si un réel est encadré par deux entiers consécutifs et ne peut pas étre égal au plus grand de ces deux entiers
alors le plus petit des deux entiers est |la partie entiere de ce réel.

Exercice : Soit n un entier naturel. Montrer que : [\/n2 +7n+ 12] =n+3.

Propriété de la partie entiére Soit x et y deux réels

1) x—1<|x]<«x

2) x=|x| ®x€Z

3) VneZ|x+nl=Ixl+n

4) x<y=|x|<lyl

5 Vne€Zn<x=>n<l|x] . Vn€Z n>x=>n=>|x|+1.

On définit ainsi la fonction partie entiére E : (x — |x|) définie sur R.

La courbe de la fonction partie entiéere est :

2 ¢ {
: € ¢ La courbe de la fonction (x — x — |x]) dite partie
décimale est :
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Exercice : Soit x et y deux réels distincts tels que : y < x.

1. Soitn € N. Montrer qu'il existe un unique entier relatif tel que : p10™" < x < p10™"+107".
2. Montrer gu’il exister € Q tel que y < r < x. Cela signifie que Q est dense dans R.

3. Montrer qu’il existe t € R\Q tel que y < t < x. Cela signifie que R\ Q est dense dans R.

Il. Sinus et cosinus d’'un nombre réel.

1. Définitions et premiéres formules de trigonométrie

Définition : Soit & un réel. Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0, 7, j),on note M(8) le point tel que : OM = 1 et

(T, W) = 6. Par définition, cos(@) est l'abscisse de M(8) et sin(0) est l'ordonnée de M ().

= i

cosf = cos (0) = abscisse de M(0)

16 |sin(e = “

< XEM(O def

def

' sinf = sin (0) £ ordonnée de M(8)

‘ Exercice : avec cette définition, résoudre les équations
04 i/ suivantes d’inconnue 6 réelle.

/| 1. cos(8) =0
o 2. sin(@) =0
£21 pans i 3. sin(A) =1
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On en déduit les propriétés suivantes (a savoir retrouver sur le cercle trigonométrique) :
Premiéres formules de trigonométrie : Soit 6 un réel et k un entier relatif.

1. |sinB| <1let|cosf| <1
2. cos?0 +sin%6 =1
3. cos(0 + 2km) = cosO et sin(O + 2km) = sinf A savoir retrouver
4. cos(—6) = cosb et sin(—6) = —sin (6) trés rapidement que
5. cos(8 + m) = —cos@ etsin(6 + w) = —sin () le cercle
6. cos(8 + km) = (—1)*cos6 etsin(@ + kr) = (—1)*sin (0) trigonométrique
7. cos(m — 6) = —cos6 etsin(m — ) = sin (0)
T g g T

8. cos (; — 0) = sinf et sin (;— 9) = cos0

Quelques valeurs a connaitre :
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Exemple :Calculons sin (?) , COS (?) ,sin (— T) , COS (T)

. .. . . L. Lire les solutions sur
2. Equations et inéquations trigonométriques le cercle trigonométrique.
1) Soit x et a des réels.
e cos(x) =cos(a) ©@xestdela formea+ 2kmrou—a+ 2kntqk € Z
<3k €Z/x = a+ 2k ou x = —a + 2kn
e sin(x) =sin(a) © xestde la formea + 2kmrou m—a+ 2kntqk €Z
=3Ik e€eZ/x=a+ 2kmroux =m—a+ 2kn
2) Soit m un réel. Résolvons I'équation cos (x) = m, d’'inconnue x réelle.
e si|m| > 1alors/'équation cos (x) = m n’a aucune solution
e si|m| < 1alorsI'équation cos (x) = m a une unique solution dans [0, 7] et a une infinité de solutions réelles .
Def: Arccos(m), I'arccosinus du réel m tq |m| < 1, est 'unique solution dans [0, ] de I'équation cos(x) = m.
Arccos(m) n’esiste que sim € [—1,1] et, le cas échéant, est I'unique réel de [0, w]dont le cosinus vaut m.
3) Soit m un réel. Résolvons I'équation sin (x) = m, d’inconnue x réelle.
e si|m| > 1alorsI'équation sin (x) = m n’a aucune solution

e si|m| < 1alors'équation sin (x) = m a une unique solution dans [—g,g] et a une infinité de solutions réelles .
Def : Arcsin(m), I'arcsinus du réel m tq [m| < 1, est I'unique solution dans [—g,g] de I’équation sin(x) =
m. Arcsin(m) n’esiste que sim € [—1,1] et, le cas échéant, est I"'unique réel de [0, w]dont le sinus vaut m.
4) Soit m un réel. 'inéquation cos(x) > m, d’'inconnue x réelle, admet :

e Aucune solutionsim > 1.

e Touslesréelssim < —1.

e Uneinfinité de solutions si [m| < 1 qui sont tous les réels se trouvant dans un intervalle de la forme
1 —a+ 2km; a + 2kn[ tq k € Z ol a est un réel positif vérifiant m = cos (a) ; a = arccos (m) convient.

Déf : On dit que « x est congru a a modulo 27 » lorsqu’il existe un entier k dans Z tel que: x = a + k27 .
On note alors : x = a[27]

Alors, ( cosx = cosa © (x = a[2r] ou x = — a[2n]) ) et ( sinx = sina © (x = a[2xn] ou x = — a[2n])))
Exercice :
P 1
1) Résolvons cos(x) = —= 3) Résolvons cos(x) < «/2_7
sin(x) = —é 4) Résolvons cos (x + g) = sin (2x).

2) Résolvons N
cos(x) = -




3. D’autres formules de trigonometrie

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
{cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
cos(20) = cos?0 — sin?0 = 2c0s?0 — 1 = 1 — 2sin?0
sin(20) = 2sinBcosH

Formules d’addition Soit a et b des réels. {

Formules d’angle double : Soit 6 un réel. {

T Vs
Exemples : 1) Calculons cos et cos<.

2) Calculons fon/z sin?(3t)dt .

Transformation de produits en sommes et de sommes en produits A SAVOIR RETROUVER
cos (a)cos (b) = i[cos(a + b) + cos(a — b)]

Soit a et b deux réels.{ sin (a)sin (b) = % [cos(a — b) — cos(a + b)].

1

sin (a)cos (b) = 7 [sin(a + b) + sin (a — b)]

cos(p) + cos(q) = 2cos (?) cos (,,;_q)

Soit p et q des réels. < cos(p) — cos(q) = —2sin (pzﬂ) sin (pz;q) .

sin(p) + sin(q) = 2sin (pzﬂ) cos (?)

Exemples d’application : 2) Calculons fon/Z sin(3t — 2)sin (2t + 1)dt .
2) Chercher le signe de f: (x = cos (2x) — cos (% —4x)).

Méthode pour écrire f(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) sous la forme Ccos(wt + @)
1) Mettre VA? + B?en facteur dans f(t)

A B
2) Trouver I'angle 6 tel que cosf = et sinf = .
) : g VA%2+B2 VA%2+B?

3) Reconnaitre le développement de cos(x + y) :
Exemples d’application : 1) Résoudre I'équation cost — sint = 1 d’inconnue t réelle.

2) Chercher le signe de f: (x + v/3cost — sint) .

4. Fonctions sinus et cosinus
On définit ainsi les fonctions réelles : sinus (x — sin (x)), cosinus (x - cos(x))

Sinus est Cosinus est

e 21 —périodique (puisque Vx € R, sin(x + 2m) = e 21 —périodique (puisque Vx € R, cos(x + 2m) =
sin(x)) cos(x))

e impaire (puisque Vx € R,sin(—x) = —sin(x)) e impaire (puisque Vx € R, cos(—x) = cos(x))

e continue sur R (puisque Va € R, lim sin(x) = sin(a)). | ¢ continue sur R (puisque Va € R, lim cos(x) = cos(a))
x—a x—-a

sin(x)

=1

En particulier, lim
xX—0

Théoréme les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et Vx € R, sin’(x) = cos(x) et cos’(x) = —sin(x).

Y = COST

i = ST

n w\y'// ;
-1

s&}\

Ex: Calcul de [3  cos(3t)sin(2t)dt

Théoréme Vx € R, |sin(x)| < |x]| .




lll. Tangente d’un nombre réel.
1. Définitions de premiéres propriétés

sin ()

Définition : La tangente d’'un réel @ distinct de toutes les valeurs g + km tel que k € Z est le réel : tan(0) = c0s (@) °

NB : cos(X) et sin(X) existent quel que soit le réel X .
Mais, tan(X) existe © X est un réel distinct de toutes les valeurs §+ kmtelquek €EZ.

Complément : La cotangente d’un réel 8 distinct de toutes les valeurs kr tel que k € Z est le réel cotan(0) = % .
Lecture de tan(@) sur le cercle trigonométrique :
141
121
081
cosf = 0C 064
. AcC 041
sinf = 0S
021 <
tanf = AT 12 08 -06 -04 -02 ??o 02 04 06 08 12
021
041
061
081
On en déduit les propriétés suivantes (a savoir retrouver sur le cercle trigonométrique) :
Premieres formules de trigonométrie : Soit 0 un réel et k un entier relatif
1. tan(@ + km) = tan () - -
2. tan(—6) = —tan (6) Quelques valeurs a connaitre :
3. tan(w — @) = —tan (0)
4. 1+ tan?0 =— 0 Lang
: cos20 0 0
b4 -1
o i (0 + ;) " tand E i
6. tan(z—9)= L g V3
2 tanf T 1
4
T V3
. . 7 . . 7 . 3
2. Equations et inéquations trigonométriques ™ N'existe pas
1) Soit x et a des réels. 2

o tan(x) =tan(a) © xestdela formea+kr tqk € Z.
=3k e%=a+kn S (x =alr] )
2) L’équationtan (x) =m , d'inconnue x , a une unique solution dans]—g,g[ et a toujours une infinité de solutions sur R.
Def: Arctan(m), I'arctangente du réel m, est I'unique solution dans ]—g,g[ de I'équation tan(x) =

m. Arctan(m) existe pour tout réel m et , est 'unique réel de ]—g,g[ dont la tangente vaut m.

Les solutions de I’équation tan (x) = m sont tous lesréels a + kmtqk € Z oU a est une solution particuliére de
I’équation ; a = Arctan(m) convient.

3. D’autres formules de trigonométrie

Formules d’addition Soit a et b des réels

Si tan(a + b) ,tan(a) et tan(b) existent, alors tan(a + b) = 2@ ®)

1-tan (a)tan (b)
Formules d’angle double : Soit 6 un réel.

2tan ()

Si tan(0) ettan(26) existent, existent, alors tan(20) = r—

. 1+V3 _
Exemple : Completonsm =tan (...)




4. Lafonction tangente

On définit ainsi la fonction réelle : tangente (x - tan(x))

Tangente est

o 1 —périodique (puisque VX € D;4,, X + T € Dyy, et tan(x + m) = tan(x))
e impaire (puisque Vx € D4, —X € Digntan(—x) = —tan(x))

e continue sur D,,, (puisque Va € Dmn,}(igtll tan(x) = tan(a))

1

Théoréme : la fonction tangente est dérivable sur D, et Vx € D, tan'(x) = 1 + tan?(x) = ppeTos

Conséquence : la fonction tangente est strictement croissante sur chaque intervalle | — g + km, g + kn[ ou k € Z.

Deplus, lim . tan(x) = —w et lnim _tan (x) = +oo. D’ol le tableau des limites et variations de tan :
x—»(g+k7r) x-Stk

Attention : la fonction tangente n’est pas strictement croissante sur D,,.

y = tan (x)

)l = - = - - - ——————

[\

4
|
15
4
|

|
g

IV. Puissances entieres d’'un nombre réel.

Définition: pour tout réel x et tout entier naturel pnonnul, x° =1 et
P =xXxX.Xx=xP"1xx .

, . _ 1 1\P
Pour tout réel x non nul et tout entier naturel p , x P = e (;) .

On peut aussi définir les fonctions de R dans R puissances entiéres : f;: (x » xP) tq p entier relatif.

Théoréme : Soit p € Z. f,,: (x = xP) est dérivable sur son domaine de définition
xPlsip#0

. De plus, f, et p ontla méme parité.

Conséquence :
Toute fonction polynomiale réelle f telle que : Vx € R, f(x) = apx™ 4+ @p_1x" 1+ -+ a;x + ag = Yk apx®
est dérivable sur Ret Vx € R, f'(x) = na,x" 1 + (n — Da,_1x" 2+ -+ a; = Yi_, ka,x" ! . Etpar suite,
Vx €R, f''(x) = X0, k(k — Dagxk2.




Allure des fonctions puissances REELLES :

Fonction Fonction Fonction (x o iﬂ) ol Fonction r (x N in) ol
n N " : n N . . . x x
(x = x™)oln ent|2er naturel pair (x = x™)oun ent|e3r naturel impair n entier naturel impair n entier naturel pairetn > 2.
nz= n=3.

V. Racine ni®™e réelle d’un réel.

Définition :

e Soit n un entier naturel pair et f,,: (x = x™). Tout réel x strictement positif a deux antécédents de signe opposé
par f,, et 0 est I'unique antécédent de 0. Par définition, pour tout réel x positif, 3/x est I'unique réel positif qui
élevé a la puissance n vaut x.

e Soit n un entier naturel impair et f;,: (x = x™). Tout réel x a un unique antécédent par f,,. Par définition, pour

tout réel x, Vx est'unique réel qui élevé a la puissance n vaut x.
1

e Autre notation : V/x est encore noté xn. On a donc (V)™ = x.

NB : On peut désormais résoudre toutes les équations de la forme : t™ = a ol t inconnue réelle et a réel fixé.
si n est un entier naturel pair et a strictement négatif alors I’équation n’a aucune solution

si m est un entier naturel pair et a positifalors t” =a & t = YVaout = —%a < |t| = Va .

si n est un entier naturel impairalorst” =a <t = Ya .

4
Déf: Soitr € Q. Alors, r = savec p et q entiers premiers entre eux. Par définition, xa = YxP pour x réel

éventuellement non nul et ou positif.

Les puissances rationnelles suivent les mémes régles de calcul que les puissances entiéres

Regles de calcul sur les puissances : Pour tous nombres rationnels r et s, pour tous réels (ou complexes) x et y

, x" _ x5 x\°
éventuellement non nuls x"x% = x"*S , i XTS5, (xS =x"5, x5y = (xy)® > = (—)

On définit ainsi les fonctions racines niémes réelles f1: (x = Vx).

i3

1
Théoréme : Soit p € N™. f;: (x = xv) est strictement croissante sur son domaine de définition et est dérivable sur

1
son domaine de définition privé de 0 mais n’est pas dérivable en 0 et Vx € Df\{0}, f'(x) = %xrl'

Allure des fonctions racines niémes REELLES :

n pair n impair.

f1 est impair.

n




