Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques

D1
Récurrence. Sommes et produits finis.
Premiéres suites. Systémes linéaires.

EXO0
1. VRAI OU FAUX ( justifier )
n n

k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n 1 n 1 n 1
lZ(ak+bk)—Zak+Zbk %4 .(ZE)X<ZE)=ZF F
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n n n
oY@t =(Ya)x(Yn) ¢ (Y)Y o) -y e
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n
| (al- X b]) = (Z g X (Z bk) 74
(@@ /)€el1,n]? k=1 k=1
2. Compléter :
n j-1 n-1 n
| Z a; = a;j = Z a;; Le logarithme transforme un produit en
115\’i<j511 j=2i=1 i=1 j=i+1 somme.
. Z(a" T Q1) = Ay~ @py L’exponentielle transforme une somme en
k=p .
B5P 4 5P+ L 5P+2 L g 5N-1 p 5N 4 gN+1 50 T lgp produit.
5-1

= = 15% 16 x 31
l9+16+25+36+---.+225=2k2= Zkz -1—-4=———-5

k=3 k=1 6
2
G+ ) () (2 )+ ()= D ()2 -

B1+x2=1— ()2 = (1— (—2))(Ti(—20)%) = A+ 1) (1 —x + x2 —x3 4 - — 22771 4 x21),

3. Rappeler les propriétés et les généraliser . Démontrer cette généralisation par récurrence.

B Vx € R V(n,m) € N2, x™™ = x™ x x™. Généralisation : V(iy, iy, ..., in) € N, xZk=1lkc = [[?_, x

B V(a,b) € R?, e%*P = %" et Vn €N, (e?)" = e™®. Généralisation : V(a,,ay, ..., ,) € R", eZk=1% = [[P_, %

B V(a,b) € (R*)? In(ab) = In(a) + In(b) et Vn € N, In(a™) = nin(a) Généralisation : V(a, ..., @,) € (R In ([[¢=; ax) = Y-, In (ay)

1 Des récurrences
Ex 1 Montrer (de deux maniéres : par récurrence et par télescopage)que pour tout entier naturel n non nul,
Yhakxkl=n+1)!-1.

. g . 2 . . , . .
Ex 2 Soit u la suite définie par :u; =3 etVn € N, u,,, = ;Z’E:luk . Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

Ex 3 Soit (u,) une suite réelle vérifiant: uy = u; = 1 et Vn € N\{0,1} ,u, +4u, , +4u, , =0.
1. Montrer que pour tout entier naturel n, u, = (3n — 2)(—2)" 1. Représenter la suite (u,) .
2. Calculer S, = Y3_o Uy -

Ex 4 Soit (u,,) une suite réelle vérifiant les propriétés suivantes : u, = u; = let
vn €N u,,, = (m+ 1)(uyy1 +uy,) . Déterminer 'expression de u,, en fonction de n.

Ex 5 Soit u la suite définie par :uy = 2et Vn € N,u, ., = %(1 +4u, + 1+ 24u,).

1
22n-1°

1. Montrerque:V¥n € N ,un=§+2in+§><

2. Endéduire lim u, etS, =Xy u.
n-+oo

11 Des calculs de sommes et produits
Ex 6 Calculer les sommes et produits suivants (p et n sont des entiers naturels et x un réel) :
1. S, =Yl (-DFQRk+1) et S, =Y, 2k

o (3™ o m A1\
S(n) = Zﬁ:%(4k+1 -+ (k + 1) 21 k _ S(k 4L 2)3))
Va(x) = ZiZoe ™ etw, = [, e

$2=Zheo (3) -

2 W



k P\ .
5. Sup=2Xi% (p) et Ty, = Yits (k) oun>p
6. U,= H;€1=0 xk

1.5, _Z( 1)"(2k+1)—1—3+5—7+ ot (D20 + 1).

k=0 -

carilya
n+1termes
dans la somme
et qu'on les regroupe

deux par deux 2 1

Sin estimpairalorsn + 1 estpairet S, =1—-3+45—-7+ - ..+(2n—-1) - (2n+1) 2 F);—"H:—(n+1).
==2 ==2 ==2

Sin est pairalorsn + 1 estimpairetS, = [1—34+45—-7+4+ - ..+(2n-3)-2n—- D]+ 2n+1) = —22+ 2n+1)=n+1.

==2 =2 ==2

3n—9_
2.8, =Y3n okt = yin okl_pyin ok — 22 - 1y10 — (2379 — 1)21

i i (E—x)nz—zn-u_l _ (E—(n—l)zx -1 . “1i -0
3. En(x) — Zz=2ne—kx - 1’:=2n(e—x)k — o1 = o1 ste L.e.x =
n?-2n+1=m-1)2sie*=1lie. x=0

2
F;1 _ lzi’;n okt = ezi;lnkx _ exZﬂnk _ ex(zi;ln K-Spoii) _ ex(zn(zznn) (n—zl)n) _ ex(zn(22n+1) (n—;)n) _ ex(3(n2+n))
gn+2k a1\ - k n+ 1\, i _
o a0 =33 (Ger) +Zi (P T ) 2 - smite+ 20 = S (2) ey ; ) 2107 — 5 gk + 2)°

Calculons les trois sommes séparément :

%.ok!)
n—2(M+ 1\ 1 _ (n+ 1) 1-(-1) — (n+ 1)
-Zk=z(k+1)2 =S =t )2 =a33 ("] (2)
k=j-1

) O) T O @ - T - O]

S e D) -1 ) - () -6t

2 8 2

=4(§)7‘l+1 —(§+(n+1)) (%)n_2—8—5n—n2 (vérification : Y32 (4+1)2’ k= @=1Z—U=5 et 4(3)“1—G+(4+1))(%)472—6—§><4—?_

2
5 ok!)

-2 _ _ 3 _ n?(n+1)?  9x16 _ n*(n+1)?
oz +2)% =X, k3 =Yoo kP —Xiook® = T 1 3

ainsi, A) =1 (25) -2 4 4 (3)"+1 - (% +(n+ 1)) (%)n_2 —8—5n—n?— 5[ 3],

4n-1 80 2

2(5)2
— 36. (vérification : X#Z3(k +2)° =4° =64 et w

> " ( )+Z (2k+1) ;clo(zi?)z ;cl0(2£)1k12n—k=(1+1)2n=4n'

ﬁ:o (37;) _ n (Zkzi 1) k 0( )( l)zk + Z (Zk + 1)( 1)2k+1 ;(120 (lel) (_1)k12n—k = (_1 + 1)271 = 0211 = {

Sin = 0alors X}, (ék) =1.

L _vn (2n _ 2n {Sn+Tn=4" e _lan_ o1
Sin = 0 alors en posant S, = k:°(2k) etT, (2k+1) ona Sn—Tn=0donCT"_S"_24 =2 !
k k+ 1 k n+2 p n+2
n+1 _ yn+l _ yn+l _ — = _ —
6. Soitn>p.Snp = Tic (p) T Ak=p (p) - k:”(p + 1) (p + 1) sontme 2T (p + 1) (p+1) (p + 1)
Ukt Uk télescopique =0
_ P\ _syr (P\_
T = 2028 (1) = Zheo (1) = 27
n n(n+1)
7. U, =[[Pogxk = xZk=ok = x 2
V=T 2j+1 _ l'[}‘=0(2f+1) @n-D)En+ DTSR+ @2r-1)(@nt1)
T3 T ML) T (DI 3
—Tn ~AY o (R o (R2) () 2 [ (Rt n (k1)) _ 1(n+1)
W = Tlica (1= 55) =Tliea (527) = Mi=2 () () = [ () [ (5] = 275
produit produit
télescopique télescopique
n n
b= M =) =,
(k+1) (n)
produit

télescopique

9 n-3 g1!—1 9 2
IZ Eii =2 n-z(2 ‘ =£ —(;) =) (e ’ =3n4(1) _(;) =2 Sl Bl (vériﬁcation'ZMZ(KMM)?zw¢et (?m) = (?"’) =
gk+1 4 “k=2\4 4 9 4 4) 5 5\ 4n-1 80 Cek=z \ gkt ) T e 5 g Sxt6 s\43 5x47
4

243

8

Ex 7 Soit (n, p) € N* x N.Ecrire avec des factorielles les produits suivants : B, = [[}Za(n(n +p) —k(k +p)) et Q, =[[i. k(n—k + 1)

n-1 n-1
n(n(n+p) —k(k+p)) = n(n +np — kp — k?) = l_[((n—k)(n+k)+(n—k)p) :H(n—k)(n+k+p)
k=0 k=0 k=0

B, = [[TFzs(n — ]I k;o(n+k+p)]:[nx(n—l)x...><1][(n+p)><(n+p+1)><...><(2n+p—1)]:n!m:(n!)z(

(n+p-1)!
nk(n—k+1)—[n n(n k+1) (n!)x[ﬁj = ()2
j=1

k=1 k=1 j=n—k+1
ie. k=n—j+1
ke[1,n]eje[1,n]
Ex 8 Soit n un entier strictement positif. On pose S,, = Y.z_, (Zn; 1) .
1. Effectuer le changement d’'indice p=2n+1-—k.
2. Endéduire lavaleurde S, .
2n+1 2n+1 2n+1
LS, =Ths =z ) = oz
( k ) p=2n%1-k 2+ 1-p/ o oFeps N, p
k=2n+1-p (N)=( N )
kefo,n]=peln+1,2n] P N-P

1p12n+1—p — (1 + 1)Zn+1 — ZZTL+1 =2 4]!._

2 1 2 1
2. Alors2S, =Y}, (Zn + 1) + Zgn;}rl( n+ ) — 2n+1( np+

14 =0

~—

2Zn+p—

n+p-1

O0sin>0
1sin=0

1

@ - =

5x43

U _24=29-24=

—36 =100—36 = 64 ok!)

)



Ex 9 Télescopage

n  2j+1
j=03j -3’

W, = TTf=o(1 - ) et ¥, = [T323 )

(i)

1. Calculer V, =

2. CalculerS, = ln( ) oun € N\{0; 1; 2}. En déduire la limite de (S,,).
3. Soitn € N*.CalculerS,, = Zk:lm' En déduire la limite de (S,,).
4. Soitn € N* Calculer S,, = Z}}:lﬁ. En déduire la limite de (S,,).
5. Soitn € N*. Calculer S,, = le. En déduire la limite de (S,,).

: . i i o ol *
6. Soitk € N*. Simplifier |1 + R (k+1)2 Endéduire S, = ¥p_; 1 + R (k+1)2 tqn € N*.
7. Soitn € N\{O 1;2}

S, =YI_.ln (k;:) =y_.in (%) =¥7_.In(k — 2) + In(k + 2) — In(k) — In(k + 1)

= [In(k + 2) —In(k + 1)] + In(k —2) — In(k) =In(n+ 2) — In(4) + In(k) — In(k)

somme
télescopique

=In(n+2)— In(4) +In(1) +In(2) + [ZrZ3In(k)] — In(n — 1) — In(n) — [Z¥2In(k)] = ln[ nt2 ] In(2) = ln —1n(2).
— (n-1)
=21n(2) =0
Donc, lim S, = —1In(2).
n-+oo
. « _vn 1 _ n _ — _ — — i =
8. Soitn€N"S, =¥ = y n Vk+1-vVk=vn+1-+V1=+n+1-1 Donc, nHTan +00.
quantité  somme télescopique
conjuguée
. * _wn k _yn K#D-1 _ op Kkt) 1 o 11 _ 11 . 1 . _
9. Soitn €N" S5, = k=1 eyt — 2R=1 (kr)r AR Gery et T PRl b)) T 1 (D! L (n+D)1 bone, nngSn =
NI A
somme télescopique
1 1 1 2 g
10. Soitn € N".S, = Xh—— =YL 1k(k+1) =23yn. 1k(k+1) = 2 T _2(;—71—“)_Z—E.Donc,nllrfwsn_z.
T R+ k(k+1) _k k+1 Somme télescopique
11. Soit k € N*.
_ (k+1)2+k2 _ 2k2+2k+1 2k(k+1)+1 _ 2 1 1 \? _ 1
\/1 tet (k+1)2 - \/1 et \/1 et \/1 + k2(k+1)2 - \/1 it Tt (1 + k(k+1)) =B k(e+D)’
_ 1 n (k+1) -k _ 11 _1 1
Donc, S, = Y, 1 Wm =11+ 500 = Zhe 11+ = Tk 1+ 2R 1k y=ntl-—.
Ex 10 « Sommes rationnelles »
1. Déterminer trois réels A, B et C tels que :¥k € N\{0,2} — Bt A D +.5-En déduire 11m >r .
’ I qekt8k2—8k3 T k| k+1 k=3 16k+8K2—8k3
. o . . x a b _ k o
2. Déterminer desux réels a etsb tels que .‘v;’x ER oy = ovtronra T ovicaers EN dedwre Sp = Zk=1_4k4+1 ,n € N".
. x+8 x+8 x+8
1. Soit F(x) T 16x+8x2-8x3  8x(2+x-x2) —8x(x+1)(x-2))
Le cours assurera qu' il existe 4, B et C réels tels que Vx € R{0,—1,2},F(x) = R L I
—8x(x+1)(x—2)) X  x+1  x-2
5x+8 8 . 1
Vx € R{0, —1,2}, xF (x) = o) +E+x— Donc, llm xF(x) = CoxD A.Ainsi, A =5
_ _ 5x+8 11 C(x+ 1) —_
vx € R{0,-1,2}, (x + 1)F(x) = o =A=—+ B +——.Donc, 11m (x + 1DF(x) = P = B.Ainsi,B =
5x+8 10+8 -
Vx € R{0,-1,2}, (x — 2)F(x) = e AT + Bm + C.Donc, ng(x —-2)F(x) = rpr C.Ainsi, C = ?.
. 5x+8 1\ 1 1\ 1 3\ 1
Ainsi, vx € R(0, 12} F(0) = s = (5) 1+ (<5 + (-9 =

Alors s oz = %= (5) 1+ () + (9)i5 = (0) (Bies )+ (5) (B i)+ (-9) (Bh=si5)
= (%= 1) + (9 () + (-5) (Bt) = Q) G a2zt ) + (SR G + 3t + (59) (L5 45+ i)
=G )+ QG ()G B+ ()il == Q65+ (O

5k+8 25
Donc, hm — = (——).
Z" 3 16k +8k2—-8Kk3 8

Ex 11 Soit p € N\{0,1}. Pour tout entier naturel k, on pose u; = et vne N*,§,, = Z};:l( 1

1
k ZEn
() i)
1. Montrerque: Vk €N, (k+p+ Dugyq = (kK + Dug.

2. Endéduireque:Vn € N*,S, = é ((n + Du, — 1).

3. MontrerqueVn € N,0 <u, < C +1p! En déduire la limite de la suite (S,,) quandn — +oo.

n+1)(n+2)"
Ex 12 1) Montrer que pour tous entiers naturels k et n supérieursa 1, k (Z) =n (Z : }) En déduire Y- k (Z)
n—2
k—2

3)Soit (n,p, i) € N3tel que k < i < n. Montrer que (rll) (Ilc) = (k) (Trll _'l:) En déduire S, = Y g<k<icn (Tll) (;{) .

2) Montrer queV (k,n) € (N\{0,1})* k(k — 1) (Z) =nn-1) ( ) En déduire S(n) = Yi_ok(k — 1) (Z) oun € N

Ex 13 Soita unréel et Vn €N, S, = ¥%_, ka*.
1) ExprimeraS, en fonction de §,,,; et d’'une somme géométrique.
2) Endéduire S,

+1
_ n k_yn k+1 _ yn+lp; = ynt nHlg) = yntl n+1 arti-1
1) aS, =aXioka* =Tioka =R - Da/ = Xit1ja) - Titta) = Bitsja) — Riia) = Spyy -

a—1

n+1_
2) Deplus,Syyq = YHdka* =3 _ka* + (n+ 1)a™**t =S, + (n+ 1)a***.DoncaS, =S, + (n + 1)a™** — %a. Et par suite,



an+1 -1
(a—1S, =n+ 1)a™t - — - %
Doncsia # 1 alors Sn — 1 [(7’1 + 1)an+1 _ &a] — 1 [(n+1)a"+2_(n+1)an+1_an+2+a:|.
a-1 a-1 a-1 a-1

. na™? -+ 1a™"*' +a
Ainsi,sia # 1alors S, =

(a—1)*
n(n+1)
2

Parcontre sia = 1alorsS, = Y3 _ok =

n e
Ex 14 Calcul des sommes Y7, k (k) x¥ et Y*_, k x* par dérivation

1. On pose f(x) = (1 + x)™.f est polynomiale donc dérivable sur R.
a. Donner une autre expression de f(x).
b. Endéduire deux expressions de f'(x).

c. Endéduiredy_, k (Z) x¥ puis retrouver la valeur de Y:7_,, k (Z) déterminer a I'ex 12.
d. CalculerS, = Y2, (k — 1) (zk”)

2. OnposeVx € R\{1},f(x) = X% ox¥.f est polynomiale donc dérivable sur R.
a. Donner une autre expression de f(x).

b. En déduire deux expressions de f' (x).
c. Endéduire Y7, kx¥ puis retrouver le résultat trouvé a I’ex 13.

1. VxeRf(x)=1+x)"=Xr, (Z) .Donc, Vx ER, f'(x) =n(1+ )" 1 =31_, (Z) kexk1,

car le terme
"k=0" est nul

Alors,Vx € R, Yr_, k (Z) xk = ok (Z) xk=x (2’,:=1 k (Z) xk‘i) =xf'(x) =nx(1+x)" 1.
2. vxeR\{1},f(x) = ;{1:0 xk = % Donc, Vx € R\{l},f’(x) — 1}3:1 kxk-1 = (n+D)x™(x-1)—-(x"*1-1)

(x-1)*
car le terme
"k=0" est nul

(n+Dx™(x-1)-(x"1-1) nx"-(n+1)x"+x

Alors, Vi € R\(1}, Btz ka2 Moy lexk = x(Rjey kK1) = xf () = x SEEERLET D  me ey
ny 1 S
Ex 15 Calcul des sommes }.;_, (k)m par intégration
On pose f(x) = (1 + x)™. f est polynomiale donc continue sur R.
1. Donner une autre expression de f(x).
2. Endéduire deux expressions de la primitive F de f qui s’annule en 0.
sduire Y (M) L
3. Endéduire Y i, (k) L
1 n n xk+1
VXER f(x) = (1+x)" = 2’,;_0( ) . Donc, Vx € R, F(x) = [A+x0)™ - 1] = ¥i, (k)m
n _ - n+1 _ — _— _[pon+l _
Alors, 5o () s = F() = = [(1+ D™ = 1] =12 1]
k _ i 2n k . _ P
Ex 16 On pose S, = X O(Zk)4 et T, = (Zk T 1)4 .Calculer S,, + 2T,, puis S, — 2T, .En déduire S, et T,, .
_ 2n\ gk 2n Kk — 2nY 2k 2n 2k+1 _ §2 D _ y2 Zn) 2n-p _ 2n _ a2n _
Sp+ 2T, = ;;:0(2]{)4 +23nC 0(2k+1)4 =¥, (Zk)z + 3z (2k+1)2 oy ( ) =y (p 2P 1207P = (14 2)2n = 32 = 9n,

S0 =28 = Bioo (50) 4~ 2B05 (7 1) # = B () D™ 4 TR (5, ) (-2 = Zzn( )( a7 = Zn( )( aprmy =
A-2)2m = (-1 =1,

S, + 2T, = 9"
S,—2T, =1

1
25, =149 Sp =71 +97)
.Donc,{ " + et finalement,{ = 2

Ainsi, { ) .
4Tn=9n—1 Tn_i(gn_l)

Ex 17 En appliquant une méthode analogue a celle employée pour calculer Y.7_, k3, calculer Y7_, k*
SR ol(k + 1)5 — k5] = X_[1 + 5k + 10k? 4+ 10k3 + 5k*]. Alors (n+ 1)5 — 05 =537 ok + 10 YR_ok? +10XR_ok® +5XF ok* + Xi_, 1. Ainsi,
Lk=02h” 2 k=07 k=0

somme télescopique _n(n+1) =n(n+f)(zn+1) _(n(n+1))2 =(n+1)
2 6 Tz

2
;;=0 k4 _ é [(TL + 1)5 _ Sn(721+1) _ Sn(n+1;(2n+1) _5n (:+1) ( + 1)] (n+1) [( + 1)4 _S_n_ —n(Zn + 1) _ _nz(n + 1) _ 1]

= % [6n* + 24n® + 36n2 + 24n + 6 — 151 — 20n2 — 10n — 1513 — 15n — 6]

= —(n+1) [6n* +9n3 + n? — n]

= (n+1)n [6n3 +9n? + n —1].

Ex 18 Calculer les sommes doubles suivantes (n et p désignent deux entiers naturels telsquen > 2 et p = 3)

L S = fo;;g;—g“ 4. Sy =Yg jenmin (0,)) 7. Sy =T
2. Y (1 — 2020 5. Sn=Xicijen 20 +3)

— n n 9
3. S, = Z1si,jsn(l )R 6. Sy =X X i2/

= ii(l - 2020 = i [i(l - 2")(2")’}:
1j=0

i= i=1]j=0
Soiti € [1,n]. X7o(1 - 2020/ = (1-20)  ¥r,2)) =@1-202— @M _ g (giynt,
1-21
SOmmBgeOmatrlque
de raison 2t
n n . 1— (2n+1)n+1
Donc, S, —ZZ(I—Z )24 —Z[l—(Z‘)"+1 Zl— Z(Z”“)L :n—il_znﬂ
i=1j= i=1 =1

=
somme géomatrique
de raison 21



4.5, = lei,jsn min (i,j) = Z?:l(Z}l:lmin(irj))-

Soit i € [1,n]. ¥i, min(i,j) = Z;ﬂzlmin(i,j) + X7 min(i, j) = Z}:lj + Y= i(i;rl) +in—-({+1)+1) = i(i;rl) +i(n—1i) = (n + é) i— g
2
u S _i ( +1)' i2 _( +1) i 1 i _( +1) nn+1)\ 1/nn+1DCn+1)
ors, "= n212_n2.12,l_n2 2 2 6
i=1 i=1 i=1
@+ DEn+1D) a+DEn+1) nh+D@n+1) (1 1) o Dl - )
= P 12 - 4 3/ 6 |
théo.du
n n produit de n n
_deux sommes . nn+1)2"*1 —1 nn+1
6. &FZZ iy = (zi)(zz’) et D 20D gy,
[ 2 2-1 2
i=1j=1a bj i=1  j=1

Ex 19 Soit € N*. Calculer B, = [1; jyef1,np2 U - En déduire T, = [T << j<p U
P = l_[(i,j)E[[l,n]lz ij =TI, l_[;'l:lij'
Or, pour chaque i, [T}, j = i" (II%<1j) = i"n!. Donc B, = [[; i"n! = D" [, i" = )1}, D" = mH*M)" = (nH)?".
n2zn nny 2
By =Ty X [licimjen i X [isjaienti = To X [Ty 2 X Ty = T X ([I1; D = TZ(n)?. Done, T = (31.?)2 = ((';? ) = ((m)"~1)? . Alors comme T,, > 0, je
=Ty puisqueiet j

jouent unrole
symétrique dans
U'expression de Ty,

—_ =il
peux conclure que T,, = (n)™ 1.

11l D’autres applications de la « FBN »

Ex 20
. . . a=c

1. Soita,b,c,d des entiers. Justifier que : (a +bh\V2=c+dV2= {b _ d)'
2. Montrer que : Vn € N, 3! (ay, by) € N2/(3 + 2v2)" = a,, + b,V2.
3. Trouver une relation entre a,, b,,, a,, 41, by, +1.En déduire que les suites (a,,) et (b,,)sont strictement croissantes.
4. Montrer que Vn € N, a2 — 2b2 = 1.
5. En déduire que I'’équation x> — 2y? = 1 admet une infinité de couples d’entiers naturels (x, ) solutions.
1. Supposons que a + bv2 = ¢ + dv2. AIors,a—cSﬁ(d—b).

Imaginons un instant que d — b # 0. Alors, 2 = ﬁ. Comme a, b, ¢ et d sont des entiers, ﬁ € Q, autrement dit, V2 e Q ce qui est

faux. L'hypothése "d — b # 0" est fausse et j’en conclus que d = b. Et en remplagant dans **, j'obtiensa —c = 0i.e.a = c.
3. Posons H(n) la propriété : A(ay, by) € N2/(3+2v2)" = a, + byV2 .
0
Init:(3+2v2) =1=1+0x+2.Donca, = 1etbh, = 0 conviennent.
Propagation : Soit . un entier naturel. Je suppose qu'il existe (a,, b,) € N%tq (3 + 2\/7)” =a, +b,V2.
+1
(3+2v2)"" = (3+2v2)" (3 + 2v2) = (an + boV2)(3 + 2v2) = 3a, + 4b,, + VZ(2ay, + 3b,).
Posons a, 1 = 3a, +4b, et b,,, = 2a, + 3b,. Comme a, et b, sont entiers natuerels, a,, et b,,,sont aussi entiers naturels.
CCL : V1, 3(an, by) € N2/(3+2v2)" = a, + b2 .
D’aprés 1., I'écriture de (3 + Zﬁ)nsous la forme a, + b,V2 tq (a,,b,) € N2est unique.
0
4. Vn,a,,, = 3a, +4b, et b,,, = 2a, + 3b, . De plus, (3 + 2\/7) =1=1+0Xx+2.Donc, a, = 1 et b, = 0. Alors on montre
facilement par récurrence surn que Vn,a,, > 0 et b, = 0. Alors, Vn,a,,, — a, = 2a, + 4b, >0 et b,y — b, = 2a,, + 2b, >
0. Dong, les suites (a,) et (b,)sont strictement croissantes.
5. Posonsu, = a? — 2b2. Montrons que la suite (u,,) est constante égale a 1.
V1, Upyq = a2, — 2b2,, = (3a, + 4b, )? —2(2a, + 3b, )? = aZ — 2b2 = u,,. Donc lasuite (u,,) est constante. De plus, u, = a3 —
2b2 = 1. Jen déduis que Vn € N,a2 — 2b2 = 1.
6. Vne€N,a2 —2b2 =1 avec a,et b, entiers naturels. Donc pour tout entier naturel n, (a,,, b, )est solution entiére de x — 2y? =

1.Comme les suites (a,) et (b,) sont strictement croissantes, toutes les valeurs a,, sont distinctes et par conséquent, tous les couples
(a,, by) sont distincts.... Ainsi, I’équation x? — 2y? = 1 admet une infinité de solutions entiéres.

n
Ex 21 Montrer que : Vn € N*, <1 + \/%) >n.

1V Suites particulieres
Ex 22 Donner une expression explicite des suites récurrentes définies de la maniére suivante :

1 {Vn, Uppr =3 +u, a {Vn, Upp1 = 2Up_4
: Ug = u =2u,=1
2
N {Vn, uz_ll_ 5 4u, 5. vn[TPguy = (%)n +n
3 {Vn Upes = 1—3u, 6. uy=1 etVnuy,, =u,+n?—3"12
’ Uy = 2 7. uy=1 etVnu,,; = (n+ De™u,.
8 uyy=2cetuy;=1letvneN,(n+3)u,, = n+u,.

Ex 23



vn € N, u,,1 = 5u, +4v, et v, =4u,
Ug=2,v5=1
constante et la suite (u,, +v,),en €St géométrique. En déduire des expressions explicites de u,, et de v,,.

. . + 57, .
1. Soit (u,) et (v,) deux suites telles que :{ ". Montrer que la suite (U, —Vp)ney st

o=t
2+u, n 1tu,

u0=0

vn,u =
2. Soit (u,) et (v,) deux suites telles que : { nt

a. Justifier que Vn € N, u,, et v, existent .
b. Montrer que (v,,) est arithmétique. En déduire une expression explicite de u,,.
3. Soit (u,,) une suite vérifiant : Vn € N, u,, ., = %(unﬂ + u,,). Montrer que la suite (U1 —U,)nen €St géométrique. En déduire une
expression de u,, en fonction de n et de u, et u, .
2.a. Montrer par récurrence surn que Vn € N ,u, existe et u,, €] — 1,0].
Initialisation : u, €] — 1,0].

Propagation : Soit n € N . Je suppose que u,, existe et u,, €] — 1,0]. Alors 2 + u,, €]1,2]. Donc, -— exnste et— € [2 1[.Donc u,, 4 existe
1
Upyr = ~ v, €]-1, _E] .Doncu,,4 €] — 1,0].
CCL:Vn €N ,u, existe et u, €] —1,0]. Parsuite, Vvn € N ,u, # —1donc v, existe.
b, Vg =—— =t = Za 2R DO 1 g — ) 41 Alors (v,,) est arithmétique de raison 1. Par suite, Vn €
) LT g, 1—2+1u T 24up-1 14u,  14u,  l4uy, - n ) »ATn a ) ’
n

Nv,=vo+n=1+n.
AIors,;=1+ndonc1+un=L.Ainsi,Vn€N ,un=L—1=L.
1+u, 1+n

1+n 1+n
. . e U =1 2up,—1
Ex 24 Soit u et v les suites définies par : Vi€ N, U,y = ;Zn: etvneN, v, = T

1. Montrer que les suites u et v sont bien définies.

2. Montrer que v est géométrique.

3. Endéduire une expression explicite de u, et lim wu,.
n-+oo

uo = 0
vn €N u,,, = 2u, + 3™
1. Montrer que la suite v définie par : v, = % est arithmético-géométrique.

Ex 25 Soit u la suite définie par: {

2. Endéduire une expression explicite de u, et lim wu,.
n-+oo

V Systemes linéaires

Ex 26 Résoudre les systémes linéaires suivants d'inconnues réelles x;, x,, ..., X, X, V, Z et/out et de paramétres réels a, b, c,m, p, q et/ou A.
{2x—3y=1 S5x—z=-4 x+y+z—4t=-1

2x+3y =-3 2x—y—z=-3 14 2x—3y—8z+7t=28

. {3x 6y = -3 8x+3y+5z=-1 x+3y+5z—10t =-5
2x—4y =2 6x+y+z=-3 4x—y—6z—t=06
3. {3x+5y—2 mx+y+(m—-1)z=3 —3x+2y+2z=Ax
2xt4y=a [(m—l)x+y+(m—1)z=9 55 ) T2y +22=2y
{x+y m?—3 x+y+z=0 T) —2x—-2y+z=21z
2x+2y=—-m x—my+m?z=m —2x—2y+t=At
5, {m9;+ y=m+1 mx —m?y+mz=1 16. Soitn € N\{0,1,2,3}.
=m _ 3, — _ =0
- mx+y—miz=-1 X+ X
6 { 2;x++4gy ng_—_18 ax+by+z=1 ( Tt ta =0
: - b =1 ) X, +x3+x,=0
4x + 17y — 11z = 41 1 [x+ay+z OF 2o
= x+by+az=1 :
{5x+y+Zz—1 Xy ot Xy 1 +x,=0
x+3y+z=6 x+y+z=0 n-2 1:1 —n()
7 X+ 2V —77=—1 12. {(b+c)x+(c+a)y+(a+b)z=0 Xn-1 T Xn =
: y - — distinguer les cas :
2x—2y+3z=5 bex +acy + abz =0
x+3y—2=0 dx+y+z=Nx n=3pn=3p+letn=3p+2.
13. {x+4y+z=21y
x+y+4z=12z
Je vérifie
J'essaie de faire apparaitre un coefficient égal a 1 puis j utilise chaque
cette ligne ( que I’on aura passé en L;) pour faire équivalence
disparaitre I'inconnue correspondante sur les lignes en en écrivant
effectuant des opérations de la forme L; < L; + AL, . les
NN opérations
Ex 27 1. Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 7,j ), déterminer les points d’intersection : s s
a. entre I'hyperbole d’équation xy = 2 et la droite passant par A(3,4) et dirigée par7—J . deux sens et
b. entrelesdroites d’équation 2x —3y =2et7x — 2y =1. en
1. Dans I'espace muni d’un repére orthonormé, déterminer les points d’intersection des plans d’équation : m’assurant
4x —3y+5z=2et7x—-2y+3z=1. que je ne

divise pas
par un réel
qui pourrait

étre nul (

quand il
dépend d’un




312,6 — 1

x°y*z
Ex 28 Résoudre (S):{x*y5z'2=2. Indication : appliquer une bonne fonction qui permet de se ramener a un systéme linéaire.
nyZZS =3

Ex 29 Soita b, ¢, d des réels .

1.

—g} @*b — y +—— . En déduire une primitive de

On suppose ici que ¢ # 0. Montrer qu’il existe deux réels U et V tels que : Vx € R\{ ot = -

filx =)

.. e . , . ax+b _ L v . .
On suppose ici que ¢ # d. Montrer qu'il existe deux réels U et V tels que : Vx € R\{c, d} ooy yoomps Sl + ol En déduire la somme
s = y10o 1

k=1jzip’

c




