SUP PCSI 2023-2024 Mathématiques Samedi 23 septembre 2023

CorrigéduDS 1

Exercice 1 : Autour de la formule de binome de Newton.

Soit n un entier naturel non nul.
2n 2n
2n k — 2n _1\kok
On pose S, = _(k)Z et T, (k)( 1)%2
2n _ 2n
— \yn k — yn-—-1 k
X, = "=°(2k)4 et ¥, = Y1zl (2k+ 1)4 .
1. Calculer S, et T,.
2 2
2. Compléter: X, =) o<j<zn ( n) v €6 Y =) o0<j<on ( n)
et j pair J et j impair J
3. Exprimer X,, + 2Y,, en fonction de S,,.
4. Exprimer X,, — 2Y,, en fonction de T,,.
5. Endéduire X, et Y, .
S, = ino (271) ok — iio (an) 2k12n=k = (2 4+ 1)2" = 320 = (32)" = 9"

1.

k

2n 2n
2n 2n -
et T, = z Cr)nkak =3 () (=20 120K = (24 1) = (-1)F = (D) = 1
k=0 k=0 )

2n 2n n

2. X, =Yh 4 =yn_ 22k =¥ o<jean ( .)21
" (2k> (Zk) et j pair J
n-1 n—-1 2 1
— 2k — 2k+1 n\,>y9j
et =D ()2 = 2k+1()2 Z (j)xzxz '
k=0 k=0 Osjs2n
et j impair
2n : n 2n . 2n .

3 Kut 2o =Fosjan (1) +23 ogjaen () x3x2 =Zogjarn (7)2+E ogjen ()2 =5,

et j pair et j impair et j pair et j impair

1
2= > (T)r-z 3 (T)xgpx2= 3 (F)2- > (F)2
0sjs2n J 0sjs2n J 0<js2n J 0<js<2n J
et j pair et j impair j pair j impair
2n j 2n j
Xp—2Y, = 2051'5271 j (=2 +% 0sj<2n j (=2)) =T,

j pair j impair

1
—gn —140n X,=-(1+9m)
. {Xn+2Yn =9 C{ZXn_1n+9.Ainsi == .
X, —2Y, =1 4y, =9" —1 AREICLIEY

Exercice 2 : Somme des entiers puissance p.
On pose pour tous entiers naturels n et p, S, (p) = Xr—o kP.

1. Rappeler lavaleur de S,,(0),S,,(1) et S, (2).
Déterminer S,,(3) en calculant de deux maniéres Y%_,[(k + 1)* — k*].

2

1
3. Soit k € N . Justifier que (k + 1)P*1 — gP*1 = ?:0 (p ‘]" )kf
4

En calculant de deux manieres U, = Y}_,[(k + 1)P*! — kP*1], montrer que :
p+1
(n+ 1)PHL = 5,’=0< )5 (g) .

5. Endéduire S,,(4) en fonction de S,,(0), S,(1), S,(2) et S,(3).

L S (0)=Nol=n+1, S,(1)=Ykok="2 et 5,(2) =N k? ="00ED



somme
télescopique
=uy

2. D'unepart, ¥i_o|(k+ 1)* - = (n+D*—0*=n+ 1%

“Uk+1

D’autre part, Y o[(k + 1)* — k*] = Th_o[k* + 4k3 + 6k2 + 4k + 1 — k*] =X0_o[4k3 + 6k? + 4k + 1]
=4 KP4+ 6N k% +AXT ok + YT, 1 = 4S,(3) + 620EDED | 4"(”“) +(+1).
Donc,(n+ 1)*=4S,3) +n(n+1)2n+1) +2n(n+ 1)+ (n+ 1).

Alors, S, (3) = i[ m+D*—n(n+1)C2n+1)-2n(n+1)— (n+1)]

$:@) =+ D[(+1? —n@2n+1) —2n— 1= (n+ D[ (n+1)° = (n+ 1)(2n + 1)]

n(n+1)) _

Su(3) =1+ 12 [(n+1D? = @n+ D] =1+ 1?[n?] = (
3. Soitk €N. (k+ 1P — P+t = 3P (p;r 1) kI1PH1~T — p+1 = pPi (p + 1) Jj — kP = P (” + 1) K.

=0
4, Dunepart,U, =¥1_o[(k+ 1)P1 — kP = (n+ )P - 0Pl = (n + 1)”{“1 : !
D’autre part, U, = ¥1_o[(k + 1)P*1 — P*1] = Z"_O[ P (p + 1) kf] Z [ n_ (p j_ 1) k’] 1
07 s ]2 s .
Ainsi, (n + P+ = 3F_ <p + 1) Sn (). 121
5. Prenonsp = 4. (n+1)5 = j=0(j)sn(j)_( )$:(0) + ()5, + (3) 5, (2)+( )5.3)+ (3) 5.8 e
Donc, $,(4) = £ [(n + 1) = 5, (0) — 55, (1) — 105,,(2) — 105,(3)] 14641
15101051
—

Probléme : quatre méthodes pour calculer S,, = Y}_; ka*.
Soit a € R. Pour toutn € N*, on pose S,, = X¢_; kak.

1. Calculer S, poura = 1 puisa = 0.

Désormaisa # leta # 0.

Partie 1 : Calcul de S,,(a) grace a un systeme linéaire

Fixons n € N*.

.o _ . +1
2. Justifier que S;41 = (Z;‘zl(] + 1)a’ ) +a.
Ly a™t?—q
3. Endéduire que S, .1 = a$, + =)
4. Endéterminant une autre relation entre S, ; et S,, donner une nouvelle expression (sans ), ) de S,,.
1. Sia=1lalorsS, =Yk =20 oy Siq = OalorsS, =Yr-,0=0.
2. Sppq =Y0tlkak = (oG + Da/*t) =31, + Dal*t + a.
k=F+1
j=k-1

kE[[1:n+1]]4:>jE[[0,n]] ' . . ‘
3. Sp1 = 27:10 + D/ +a= Z?:l(jajﬂ + aJH) ta= Z?:lja“l + Z;‘l:l a*t+a
n n n n

n n+2

. . . . a* -1 a"?—a*+a*—a
=Zjaf><a+Za1Xa+a=aZja1+aZa1+a=aSn+a2a_l+a=a5n+ 7—1 .

j=1 j=1 j=1 j=1
an+2 —a
Ainsi, S, =aS, +—
n+1 n a—1
4. S, ) Sp1 = Sp + (n + Da™t.
+2_ —_
Donc, aS, + =—2 =5, + (n+ 1a™. Alors, (a — 1)S,, = (n + 1)a™*! — — 2 Etainsi,

n+2 _ g

1
n+l _ _
(n+ Da Py @12

[(m+Da™t(a—1) — (a™"? —a)]

o 1
" (a-1)

o1
"= G e

n+2 (Tl+ 1)an+1 4L a]

Partie 2 : Calcul de S,,(a) par dérivation

Fixons n € N*et notons f la fonction définie par: Vx € R\{1}, f(x) = X%_, x*.



Alors f est dérivable sur R\{1}.

5. Donner une autre expression de f(x) et en déduire deux expressions de f'(x).

6. Exprimer S,, en fonction de f' et a et retrouver |' expression de S,, obtenue au 4.
5. Vx € R\{1},f(x) = ¥h_,x* xn+_11_1. Donc, Vx € R\{1}, f'(x) = Xp_, kx*~1 = (n+1)x"(zcx—_11))—2(x"+1—1).

6. Alors, S, =Y _ ka* =a(Xh_, ka*1) = af'(@=a

(n+1)a"(a-1)—(a™*'-1) _ na™'-(n+1)a™*'+a
car a1l

(a-1)? N (a-1)
Partie 3 : Calcul de S,,(a) par télescopage

7. Déterminer les réels A et B de sorte que la suite (u,) telle que : Vn,u,, = (An + B)a™ (ou A et B sont
des réels indépendants de n) vérifie : Vk € N, uy,; — u, = ka*.

8. Retrouver alors I'expression de S,, obtenue aux questions 4. et 6.)
(Ax1+4+B)a' —(Ax 0+ B)a® =0 (pour k =0)
7. VkEN, —uy, = kak {
& Uieyr — Uy = kat = (Ax2+B)a?—(Ax1+B)a' =a (pourk =1)
{ aAd+(@a—-1)B=0
Ra-1DA+(a—-1)B=1
@{ aA+(a—-1)B=0
(a—1DA=1 (L, <—L2—L1)
B= _;A " a- 1)2

1
A=
a—1

54

TNz
Donc pour qu’une suite de la forme u,, = (An + B)a™, vérifie Vk € N, uy4; — u; = ka¥, il faut que (@-1y,

’ -

1 a
Posons Vn, u,, = (En o )a”.

Alors Vk € Nyup 1 —uy = ( (k+1) - (a— 1)2)

k1 _ (L _L) k— k[L __a _ 1 a ]
a (a—l k (a—1)? a a a-1 (k + 1) (a-1)2 a-1 ke + (a-1)2

a

B —
— gk a __a a )] _ ok [ a(a—1)—a2+a)] " (a-1)? i
a [k + (a—l @z T e at|k+ (—(a—1)2 ka*. Donc conviennent.

1
-1

8. Vk €N upy —up = ka®. Donc ¥ _oUpsq — Uy = Ynokak = ¥0_ ka* = §,,.

a ) _ ((n+1)(a—1)—a) artl 4 2

Alors par télescopage, S, = U1 — Uy = (— n+1)- m) antl — (— T 1 R

s = (na"+2—(n+1)a"+1) __a na"?—(n+1)a™*'-a
ne (a-1)2 (a-1)2 ~ (a-1)?

Partie 4 : Calcul grace au théoréeme d’Abel ( que I'on va démontrer !!).

Soit (u,,) , (Uy,) , (v,)et (V) des suites réelles telles que : U,, = Yo Uy et v, = Vyyq — V.
9. Soit un entier naturel n. Exprimer u,,;; en fonctionde U,,, et U,
10. Démontrer que : Vn € N*, ¥1_, w, Vi = U, V,, — X3 v Uy (théoréme d’Abel).
11. Retrouver alors I'expression de S,, obtenue aux questions 4. et 6. et 8.
9. vVn, upyq =Upyq— Uy
10. Posons H(n):" YR o, Vi = UV — Y2 v U "
Initialisation : Yk U Vi = uoVp + A
et UV = Xhoo vicUx = UyVy — voUp = U Vi — (Vy = Vo)Uy = (U = Up) Vy +V yg =u V) + Vou,.
Uy Uo
Donc, Y x_owi Ve = U Vi — ¥9_o v Uy Et H(O) est vraie.

Propagation : Soit n un entier naturel non nul. Supposons que H(n) est vraie. Sous cette hypothése, montrons H(n + 1).
n

UnssVuss = ) vy =

k=0
n+1 n n—1 n
D wb= (Z ukvk> F g Vs = Unliy = (Z vkuk) ity Vg = Unlly = (Z vkuk> + g Ve + v
k=0 k=0 k=0 k=0

n

= (Un+1 - un+1)(Vn+1 - Un) - (Z Ukuk) + un+1Vn+1 + vn(Un+1 - un+1)
k=0



11.

n
= n+1Vn+1_ kaUk
k=0

Donc H(n) = H(n+ 1).
CCL : le théoreme de récurrence simple permet d’affirmer que :
vn = 1,350 weVie = UnVy — X326 ViU

j ko5 a1 k-1
Posonsu; =a’ et v; =1. Alors, U, =¥ qa’ =—— et V=3 1=k
n — \n ki, — n—l
k= Ouka—Zk 0@k = UpnVy — XkZo ViU
_ antio _Zn 1a+ 1= n+1 _Zn 1ak+1 1=
n+1
-1 n— k n—
=n ——k—oa"+—2>r=o1
a1 a_le_o a_le_o
a™tl-1 a a"-1 1
=n _
a—-1 a-1 a-1 1
a™tl-1 a a"-1 1
= -2 4 —n

a—-1 a-1 a-1 a-1
_ n(a™*-1(a-D-a(a"-1)+n(a-1)
B (a-1)?
na™*t?2-n(a-1)-na™*tt-a"*1*24n(a-1)
(a-1)2
na?-(m+1)a"*'+a
(a-1)?

L@l =



